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 في فضاء اورليتش

 
 وديع علي *          د.    

  ** حدن خليفةد.                                                                   
 ***زكريا الحاج محمد

 
 
 

 (6261  / 5/  11قُبل للنذر .  6261/  1 / 62 )تاريخ الإيجاع

 الملخّص
خ وجهد حل لجسمة معادلات فهلتيخا_أورسهن التكاممية الخصية في يىجفشا أن نؤسذ معايفي ىحا العسل     

 ,    ,  )=uالحمهل الغيخ مبتحلة إشارةخ السقجمة لهجهد ثهابت _يوىحا العسل ىه جدء من السعاي . فزاء اورليتر
حل إذا  إشارةىه ثابت _  uنقهل أن  لجسمة معادلات فهلتيخا_أورسهن التكاممية الخصية في فزاء اورليتر . (   ,…
( )     تتحقق العلاقة i≤ n ≥ 1كان لكل   سيجدأ والبخىان ىه ثابت. +    *   حيث    t . [T,0]لكل    

كسبخىشة أولى معخوفة بسبخىشة لهراي _شهلجر البجيمة الخئيدية السدتخجمة في البخىان  الأدوات. اقدام رئيدية ةلثلاث
 والسبخىشة الثانية عادة تدسى بسبخىشة الشقصة الثابتة لكخاسشهسمكي في السخخوط . 

مبخىشة لهراي  ,الحمهل  إشارةثابت_   ,اورليتر   فزاء  ,السؤثخات التكاممية    ,_ تابع   N الكلمات المفتاحية :
 .مبخىشة الشقصة الثابتة لكخاسشهسمكي في السخخوط ,_شهلجر البجيمة 
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Abstract 

 

 

    In this work our aim is to establish criteria sush that the system of a 

Volterra_Uryson linear intagral Equations has a solution in orlicz space . and this 

work is part of Criteria are offered for the existence nontrivial constant- sign 

solutions u = (  ,   ,…,  ) of the system Volterra_Uryson linear intagral Equations 

in Orlicz spaces. We say u is of constant sign if for each1 ≤ i ≤ n,      (t) ≥ 0 for t   

[0, T], where      {1,−1} is fixed.The prove will be divided into three main 

sections.The main tools used in the proof are the frist theorem is known as 

Leray_Schauder alternative and the secand is usually called krasnosel’skii’s fixed 

point theorem in a cone . 

Key Words:  N_Function . integrally operators , W.orlicz space , costant_sign solution , 

Leray_Schauder alternative theorem , krasnosel’skii’s fixed point theorem in a cone . 
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ىه تعسيم لفزاء  1931في عام   W.Orlicz and Z.Birnbaumاورليتر السجروس بهاسصة إن فزاء    

السحجب ستبجل بالتابع   (        )  الجاخل في تعخيف فزاء لبيغ   في ىحا التعسيم التابع    لبيغ الكلاسيكي
 والحي يدسى بتابع يهنغ  الحي سهف نعتسج عميو في تعخيف فزاء اورليتر. θ (s) عسهميةوالأكثخ 

     فإن   x وبتالي أذا كان   في (             )  و (             )  ليكن  

 .    x  فإنمرفهفة حقيقية(     )حيث     x ,y  ذا كان إ. وبذكل مذابو i≤ n ≥ 1 لكل    
 :بالذكل الخصية اورسهن التكاممية_معادلة فهلتيخا  تعصى

 ( )    ( )  ∫  (     ( ))                                    

 

 

 

حيث تم دراسة الذخوط الكافية لهجهد الحمهل في   [2]من قبل لقج تم دراستيا في فزاء اورليتر السعسم   
مجسهعة الحمهل  S فزاء باناخ القابل لمفرل وتم أثبات أن  Xو  J=[0 ,a]حيث (     )   فزاء اورليتر السعسم 

      (     )  ليحه السعادلة متخاصة حيثx: J=[0 ,a]  X   . 
اورسهن التكاممية الخصية _فهلتيخا معادلات الحمهل في فزاء اورليتر لجسمة  إشارةوسشحاول أيجاد ثابت _  

 :التي تأخح الذكل الأتي

                           ( )    ( )  ∫   (      ( ))   

 

 

                                                ( )  

 ( )  =  0  وبحالة خاصة عشجما   t  [T,0]و   i≤ n ≥ 1 لكل    
    ضافة لكهن وبالإ        في فزاء اورليتر أي لكل  xالحمهل  إشارةوسشخكد عمى أيجاد ثهابت _ 

 إشارةىي ثابتة. نلاحظ أن ثهابت _  {-1 ,1}حيث  t[0 , T]و          لكل         فإن   
. سشدتخجم مبخىشة لهراي _شهلجر البجيمة لمحرهل          لكل     1=الحمهل تتزسن الحمهل السهجبة عشجما

  -   ,))  عمى معاييخ الهجهد في 
كخاسشهسمكي لمحرهل عمى نتائج وسهف نصبق مبخىشة الشقصة الثابتة ل  ( ( 

  -   ,))  الحمهل في  إشارةد لثابت الهجه 
 ) ) .  

 
 ىمية البحث أىجافو :أ

الحمهل لجسمة معادلات فهلتيخا_أورسهن التكاممية الخصية  إشارةتم في ىحا البحث مشاقذة أيجاد ثابت_     
 :الأتية

  ( )    ( )  ∫   (      ( ))   

 

 

         

 .   t  [T,0]و   i≤ n ≥ 1 لكل  
 
الغيخ مبتحل  الحمهل إشارةأيجاد ثابت_أىسية البحث في تكسن  و  ( (   -   ,))  .  فزاء اورليترفي  

 قزاء اورليتر. لمجسمة الدابقة في
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 طرائق البحث ومهاده :
افة الى الاعتساد عمى بعس الستبايشات الذييخة في ضاستخجمشا شخيقة الاستشتاج السباشخ بالأ    

 .التحميل التابعي
       

 تعاريف ومفاهيم أساسية:
 

   يجعى التابع :[2]1.1تعريف   ( ) ب   N-  تابع إذا إستصعشا كتابتو بالتسثيل التالي: 
                       f x ∫  ( )

 

 
 dt                                                      

         
 حيثp(t) وجب عشجمام    t ومدتسخ من اليسين عشجما   t: وىه متشاقز عشجما يحقق  
.P(0)=0               , p( )=       ( )                                                       

 ومن خرائرو أنو تابع محجب وىشاك تعخيف أخخ مكافئ ل N -تابع  وىه:
 
  يجعى التابع( )  السدتسخ و السحجب N -تابع إذا كان زوجياً ويحقق الذخشين : 
 

     1)       ( )                                                            2)       ( )   

  
 

: [2]6.1تعريف   ( )   ىه N -تابع محقق لمذخط     قيممن أجل   x :ثابتينالكبيخة إذا وجج 
 يقال أن 

                         
         ,K  0  التابع بحيث 

f(2x)≤k f(x) , x ≥     
 :بحيثc ,      ثابتين وجج إذا  خطلمذ محقق تابع N f xالتابع إن يقال:  [1]1.1تعريف 
 

f(xy) ≤ f(x).f(y) ; x ,y       ; x ,y     ,c const 
 

    1.1نتيجة :إذا  حقق التابع N f x تابع الذخط وفإن يحقق الذخط   
 
 N f - تابع محقق لمذخط  :                                 إذا كان مكافئاً لمتابع 

x1.1تعريف  : نأيقال التابع 
N | | f x تابع . 

    [: ال 2]1.1خاصةNتابع المحققة للذرط -:  
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u و   x.v x    
u  فإن   x , v x  LM * تابع وكان N  f u ىحه الخاصية تتمخز في إنو

   إذا كان
1 ,   ( )   | |  

 : [2]1.6خاصة    
uإذا كان       x , v x  LM * التابع فإن LM *  u x , v x = w < x , y > 
      تابعاً محققاً لمذخط N f u ويكهن 

 
θ ℝ: يدسى التابع (Young function): تابع يهنغ[1] 1.5تعريف بتايع يهنغ إذا حقق     -   , 

 الذخوط:
 θ  من   -   ,عمى السجال  من الأدنىتابع  محجب من الأدنى ونرف مدتسخℝ  
 θ  (0= )0تابع زوجي ويحققθ  
 θ : 0أي أنو يختمف عن التابع الثابت   تابع غيخ مبتحل(=s)0 . s ℝ , ومخافقو السحجب 
 

 *            
                 ( :s*)θ 

 
       تابع يهنغ . θتابع يهنغ ىه ان يكهن * θ: الذخط اللازم والكافي لكي يكهن  1.6 نتيجة   
 

 (:complementary Young function: متمم تابع يهنغ ) [2]1.2تعريف    
 إذا كان θبتابع الستسم ل  Ψتابع يهنغ عشجئح نخمد ب  θنفخض     

{(x): x ≥0 θ xy- (y) = sup{ Ψ   0لإجلy ≥ 
 تابعين متتامين.  Ψ و  θوندسي كلا من 

 
 :[1] (Young inequalityيهنغ ) متباينة   
 يهنغ تعصى ب الذكل : تابعين متتامين عشجئح متبايشة  Ψ و  θبفخض    

x · y ≤θ (x) + Ψ(y) (x ,y  ≥ 0). 
   : إلى نتصخق  الفزاء عمى ىحا التعخف قبل :[8] فضاء اورليتش(     (الفضاء .1
 

 : W.Orlicz norm نظيم اورليتش
N f u ليكن     , g vو, تابعيين كلًا مشيسا متسم للأخخ LM *     مجسهعة التهابعu(x)    ,LM  

 السحققين لمذخط : v(x)مجسهعة التهابع  
      ∫  ( ) ( )      

 

 
  

 :التهابع من زوج كل لأجل Young.W.Hيهنغ  لستبايشة ووفقاً  خصية مجسهعة LM و   * LMمن  كل فتكهن 
  u(x),v(x)  نجج:    
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      ∫  ( ) ( )     (   )   (   )
 

 
 

 .       * LM :يكهن  بحلك         
 كسا يمي :        u(x) لتابع أورليتر نظيم يعخًف: [1]1.1تعريف    

  ‖ ‖ =     (   )  | ∫  ( ) ( )  
 

 
| .    

 :الأتيةويحقق الذخوط 
 1)  ‖ ‖   0 

 
⇒  ( )      

2)   ‖  ‖    |α| ‖ ‖  
3)    ‖     ‖      ‖  ‖    ‖  ‖  

   

 أورليتر  فزاء يجعى مشظم خصي فزاء  ‖ ‖بالشظيم  السدودة * LMعةالسجسه  تكهن  عشجئح   
 (W.Orlicz space) الشظيم عن يختمف فيو الشظيم أن حيث باناخ فزاء ىه وبالتالي تام فزاء وىه 

 Lp . الفزاء  في ثابت بسزخوب العادي
 :[8]أورليتش تعريف أخر لفضاء 
 يعصى بالريغة: تابع يهنغ عشجئح فزاء اورليتر θليكن      

 θ
(    ) ∫          قيهسة   *   θ (  )        +

 

 

 

 θ
(    ) ∫          قيهسة   *   θ (  )        +

 

 

 

 .θ    θ   واضح أن    
 ومشو نجج أن    

 θ  +      θ‖ ‖  قيهسة   * 
 غ السعخف بالذكل :كديم بهر ىه نظيم له  θ‖ ‖حيث  

‖ ‖θ      *       ∫  θ (
 

 
)         +   ,    )          θ 

 

 

 

 نحرل عمى نظيم لهكديم بهرغ السعسم. aوباستبجال الهاحج في 
 
 
 
 

 أورليتر :لفزاءأخخ  نظيم نعخًف الآن  :[1]1.8تعريف
| |θ      *       ∫               θ 

 

 

 ∫  θ
 
( )       +     

 

 

 θ 

 وبتالي فيه يكتب بالذكل : عمى متخاجحة ىهلجر بالإعتسادوىه معخف جيجا 
| |θ      *       ∫                θ 

 

 

 ‖ ‖
θ
     + 

 .وىه مكافئ لشظيم لهكديم بهرغ   
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 : [1]1.1نتيجة   
‖ ‖θ    | |θ   ‖ ‖θ 

 [3)شخط كاراثيهدوري( ] تعريف: 

إذا وفقط اذا  أنو يحقق شخط  كاراثيهدوري  u  ,x Gبالستحهليين  f x,u يقال عن التابع الجقيقي
  ثابت. uعشجما يكهن     وقيهس  ب  x Gفي كل مكان تقخيبا لأجل جسيع   كان مدتسخ بالستحهل  

 حق:سشحكخ تعخيف فزاء اورليتر الحي سهف نعتسج عميو في عسمشا الا نالأ و    
 :[1]أورليتش تعريف فضاء     

φاورليتر بالخمد تهابع متتامة ولشخمد لرفهف - Nىي  Qو   Pليكن     
 

 السؤلفة من التهابع القابمة لمقياس  
y :[0 , T]   

 أي
  (y ,P) = ∫  ( ( ))     

 

 
 

 ولشخمد ب    
  (,   -  

 ) 
 والتي تحقق:   y :[0 , T]لفزاء اورليتر السؤلف من مجسهعة كل التهابع القابمة لمقياس  

  

| |        
  
  (    )  

    φ  

 |∫   ( )  ( )     
  

 

|    

    (,   -  
 ىه فزاء باناخ .  (  حيث (    | |  ( 

 
 : [1]1.1نتيجة 

         φ
 
 

 وبكهن  

         φ
 
 

 .   يحقق الذخط   P ذا كان  إ
 :  Leray_Schauder alternative theorem  [5])مبرىنة لهراي _شهلجر البجيلة )

مجسهعة  Uمجسهعة جدئية مغمقة ومحجبة ولشفخض    B  E)فزاء اورليتر( و فزاء باناخ  Bليكن      
 : واحج مسا يمي يتحقق تحهيل متخاص ومدتسخ عشجئح ̅  :  E  Sو  U  0و Eجدئية مفتهحة ندبيا من 

(a S   تسمك نقصة ثابتة فيU . 
 (b  يهجج (0 ,1)    و U u  بحيث أنx = Sx . 

 :[2]( Krasnosel’skii fixed point theorem in a Coneللنقطة الثابتة ) مبرىنة كراسنهسيلكي
ىي مجسهعات مفتهحة    ,   ونفخض  Bمخخوط في  C   Bفزاء باناخ و   B ( B , ‖ ‖)ليكن    

 Bفي  
  مع 

̅̅ ̅̅   )     :Sوليكن        و        
̅̅ ̅̅  بحيث : وتام الإستسخارمؤثخ مدتسخ  (    

(a  ‖  ‖  ‖ ‖               و  ‖  ‖  ‖ ‖          
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 أو
(b       ‖  ‖  ‖ ‖               و  ‖  ‖  ‖ ‖          
  )تسمك نقط ثابتة في  Sح عشجئ

̅̅ ̅̅     )C ∩ . 
 

 .النتائج والمناقذة:6
 ( :1أولا" : نتائج الهجهد للجملة )

( في 1سهف نصبق مبخىشة لهراي _شهلجر البجيمة لشزسن نتائج الهجهد لمجسمة )       
  ((,   -  

 ) )  
 السعخف بالذكل   BB :Sفزاء باناخ ولشعخف السؤثخ    Bليكن       

S (t)=(    ( ) ,…,    ( ) ) 
 حيث        لكل  

   ( )  ∫   (      ( ))   

 

 

                                          ( ) 

(. نعمم أن 1ىي حل لمجسمة ) S. واضح أن الشقصة الثابتة لمسؤثخ   t  [T,0]و   i≤ n ≥ 1 لكل  
 يسكن أن يكتب بالذكل :   السؤثخ 

                                                                                 ( ) 
 معخف بالذكل :         حيث 

   ( )    (       ( )) 
       و 

   : السعخف بالذكل 
    ( )  ∫  ( )     ,    -

 

 
  

والأداة  B ىي تعسيم مبجأ الهجهد في فزاء باناخ  أولى نتائجشاعتسج عمييا شسشحكخ بعس الشتائج التي س
 السدتخجمة ىي مبخىشة لهراي _شهلجر.

 :[5]6.1مبرىنة   
 حيث  ‖ ‖مع الشظيم                فزاء باناخ  وليكن  | | ,   )    ليكن ) 

‖ ‖             |  |     
                              ( ) 

 نفخض           فزاء باناخ و لكل  Yوليكن  
                            (  )     

    و              و 
                                      (   )        

                 
 ىه مؤثخ مدتسخ وتام الاستسخار . 

 xبحيث أن لاجل أي حل بت مهجب لا يتعمق ب اث    يهجج    (0 ,1) ذلك  لكل إضافة الى
      لمجسمة 

                                                    (  ) 
 . ‖   ‖    مع         ( تسمك حلا 1عشجئح الجسمو ) ‖ ‖     نسمك  

 : البرىان
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ىه مؤثخ  Sنجج أن السؤثخ (   ) ومن  x=Sxىه ذاتو الشقصة الثابتة لمسعادلة  (  )ن حل الجسمة إ   
 ولشفخض مدتسخ وتام الاستسخار

 |‖ ‖     +          U= { x     
خىشة ( من مب(bوبتالي الذخط   x Uوىحا يعشي أن    (0 ,1) لكل  (  )حل ل  xولشفخض أن   

( تسمك حلا 1من ذات السبخىشة مسا يعشي أن الجسمة ) ((aيقتزي تحقق الذخط  محققلهراي شهلجر البجيمة غيخ 
    ̅     ىه ذاتو الشقصة الثابتة ل  ‖   ‖    معS بالإعتسادىي الهجهد في فزاء اورليتر  . ثاني نتائجشا 

 (:2.1عمى السبخىشة )
 :[4]6.6مبرىنة 

 :الأتيةتهابع متتامة ولشفخض تحقق الذخوط - Nىي  Qو   Pليكن      
A. ∅    ىيN – تهابع وQ  تحقق الذخط   .. 
B.   1 لكل ≤ i≤ n التابع       [0,T]  [0,T]  (  )  :    ىه تابع كاراثيهدوري أي 

   - i كلu(  )    فالتحهيلf( t , s )      (      ( ))    قابل لمقياس  . 
         ii - ولكل]   [0,T]  [0,T ( t , s )     فاتابع    (      ( ))( t , s )   مدتسخ تقخيبا في

 .  t  [T,0]كل مكان لكل  
  .C      لكلr 0   1 و ≤ i≤ nيهجج تابع قابل لمقياس 

,    )   [0,T]  [0,T] :  
    : ,    )  [0,T]  [0,T]و    

  
              |  |   مع   (  )uو   t ,s ,  [0 ,T]بحيث أنو لكل  

|(      )    | فإن    
(      )   |و  (   )      (      )|    

 (   ) 
 

.D        1 لكل ≤ i≤ nنسمك 

   
     

∫   
 (     )           ,   - 

 

 

 

     .E    1بحيث أنو لكل ∞    يهجج ≤ i≤ n  ولكلt [0 ,T] فإن 

∫  
 (     )

 

 

     

 لمجسمة u  Xعشجئح لأجل أي حل    ‖ ‖ بحيث  لا يتعمق ب   ولشفخض أنو يهجج  

  ( )  ∫   (      ( ))   

 

 

                                      ( )                

‖ ‖  بحيث  xX( تسمك عمى الأقل حلا واحج 1.عشجئح الجسمة ) t [0 ,T]ولكل  i≤ n ≥ 1لكل     . 
 : البرىان
 يجاد نقصة ثابتة لمسعادلة  إ( يكافئ 2واضح أن حل الجسمة )     

                                                                                                                                 ( ) 
 معخفة بالذكل : Sحيث 



 ,عمي ,خميفة ,الحاج محمد                                              إيجاد ثابت إشارة_الحمهل لجسمة معادلات فهلتيخا_أورسهن 

931 
 

Su(t)=(    ( ) ,…,    ( ) ) 
 حيثو 

   ( )  ∫   (      ( ))  

 

 

 

 .  t  [T,0]و   i≤ n ≥ 1 لكل             
   :  CCولبخىان ذلك يكفي أن نبخىن ان  ,C الى Cمعخف جيجا من    لشبخىن أن السؤثخ      

 يهجج uC. نلاحظ أنو لكل  i≤ n ≥ 1  ىه معخف جيجا لكل
r  0  بحيثr   ‖ ‖ 

 ( i≤ n ≥ 1مدتسخ لكل       ىه تابع كاراثيهدوري)أي       وكهن  Bومن الذخط 
 نجج: i≤ n ≥ 1ولكل          [T,0]و لكل  فإن    

|   (   )     (  )|  |∫   (       ( ))  

 

 

 ∫   (       ( ))

 

 

  | 

                                 |∫.   (       ( ))     (       ( ))/   

 

 

| 

                           ∫ |   (       ( ))     (       ( ))|
 

 

   
                                                      

   
                          
⇒          |   (   )     (  )|

        
→                                                                     ( )  

 ىه مؤثخ معخف جيجا .   :  CCىحا يعشي أن السؤثخ 
 

 : [1](Arzela-Ascoli theoremاسكهلي ) –ستخجام مبخىشة ارزيلا وبإ
 والتي تشز:

متخاصة  M فإنمحجودة بانتظام ونرف مدتسخة عشجئح  Mفاذا كانت    M  (   -   ,)   لتكن
  (   -   ,)   ندبيا في  
 ىه مؤثخ   :  CCولبخىان ذلك يكفي أن نبخىن أن  ىه مؤثخ تام الاستسخار   Sنخى أن السؤثخ   
وسهف   )| |   rفإن  uC)أي لكل  Cمجسهعة محجودة في   لتكن  . i≤ n ≥ 1لكل    تام مدتسخ

مجسهعة   محجود بانتظام )لان      . واضح أن   i≤ n ≥ 1    متخاصا ندبيا لكل     نبخىن أن  
 ≥i ≥ 1و   r  0لكل  Cعمى الذخط  بالإعتسادفي فزاء باناخ)اورليتر(( و  Cمحجودة في مجسهعة محجبة 

n تابع قابل لمقياس يهجج  
|(      )    | فإن             |  |   بحيث أنو مع       

 (   ) 
 نجج     a.e [0,T] sولكل    u .وبتالي لكل   t  [T,0]وتقخيبا في كل مكان لكل     (  )uلكل 

         |     
 ( )|  |∫   (      ( ))  

 

 

|  ∫ |   (      ( ))|
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                 ∫   
 (   )

 

 

          
                                                                                                                                   

 فإن t [0 ,T]ولكل  i≤ n ≥ 1بحيث أنو لكل ∞    يهجج  (E)عمى الذخط  بالإعتسادوذلك         
            
⇒        |    

 ( )|      
                             

                         
⇒        ‖    

 ‖                                 
 بانتظام.  ةجودمح    مسا يعشي أن   

ىه مؤثخ      ىه مؤثخ نرف مدتسخ وبشفذ الخصهات الستبعة في )*( نجج أن       ولشبخىن الان ان 
 لشفخض  [1]عمى مبخىشة لهراي شهلجر البجيمة ماسبق و عمى  بالإعتسادو نرف مدتسخ .

|‖ ‖     +          U= { x    
( من مبخىشة لهراي شهلجر b) الذخط نحن لا ندتصيع أن ندتشتج   ‖ ‖ عمى الفخض كهن  بالإعتسادو   

 ( من نفذ السبخىشة محقق .a,مسا يعشي أن الذخط )
  xX( تسمك عمى الأقل حلا واحج 1عشجئح الجسمة ) . ̅ ( تسمك نقصة ثابتة في 3يعشي أن السعادلة ) ىحا   

‖ ‖  بحيث     . 
الحمهل  إشارة-سهف نصبق مبخىشة الشقصة الثابتة لكخاسشهسمكي لمحرهل عمى نتائج الهجهد لثابت الأن    

  -   ,))  ( في فزاء أورليتر  1لمجسمة )
 وبشفذ الصخيقة الستبعة سابقا" :   ( ( 

 فزاء باناخ معخف بالذكل   Bليكن       
  *   |  (  ((,   -  

 ))
 
+ 

 مع الشظيم 
‖ ‖             |  |   

 حيث 

|  |     
  
  (    )  

    φ
 
 

 |∫    ( )  ( )     
  

 

| 

 .i≤ n ≥ 1 لكل             
 بالذكل   BB :Sولشعخف السؤثخ          

S (t)=(    ( ) ,…,    ( ) ) 
 حيث        لكل  

   ( )  ∫   (      ( ))   

 

 

                                          ( ) 

 .  t  [T,0]و   i≤ n ≥ 1 لكل             
 ( .1ىي حل لمجسمة ) Sواضح أن الشقصة الثابتة لمسؤثخ  
 

 :6.1مبرىنة 
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الدابقة( محققة  2.2من) السبخىشة   ( (A,B,C,D,Eثابتة ولشفخض أن الذخوط  {-1 ,1}لتكن      
 ذلك لشفخض: علاوة عمى
F.  لتكن 

  *    |           ,   -و        + 
 
 و

 ̃  *    |           ,   -و        +    * + 
 نفخض أن  i≤ n ≥ 1 عشجيح لكل  

t,s,x)     (     )   ,   -  ,   -  ̃ )       
 و 

t,s,x)     (     )   ,   -  ,   -   )       
 G  1 .  لكل ≤ i≤ n نفخض 

     (     )    (   )   (|  |)    (|  |) 
   

 ىي تهابع مدتسخة     و        فإن   لكل̃   -   ,  -   ,   (     )  ولكل          
(    ,     و  -    ,    ىي تهابع غيخ متشاقرة و   (    ,   ,    -  ,    ) 
 H.   يهججα  وفإن  i≤ n ≥ 1بحيث أنو لكل     

α       (α)    (α) 
 حيث  

  (    )  ∫-   ,             محققة   

 

 

 

‖ ‖لكل  uXحل   إشارة–( تسمك ثابت 1الجسمة ) فإنومشو   α     أي        ( )    

 

 . t[0,T]و  i≤ n ≥ 1 لكل  
 : البرىان

 ( في البخىان 2.2سهف نعتسج عمى السبخىشة )  
 لشاخح الجسمة 

  ( )  ∫  ̂  (      ( ))   

 

 

                                                       ( )  

 . t[0,T]و  i≤ n ≥ 1 لكل  
-    ,   ̂    حيث   ,   -  السعخف بالذكل     

 ̂  (           )     (      |  |     |  |)                 ( ) 
 .i≤ n ≥ 1 لكل  
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معخف جيجا وكاثيهدوري    ̂ نجج أن التابع  Fعتساد عمى الذخط وبالإ  ̃ (|  |     |  |  )وبسا أن 
 ( تسمك حلا لحلك لشأخح الجسمة 3ولشثبت أن الجسمة ) (. B)من الذخط 

  ( )  ∫  ̂  (      ( ))   

 

 

                                                 ( )  

‖ ‖ بين أن ش( ول5حلا لمجسمة )     x لشفخض أن  . (   )و  t[0,T]و  i≤ n ≥ 1 لكل      
. 

 . X( تسمك حلا في فزاء اورليتر 2يشتج أن الجسمة ) F( والذخط 2.2عمى السبخىشة ) بالإعتسادوالأن    
 ( نحرل عمى 5عمى ) F( و الذخط 4وبتصبيق )

    ( )  ∫     ̂  .       ( )      ( )/    

 

 

  

  ∫     ̂  (      |  |     |  |)   

 

 

      

                  
⇒           ( )    

                                      فإنومشو 
                                            |  ( )|      ( )                                    ( )                          

 . t[0,T]و  i≤ n ≥ 1 لكل  
 نجج: t[0,T]و  i≤ n ≥ 1 لكل    G( والذخط 6وبتصبيق )   

|  ( )|      ( )                                                                  

                                      ∫     ̂  (      |  |     |  |)   

 

 

 

                                       ∫     ̂  (      |  |     |  |)   

 

 

 

                                 ⏞

 شخط 

∫  (   )   (|  |)    (|  |)   

 

 

 

 لمصخفين نجج  -   ,    وبأخح    

                    ,   -|  ( )|      ,   -∫  (   )   (|  |)    (|  |)   

 

 

 

 نجج Hعمى الذخط  بالإعتسادو    
                                   |  |       (|  |)    (|  |)                                           ( )   

 .i≤ n ≥ 1 لكل  
‖ ‖ والأن لشفخض       (  يشتج7عشجئح من ) m {1,…,n}لبعس    |  | 

                                ‖ ‖       (|  |)    (|  |)                                              ( )  
 نجج: H( مع الذخط 8وبتالي بسقارنة )
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‖ ‖  α 
 ( محققة .6وبتالي )   

  -   ,))       ( تسمك حلا 3( ندتشتج ان الجسمة )2.2ومشو من السبخىشة ) 
 مع     ( ( 

‖  ‖  α 
 و

  ( )  ∫   ̂  .     
 
  
( )       ( )/    

 

 

 

 . ,i≤ n t [0,T] ≥ 1 لكل  
 وبشفذ السشاقذة نجج  

|   ( )|     
 
 ( ) 

 ( في فزاء اورليتر و1لمجسمة ) إشارة–ىه ثابت    . ومشو ندتشتج أن  ,i≤ n t [0,T] ≥ 1 لكل  
  ‖  ‖  α 

 نسمك  ,i≤ n t [0,T] ≥ 1 و لكل  فإن( 9( و )4والان باستخجام )   

   ( )  ∫   ̂  .     
 
  
( )       ( )/    

 

 

 

                              ∫   ̂  .      | 
 
  
( )|

  
     | 

 
  
( )|

  
/    

 

 

 

                

                         ⏞

|  
 |      

 

∫   ̂  .      
     ( )  

     
     ( )  

/    

 

 

 

 ( وبحلك يكهن قج تم البخىان.2ىه حلا لمجسمة )     فإنوبتالي  
 :  ملاحظة   
لحلك في السبخىشة , كهن مبتحل حل يسكن أم يشاره الإ–( نلاحظ أن ثابت 2.3في السبخىشة الدابقة )  

عمى  بالإعتساد( في فزاء اورليتر وذلك 2الحمهل الغيخ مبتحلة لمجسمة ) إشارة-سشحاول إيجاد ثهابت الأتية
 مبخىشة الشقصة الثابتة لكخاسشهسمكي.

 لشعتبخ فزاء باناخ    
( (  ((,   -  

 ))
 
 ‖ ‖∅   ) 

 ولشعخف السخخوط    
   {  (  ((,   -  

 ))
 
  |                 ( )   ( )‖ ‖∅       ,   -      + 

( )  ولشفخض     -   ,))  )  و      ∅| | و        -   ,  لكل   
 ))

 
  . 

( في 1حل لمجسمة ) إشارة–ىي ثابت    في  Sولشبن أن الشقصة الثابتة لمسؤثخ    
(  ((,   -  

 ))
 . 

 ولشعخف       ولشفخض 
   {  (  ((,   -  

 ))
 
  |‖ ‖∅       + 
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 و
   {  (  ((,   -  

 ))
 
  |‖ ‖∅       + 

 (.1الحمهل الغيخ مبتحلة لمجسمة ) إشارة–تكافئ أيجاد ثابت  الأتيةوالسبخىشة 
 

 ( :6.1مبرىنة )
 من السبخىشة الدابقة محققة ولشفخض تحقق الذخوط : A, B, C, D,E , F, Gلشفخض أن الذخوط       

K يهجج مجال  .[a,b] ,   -  وتابع قابل لمقياس -   ,       يهجج          ولكل 
     ,   -   ̃  بحيث      (   ,  

     (     )      (   ) 
 و   ̃    و  t[0,T]و  i≤ n ≥ 1 لكل  

     (     )    (   ) 
 .̃    و  t[0,T]و  i≤ n ≥ 1 لكل  

L  1 .  لكل ≤ i≤ n  يهجج     ,   -  ,   -  بحيث j{1,2,…,n}قابل لمقياس لبعس  (   ,  
     (     )         (   ) 

(     ) لكل    ,   -  ,   -   ̃  
M  1 .  لكل ≤ i≤ n يهججβ ما يمي محقق لبعس عشجئح يكهن  β   β- [ uبحيث لكل    

i{1,2,…,n}  حيث(i  لا يتعمق بj ) 

      ( )  ∫     

 

 

 (        )   

 مهجهد بحيث -   ,    حيث   

∫     

 

 

 (        )         ,   -∫     

 

 

 (    )   

  -   ,))  )  حل  إشارة–( تسمك ثابت 1الجسمة ) فإنعشجئح 
 ))

 بحيث    
1-       ‖ ‖ ( )     +   ,      مع    i{1,2,…,n}ويهجج            

 .  α  βأذا كان 
6-     ‖ ‖ ( )     +   ,      مع    i{1,2,…,n}يهجج            

 .  β  αأذا كان 
 
 
 

 : البرىان
((   -   ,))  ) السؤثخ     

 
  (  ((,   -  

 ))
   S :  ىه مؤثخ مدتسخ وتام الاستسخار

 )سشبخىشة لاحقا(  A,B,C,Dعمى الذخوط  بالإعتساد
 ولشعخف السخخوط    

   {  (  ((,   -  
 ))

 
  |              | |   ( )‖ ‖∅       ,   -      + 
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 ̃     Cوبسا أن        u , لأجل ىحا , لكل   Cالى  Cىه تحهيل من  Sولشبخىن أن السؤثخ 
 أن  Eيشتج من 

  (   )   ∫    (     ( ))     
 

 

                                     ( ) 

 نجج أن  Hعمى الذخط  بالإعتسادوبتالي  .t[0,T]و  i≤ n ≥ 1 لكل   

|   ( )|       ( )  ∫    (   ( ))
 

 

                                                 (  )                      

 . والتي تتحهل ل t[0,T]و  i≤ n ≥ 1 لكل  

|   |  ∫    (   ( ))
 

 

          

 .t[0,T]و  i≤ n ≥ 1 لكل  
  فإن t[0,T]و  i≤ n ≥ 1 نجج أنو لكل لكل   kو  Hوالان بتصبيق الذخط    

     ( )  ∫      (   ( ))
 

 

         |   |  

 لمصخفين نجج  +   ,      خح مع أومشو ب
 

                ,   +     ( )       |   |                                (  ) 
 ( نجج أن 11( و )9وبسقارنة )   

          
 أي 

  ( )     
  معخف جيجا وىه مدتسخ وتام الاستسخار .   Sأي أن السؤثخ    

 بقي أن نبخىن تحقق الذخشين الاتيين:
  ‖  ‖  ‖ ‖               

  ‖  ‖  ‖ ‖                
 :(i)لشبخىن تحقق الذخط الأول 

xلشفخض       ‖ ‖ ومشو نحرل عمى        1 لكل  و  G و F و   Kوباستخجام الذخوط    
≤ i≤ n  وt[0,T]   نجج 

|   ( )|       ( )  ∫    (   ( ))
 

 

                                                                      

                             ∫   (   )   (|  ( )|)    (|  ( )|)  
 

 

                 

 ∫   (   )   ( )    ( )  
 

 

     
                                ( )    ( )                                                  

     ‖ ‖                                                       
 أي أن 

|   ( )|  ‖ ‖   
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  فإنومشو i≤ n ≥ 1 لكل  
‖  ‖                |   |   ‖ ‖   

                    
⇒       ‖  ‖   ‖ ‖            

 مسا يعشي أن الذخط الأول محقق
 :(ii)لشبخىن تحقق الذخط االثاني    

xلشفخض    ‖ ‖ ومشو نحرل عمى       ‖ ‖ولشفخض       m  لبعس   |  | 
{1,…,n} فإنومشو  

 ,   - لكل    |  ( )|  , β   β-  و   |  |    
 ( mلا يتعمق ب  i)i  {1,…,n}  مايمي محقق لبعس  فإن Gو I ومن الذخشين 

|   (   )|       (   )  ∫  

 

 

(       ( ))   

                                               ∫  

 

 

(       ( ))   

                                           ∫  

 

 

(       ( ))   

                                          ∫   (     )

 

 

   (|  ( )|)   

                                         ∫   (     )

 

 

|  ( )|

  ∫    
 

 
(     )  

   

                                           ‖ ‖ 
 فإنلمصخفين نجج             وبتالي وباخح   ‖ ‖  |   |  فإن i≤ n ≥ 1 ومشو لكل  

               x ‖   ‖    لكل       ‖ ‖ 
تسمك نقصة ثابتة   Sفي السخخوط ندتشتج أن  مبخىشة الشقصة الثابتة لكخاسشهسمكيعمى  بالإعتسادوبتالي    

  (  
̅̅ ̅̅     )  

αولشفخض   β  فإنمن دون التقميل من عسهميو السدألة لحلك α  ‖ ‖  β  وبشفذ السشاقذة التي تست
‖ ‖( نجج أن 3في القدم الأول من بخىان السبخىشة )  ومشو نجج أن      

α  ‖ ‖  β 
‖ ‖  مع  i  {1,…,n}والان يهجج   نجج  xCوبسلاحظة ـأن   |  | 

    ,   -     ( )    |  |    ‖ ‖      
 

                       
⇒           ,   -     ( )      

 وبشفذ السشاقذة: 
β أذا كان   α   فإنمن دون التقميل من عسهميو السدألة لحلك β  ‖ ‖  α  ومشو نجج أن‖ ‖  β 

 وبتالي 
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β  ‖ ‖  α 
  فإن xCوبشفذ الخصهات الدابقة نجج أنو لكل   

    ,   -     ( )    |  |    ‖ ‖      
                       
⇒           ,   -     ( )      

 ومشو تم البخىان . 
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