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في ىحا البحث، سهف نجرس مدألة درجة تقخيب الجوال التي تشتسي إلى بعض الرفهف السعسسة 
 ومخافقتيا، ويسكششا ذلك من خلال إثبات السبخىشة الآتية: فهرييوبإستخجام طخيقة ىاوسجورف لستدمدمة 

وتشتسي إلى صف  ليبذتد      قجرهبجورٍ دالة مدتسخة تقخيباً في كل مكان و دورية   لتكن  :مبرهنة
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------------------------ 
 .*أستاذ مداعج، كمية العمهم، قدم الخياضيات، جامعة البعث

 .**طالبة دكتهراه، كمية العمهم ، قدم الخياضيات، جامعة البعث

     ( 5( العدد )5مجلة جامعة طرطوس للبحوث والدراسات العلمية_ سلسلة العلوم الأساسية المجلد )

Tartous University Journal for Research and Scientific Studies –Basic Sciences Series Vol. (5) No. (5) 2021 



 ،د.مخمهف،فجر                                 دراسة تقريب الدوال في بعض الصفهف المعممة بإستخدام طريقة هاوسدورف 
 

04 
 

 
 

 

Study of approximation of functions in some generalized 

classes using hausdorff method 
 

Dr. Mounir makhlouf* 

Ranim fajer** 

 
(Received 26/9 /2021.Accepted 7/11/2021) 

 

□ ABSTRACT □ 

 

 

 

In this research ,we will study the problem The degree of approximation of functions 

belonging to  some generalized  classes by Hausdorff means of a conjugate Fourier series, 

and we can do this by proving the following theorem: 

and it function  periodic-  continues almost everywhere and be a  Let  :Theorem 1

belong to the Lipschitz class       for      .. Then: 

             (   )     
  ,    -

| (  ( ))   ( )|    

Where   ( ) represent the n-th partial sum of series of the Fourier series of    at a point  . 
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approximation theorem, degree of approximation, Hausdorff means, continues almost 
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 مقدمة: 
يسكن تقخيب الجوال السعسسة وتحجيجاً الجوال السعقجة بجوال بديظة وذلك من خلال تسثيميا بستدمدلات 

 فهرييو وغيخىا من الستدمدلات الستعامجة.
وتختمف درجات تقخيب الجوال السعسسة وفقاً لانتسائيا إلى أحج الرفهف السعسسة، فجرجات تقخيب دوال 
صف زيغسهنج تختمف بذكل عام عن درجات تقخيب دوال صف ليبذتد، كسا أن درجات التقخيب تختمف وفقاً 

عجيج من طخائق قابمية لظبيعة الظخيقة السجروسة، حيث إنّ طخيقة ىاوسجورف ىي طخيقة عامة يشتج عشيا ال
الجسع الأخخى كظخيقة أولخ و سيدارو وغيخىا، وفي ىحا العسل سهف نقهم بجراسة  درجة تقخيب الجوال التي 

 تشتسي إلى بعض الرفهف السعسسة بإستخجام طخيقة ىاوسجورف لستدمدمة فهرييو ومخافقتيا.
 : هدف البحث

ي تشتسي إلى بعض الرفهف السعسسة  بإستخجام الت  ييجف ىحا العسل لسشاقذة درجة تقخيب الجالة 
 طخيقة ىاوسجورف لستدمدمة فهرييو ومخافقتيا.

 مهاد وطرائق البحث :
 في ىحا العسل نحتاج إلى بعض التعاريف والخمهز السدتخجمة ونحكخ مشيا:

 (                )طريقة هاوسدورف  - ,: 1تعريف 
 (    )نخمد ليحه الظخيقة بالخمد 

 وتعخف بالذكل السرفهفي كسا يمي :

  
(    )  ∑      

 

   

 

         {
.
 
 
/∑ (  ) .

   
 
/   

                          

                                                              
  

∫    متتالية عجدية لانيائية تحقق: +  *حيث      
 

 
 دالة تحقق:  و  
    ,   -    (  )   ( )       ( ) فزاء كل الجوال  -   ,  حيث إنّ    

                                                                          .-   ,محجودةالتغيخ عمى السجال
لمعدوم  إذا  أنيا متتالية إزاحة يسيشية     يقال لستتالية العدم متتالية الإزاحة اليمينية لمعزوم : - ,: 2تعريف 

  وجج 
  )بحيث إنّ الستتالية     

    
                

 العدم  تسثل متتالية (       
   ∫   

 

 
وتحقق الذخوط  -   ,تكهن دالة حقيقية ومحجودة التغيخ عمى السجال   ، حيث إنّ    

 (  )   ( ) ( ) و          . 
   متتالية عدم ىاوسجورف  - ,:1مثال 

 

(   ) 
، تكهن متتالية        (   )التي تهلّج طخيقة أولخ 

    إزاحة يسيشية لمعدوم لأن 
  من أجل        (   )  

  (   ) . 
   متتالية عدم ىاوسجورف  - ,:2مثال 

 

   
، ليدت متتالية إزاحة    التي تهلّج طخيقة سيدارو  

 يسيشية لمعدوم . 
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 الحل:
  متتالية إزاحة يسيشية لمعدوم فإنو يهجج    إذا كانت 

 التي تجعل من الستتالية  
(  
    

                
متتالية عدوم، ومن السيم ملاحظة أن الستتالية  (       

    
 . والتي تشتج من العلاقة: يجب أن تكهن مهجبة و مزظخدة بالشدبة لـ   

      
         

         
  و    

    
     

 ، علاوة عمى ذلك:  
 ∑ (  ) .

 
 
/
 

 
 ∑

 

 

 
   

 
.والتي تشتج من    

   
 
/  .

 
 
/  .

 
   

.و  /
 

   
/
 

 
 

.
   
 
/

 

   
 و بالأخح بعين الاعتبار العلاقة الدابقة، يسكن أن نحدب:  

    
  ∑ (  ) .

 
 
/   

    
  ∑ (  ) .

 
 
/        

  ∑ (  ) .
 
 
/
 

 
  

   
 
   

 
   

  
  ∑

 

 

 
     

    وىكحا، الستتالية 
 لا يسكن أن تكهن متقاربة، وىحا تشاقض.  

 متتاليتين عجديتين، عشجئحٍ:       لتكن   :(Big-Oh)الكبيرة( (O- - ,:3تعريف
       

  

  
        (  )  

 عجد محجود.                          حيث 
مدتسخة تقخيباً في كل مكان و دورية       لتكن لجيشا الجالة  :( )   صف ليبتشز  - ,: 4تعريف
(   ) |عشجئحٍ: إذا كانت   بجورٍ قجره    ( ) |      حيث إنّ:      فإن   ( | |)  

  من الختبة  ( )  بإستخجام كثيخة الحجود السثمثية   ونعخف درجة تقخيب الجالة .      و 
( )  |        ‖    ‖ كالآتي:  بالذكل:   ( ̅) درجة تقخيب الجالة وتعظى  |( )  

| (̅ )    ( )|   .
 

  
∑

  

    
 
( ̅)  حيث    /     ∑ .      

   

 
        

   

 
/ 

و      
  ( )  

(   ̅ ( )      ̅ ( )          ̅ ( ))

  
 متتالية عجدية ذات حجود مهجبة حيث +  *و   

    ∑   
 
متتالية السجاميع الجدئية لمستدمدمة السخافقة لستدمدمة  +( ) ̅ *و    عشجما       

 . فهرييو لمجالة 
 : الشظيم ىه قيسة حقيقة و لأجل السرفهفات لو أحج الأشكال الآتية:نظيم مصفهفة- , :5 تعريف

‖ ‖          ∑ |   |
 
     

 ويداوي القيسة العظسى لسجسهع القيم السظمقة لعشاصخ الأسظخ، والشسهذج الثاني:
‖ ‖          ∑ |   |

 
     

 ويداوي القيسة العظسى لسجسهع القيم السظمقة لعشاصخ الأعسجة، والشسهذج الثالث:
‖ ‖  (∑    

  
     )

 

   
 بالذكل الآتي:  الإقميجي، ويسكن تعخيف الشظيم الإقميجي من السختبة ويدسى ىحا الشظيم بالشظيم 

‖ ‖  (∑ |   |
  

     )
 

   
وإذا كان ىحا الشظيم محجود ) أو مشتوٍ( تكهن السرفهفة ذات نظيم                 [   ]  حيث 

 مشتوٍ.
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 -     ,المناقشة و النتائج:
. متدمدمة   و دورية بجورٍ قجره -    ,دالة مدتسخة تقخيباً في كل مكان عمى السجال   لتكن 
 تعخف كالآتي:  عشج الشقظة   فهرييو لمجالة 

 ( ) 
  

 
 ∑ .     

   

 
      

   

 
/ 

     
 حيث 

   
 

 
∫  ( )    

   

 
                    

 

  
  

 و
   

 

 
∫  ( )    

   

 
                          

 

  
  

 تعظى كالآتي:و الستدمدمة السخافقة لستدمدمة فهرييي
∑ .     

   

 
      

   

 
/ 

     
 وتعظى الجالة السخافقة السقابمة لمعلاقة الدابقة كالآتي:

 (̅ )   
 

  
∫   ( )

  

   .
 

 
/
( )

 

 
  
  ( )   (   )   (   )  

  ( )   (̅ )  .
 

 
/ ∫

   (    )
  

 
   

    

 

 
 

  
‖   (  )   ‖̅   .

 

(   ) 
/  

 مرفهفة.  -   ,  و        حيث 
 مرفهفة نظامية وتحقق الذخط : -   ,  إنّ 
1 _∑

|   |

(   ) 
  .

 

(   ) 
/ 

    
| (   )   ( )|   (  )          ,   -       

 .      الحي يجعى  شخط ليبذتد من أجل 
.
 
 
/  

  

  (   ) 
 

       
  ,   -

| ( )|     *    (  ,   - | ( )|    )    + 

 قياس ليبيغ.  الحج الأعمى الأساسي و         حيث 
وتشتسي إلى صف      دالة مدتسخة تقخيباً في كل مكان و دورية بجورٍ قجره   لتكن : المبرهنةلإثبات 

 عشجئحٍ :      من أجل        ليبذتد 
             (   )     

  ,    -
| (  ( ))   ( )|    

 . عشج الشقظة   لستدمدمة فهرييو لمجالة   تسثل السجسهع الجدئي من الختبة  ( )   حيث
 نحتاج إلى التسييجيات الآتية:    

   (  )لتكن - ,:1التمهيدية 
∑     متتالية معخفة بالذكل:   .

 
 
/ (  )     

 
عشجئحٍ     

 السرفهفة
 والتي تعظى عشاصخىا بالرهرة:   
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     ,
.
 
 
/                          

                               
  

∫   متتالية عدم    تكهن نظامية إذا وفقط إذا كانت      ( )
 

 
 

(  ) وتحقق الذخوط:  -   ,دالة حقيقية محجودة التغيخ معخفة عمى السجال   حيث    ( )    
( ) و    ∑   و          

 
   حيث     

 

   
∑   
 
 .           و     

∑مرفهفة مثمثية سفمى ذات نظيم مشتيي و  (   )  لتكن  - ,: 2التمهيدية 
   

   
  .

 

   
/ 

    
(    ) |و      (    )|     

 ̅ ، عشجئحٍ درجة التقخيب لمجالة السخافقة (     )حيث   
∑    بإستخجام طخيقة ججاء مرفهفة سيدارو      

 
   حيث     

 

   
∑   
 
لمستدمدمة السخافقة     

 لستدمدمة فهرييو تحقق:

‖    ‖̅  ,
 .

 

(   ) 
/                           

 .
  (   )

   
/                        

  

             ،من أجل
 و دورية بجورٍ قجره -    ,دالة مدتسخة تقخيباً في كل مكان عمى السجال   لتكن - ,:3التمهيدية 

  1  . وتحقق شخط ليبذتد من أجل (   )  
 

 
 ، عشجئحٍ:1

 ( )  ,
    .

     

 
/                                    ,    (    ) ,

    .
     

 
/                      ,(    )     ,       

  

و   عشج الشقظة   لمستدمدمة السخافقة لستدمدمة فهرييو لمجالة   يسثل السجسهع الجدئي من الختبة  ( ) ̅ وليكن 
 بحيث يكهن: + *  عشجئحٍ يهجج صف لظخائق ىاوسجورف ( )معخفة حدب العلاقة  ̅ 

          
   

(   )          ,    -| ( ̅ ( ))   (̅ )|      
 إثبات المبرهنة:

  1  جيشا من الفخض ل
 

 
   طخيقة أولخ و  (   )حيث  (   )     يكهن عجد ثابت، نعخف  1

( ) طخيقة ىاوسجورف السهلّجة بإستخجام الجالة   ، ولشعخف الستتالية:       وتحقق الفخضية :     

  (  )   ̅ (  )   (̅  )  
 

 
∫    ( )

   (.  
 

 
/ )

    .
 

 
/
  

 

 
  

 (  )  لـ  (   ). و نلاحظ أن تحهيل قابمية جسع مرفهفة أولخ    والتي تدعى إلى الرفخ عشجما  
 يعظى كالآتي: (  )  بإستخجام 

∑ .
 
 
/
   (.  

 

 
/ )

    .
 

 
/

 
    

∑ .
 
 
/
(           )    (           )    (           )  (           ) 

      .
 

 
/

 
    

(             )(             )  (              ) (             )

      .
 

 
/

 
      .

 

 
/

     .
 

 
/
0.    .

 

 
/  
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     .
 

 
// .   .

 

 
/      .

 

 
//
 

 .   .
 

 
/       .

 

 
// .   .

 

 
/      .

 

 
//
 

1  

        .
 

 
/    .

(   ) 

 
/

   .
 

 
/

  

 نحرل عمى :

  (  )  
 

  
∑ .

 
 
/   (  )

 
    

 

  
∫    ( )

    .
 

 
/   (.

   

 
/ )

   .
 

 
/

  
 

 
  

 ولشفخض أن :

    (  .
  

  (   )(   ) 
/

 

   
)         1  

 

 
1          (   ) 

 عشجئحٍ يكهن :

   ( )  

{
 
 

 
     .

    

 
/      .

    

 
/          ,    -

    .
    

 
/     .

    

 
/          (       )

    .
       

 
/     .

    

 
/          ,      -

  

 ولتكن:  -   ,  من أجل 

  
 (  )  ∫ (    .

    

 
/      .

    

 
/)

    .
 

 
/   (.

   

 
/ )

   .
 

 
/

  
  

 
  

  
 (  )  ∫ (    .

    

 
/      .

    

 
/)

    .
 

 
/   (.

   

 
/ )

   .
 

 
/

  
    

 
  

  
 (  )  ∫ (    .

       

 
/     .

    

 
/)

    .
 

 
/   (.

   

 
/ )

   .
 

 
/

  
 

    
  

  واضح أن: 
 (  )  و   

    
 (  )                          (   )  

                      من أجل 
0  و         نلاحظ أنو إذا كان 

 

 
 فإن: 1

(   ) ( 
 

      
 

       
 

              
 

       
 

  (   ))  

. 
 

   
 

 /  (     
 

  (   )   
 

 )  

     حيث 
 

  (   )   
 

    . 
.      لتكن 

    

 
.      و  /

    

 
 ، عشجئحٍ:        (    )  من أجل  /

    .
    

 
/     .

    

 
/

   .
 

 
/

 
   .

    

 
/    .

    

 
/

   .
 

 
/∑ (    .

    

 
/)

 
   

(    .
    

 
/)
   

   
   

 

     .
  
 
/

∑ (    .
    

 
/)

 
   

(    .
    

 
/)
   

   
   

 
     .

  
 
/

(   )      .
    

 
/
 

     .
  
 
/

.  
 

 
/

  

  (   )(   ) 

 
       .

  
 
/

 
  

 . (   )وىحا يشتج من العلاقة 
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 لحلك 
        

 (  )  
    

 
      .

  

 
/ ∫    .

   

 
 /   

  

 
 

   

 (   )
      .

  

 
/    .

   

 
  /  

   

 (   )
      .

  

 
/    .

   

 
  /             (   )  

 فإن:       أو         إذا كان 

  
 (  )  ∫

    .
 

 
/    .

  
 
/

   .
 

 
/

    .
 

 
/    .

   

 
/     

 

    
  

     .
    
 
/    .

  
 
/

   .
    
 
/

    .
    

 
/

 

   
0   .

   

 
 /     

(   )(    )

 
1    

 
  

   
      .

  

 
/    

(   )  

 
                                                (   )  

 لحلك :
         

 (  )    
 (  )                  (   )  

     و (   )و (   )و (   )و  (   )وىحا يشتج من 
 (  )   . 

 و بالحداب نجج: 
   ́        

 (  )  .      من أجل  (   )                    ́  
 فإن:    إذا كانت 

  
 (  )  ∫ (    .

    

 
/      .

    

 
/)

   .
 

 
/    

   .
 

 
/
   ∫ (    .

    

 
/  

 

 
  

    

  

    .
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   .
 

 
/    
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   ∫ (    .

    

 
/      .
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   .
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 حيث 
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/ .       .
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 .
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/  

 و
 

   √ ∫    .
 

 
/ .       .

 

 
//    √ (     .

 

 
/  

 

 
    .

 

 
/  

 
 

 

    .
 

 
/  

 

 
    .

 

 
/)  

 فإن:    إذا كانت 

  
 (  )  ∫ (    .

    

 
/     .
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    .
 

 
/   
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   ∫ (    .
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 حيث :
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 فإن:    إذا كانت
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