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 دراسة قابلية حل المعادلتين

𝒙 − ∆𝒚 = + 𝒂𝒙 وَ  𝟑  𝒃𝒙𝒚 + 𝟑𝒂𝒚 = ±𝟏 
  *د. نبيل علي

 حدن سنكري**د. 
 ***احمد عبدو 

 (2021/ 9/ 20تاريخ النذر  – 21/6/2021)تاريخ الإيداع 
َ

 □ملخّص  □
 
 

َ:درسشاَفيَىحاَالعسلَالسعادلتين
   +     +     = ±         

  − ∆  =         
َالسعادلةَ     اَأنّوَإذاَكانتَالسعادلةَوقجَبخىشَ  َأوججناأيزاَ َتكهنَغيخَقابمةَلمحل    غيخَقابمةَلمحلَفإن  َ,َثم 

شخشا َلازما َكحلكَأوججناَقابمةَلمحل,َ     السعادلةََبفخضَأنَ قابمةَلمحلَ    كيَتكهنَالسعادلةَشخشا َلازما َوكافيا َ
َ َالسعادلةَوكافيا  َتكهن َ     كي َلمحل َخاصةَعشجماَ    السعادلةََأنَ َبفخضقابمة َحالة َفي َأثبتشا َوأخيخا  َلمحل. قابمة

قابمةَ     السعادلةَىهَأنَتكهنَتكهنَقابمةَلمحلَ    السعادلةََالذخطَاللازمَوالكافيَكيَتكهنََنَ عجدا َأوليا َأَ∆َيكهنَ
َلمحل.

َقهلَالتخبيعيّة,َمخافقَعجدَتخبيعي.حالكمساتَالسفتاحية:َمعادلةَبل,َال
َ
َ

َ
َ
َ
َ
َ
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Studying of the solvability of the equations 
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□ ABSTRACT □ 

 

The aim of this article is studying the equations 

   +     +     = ±       

  − ∆  =         

 we proved that if equation      is unsolvable then the equation     is 

unsolvable, also we proved necessary and sufficient condition such that the equation  

    is solvable when the equation      is solvable, and we proved necessary and 

sufficient condition such that the equation      is solvable  when the equation     is 

solvable. finally, we proved that if ∆ is prime number then the equation     is 

solvable iff the equation      is solvable. 

Key words: Pell equation, Quadratic Fields, conjugate of quadratic number. 
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َالمقدمة
َالجيهفش َالسعادلات جُّ َتُع  َالخياضيات, َفي َالسيسّة َالسهاضيع َمن َعمىَتية َالباحثين َمن َكثيخ َاىتسام َانربّ لحلك

َ.,َوىشاكَالعجيجَمنَذويَالاختراصَوالسيتسينَفيَىحاَالسجالدراستياَمشحَمئاتَالدشين,َوحتّىَيهمشاَىحا
َالكثيخَمنَالسعادلاتَالجيهفشتيةَلمَتُّحلَّحتىَالآن −  ,َعمىَسبيلَالسثالَالسعادلةَإن  ∆  = َ∆حيثََ 

(َ َمن َكل َعذخ َالدابع َالقخن َفي َدرسيا َبِل, َمعادلة َتُدسّى َوالتي َصحيح, َ         . عجد , .      َ,
     َ,     )....,َ

َ َعذخ َالثامن َالقخن َوفي َالسعادلة َلحل َالسدتسخ َالكدخ َلاغخانج −  استخجم ∆  = َالبخىانََ  وليعصي
َالأولَالكاملَبأن ياَدوما َقابمةَلمحلَفيَمجسهعةَالأعجادَالرحيحة.

َ َالسعادلة َإلى َبِل َمعادلة َالخياضيهن −  عس م ∆  =  ََ َحيث َالسُعس سة, َبِل َمعادلة عجدََ  وسُسّيت
َصحيح.

وقيمَمحجدةََ حجيثا َفيَأواخخَالقخنَالساضيَدرسَبعسَالخياضيينَمعادلةَبِلَالسُعس سةَمنَأجلَقيمَمحجدةَلـَِ
ََ        . . درسََ[1]عمىَسبيلَالسثالَفيَ,َ∆لِـَ −    السعادلةََ     . و      −    =  َ

−  َََالسعادلةَ        . درسََ[4]وفيَ    +   +  = َوََ  ََ[8]في       درس
     ََ ََ        و  َالسعادلة َحل −  قابمية    +   +   =  ََ َفي ََ[12]وأيزا  َ       درس

+    َقابميةَحلَالسعادلتين     −     = ± ََ −  و  ∆  = − .َ
َىحهَالسقالةَنجرسَقابميةَحلَالسعادلتين:فيَ

    +     +     = ±           

  − ∆  =             
 

َمعا َفيَآنٍَواحج,َفيَمجسهعةَالأعجادَالرحيحة.
 ية البحث و أهدافهأهمّ 

َىجفَىحاَالبحثَىهَدراسةَقابميةَحلَالسعادلتين: َإن 
    +     +     = ±           

  − ∆  =             
 

َقهاسسوَالأوليةَمختمفةَمثشىَمثشى(,َوتكسنَأىسيةَىحاَالبحثََ∆حيثَ فيَعجدَصحيحَحخَّمنَالتخبيعَ)أيَّأن 
بالإضافةَلحلكَيُبيّنَأنوَإذاَكانتَإحجىَالسعادلتينََأنّوَيُقجمَشخشا َلازما َوكافيا َلقابميةَحلَالسعادلتينَمعا َفيَآنٍَواحج.

َالسعادلةَالأخخىَتكهَ َنَغيخَقابمةَلمحلَأيزا .غيخَقابمةَلمحلَفإن 
َ

 مواد البحث وطرائقه:
َالبحثَمهضهعَرياضيَمجخدَتمَإنجازهَبالاعتسادَعمىَمخاجعَعمسيةَتخرريةَوبحهثَعمسيةَمشذهرةَفيَ إن 

َدوراتَعالسية,َونعخضَفيَالآتيَتعاريفَومبخىشاتَونتائجَمتعمقةَبجراسةَبعسَأنهاعَالسعادلاتَالجيهفشتيةَالتخبيعية:
 [3,10,11]:1 تعريف 

ََاَ حخََاَ صحيحَاَ عجدَ  ليكن َالتخبيعي َالحقل َيُعخّف َالتخبيع, =  من  (√  )ََ َالأعجادََ )حيث حقل
َالكدخية(َبأن وَالسجسهعة:

 =  (√  ) = {  +  √         } 
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َفيَىحاَالحقلَبأنّياَالسجسهعة:َ  حمقةَالأعجادَالجبخيةَالرحيحةَوتُعخّفَ
  =  [√  ] = {  +  √          } 

َ,َوبأن ياَالسجسهعة:            إذاَكانَ

  =  0
 + √  

 
1 = 2  +  

 + √  

 
        3 

َ.           وذلكَعشجماَيكهنَ
َ :َ           عشجماََ  حمقةَجدئيةَمنَالحمقةََ[  √] والججيخَبالحكخَأن  َأيَّأن 

. *
  √ 

 
+   [√  ]َ

 2:[3 , 11]تعريف 
= إذاَكانَ  +  √   (√  )ََ َ:فإن 

َويُعخّفَبالذكل:َ  يُخمدَلوَبالخمدََ مخافقَ
  =  −  √  

َ:ريغةَالآتيةلويُعخّفَوفقَاَ     يُخمدَلوَبالخمدَفَ نظيمَأماَ
     =    =   −     

  [3 , 11]َ:1 نتيجة
ََ(  √)       إذاَكانَ :    و  َفإنّوَيسكنَالبخىانَبديهلةَأن 

i.          =             
ii.   (

  

  
) =

     

     
  

iii.      =     
   

iv.     =    
 :1ملاحظة 

َالسعادلةَ −  عشجماَنقهلَإن     = َقابمةَلمحل,َفيحاَيعشيَأنّوَيهججَ 
َ =  +  √   [√  ]ََ =     بحيث  ( +  √ ) =  َ َإن  َالقهل َيسكن َبتالي ,

 +  √ ََ َحلا َليا.َ      بجلا َمنَالقهلَإن 
 3: [9]تعريف 

=     إذاَكانََ  عشرخَالهحجةَفيََ     يُدسّىَالعجدَ ± .َ
 2:ملاحظة 

َ َكان ََ           إذا = وكان  +  √ ََ َفي َالهحجة =  عشرخ  [√  ]ََ فإن 
  −    = َإ ± َأيّ ,َ َفي َالهحجة َعشرخ َلإيجاد =  نّو  [√  ]ََ َالسعادلة َبحل َنقهم −  فإنشا

   = ± .َ
= وكانََ           إذاَكانَ  

 

 
+

 

 
=  َََََََََََََََََََعشرخَالهحجةَفيَ  √

 *
 

 
√ + =  *

  √ 

 
=  َََََََََََََََََََََََََََََََََََََََََََََََََََََََََحيثَ+

 *
 

 
√ + = , 

 

 
+

 

 
√                      -ََ َ َ َ َ َ َ َ َ َ َ َ َ َ َ َ َ َ َ َ ََ :  فإن 

 

 
  −
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  = َوب ± َال, −  تالي    = ± َ َفي َالهاحجة َعشاصخ َلإيجاد َإن و َأيّ َالسعادلةََ  , َبحل َنقهم فإنشا

  −    = ± .َ
ََ  √  وبذكلَخاص:َعشاصخَالهحجةَفيَ َ.  ± ىي 

 4:[3, 11]تعريف 
εقهاسسوَعشاصخَالهاحجةَأوَمنَالذكلَغيخَخدولَإذاَكانتََ  منََ يُدسّىَالعشرخَ عشرخََ εحيثََ 

َ.الهحجة
ََ   )حيثََ  منََ ويُدسّىَالعشرخَ ََ⁄   إذاَكانََاَ أوّليََّاٍَليذَعشرخَالهحجة(َعجدَ و  َ⁄  فإن 

َ.⁄  أوَ
َالعشرخَ =     إذاَكانََ  ا َفيَيكهنَعجدا َأوليََّ  منََ والججيخَبالحكخَأن  عجدَأوّليَفيََ  حيثََ 

َ. حمقةَالأعجادَالرحيحةَ
 5:[3]تعريف 
َ ََ  الحمقة َعشرخ َكل َكان َإذا َوحيج َتحميل َساحة ََ تُدسّى َمشتوٍََ  من َكججاء َوحيج َججاء َبذكل يُكتب

َلعشاصخَغيخَخدولة.
 1:[11] تمهيدية 
−  السعادلةَ    = َقابمةَلمحلَإذاَوفقطَإذاَكان:َ 

  =        
    

     
     

    
     

   
,َ  بالسقاسََ ±أعجادَأوليةَتصابقََ  ,َ  بالسقاسََ ±أعجادَأوليةَتصابقََ  إشارةَمشاسبة,εَََحيثَ

َأعجادَصحيحةَمهجبة.َ     
 2:[7]تمهيدية 

َ َكانت ََ  إذا َوكان َوحيج, َتحميل ََ       ساحة β حيث =   ََ =      و  َيهججَ  فإن و
μ     ََبحيث =      =        = َعشاصخَواحجة.     حيثََ   

 3:[10]تمهيدية 
َ ََ            التصابق َتقدم َالتي َالأولية َالأعجاد َكانت َإذا َوفقط َإذا َلمحل َالذكلََ  قابل من

   ±          .َ
 النتائج والمناقذة

َالشتائجَ َإلىَىحه َالتيَأضفشاىا َالججيجة َعنَبعسَالأفكارَالخياضية َالشتائجَوالأفكارَالتيَذكخناىا,َفزلا  إن 
بالاعتسادَعمىَقابميةَحلَالسعادلةَالأخخى(,َذلكَسسحَلشاَبجراسةَقابميةََ      أو    )مشاقذةَقابميةَحلَالسعادلتينَ

ََ    حلَالسعادلتينَ َالحرهلَعمىَنتائجَ     و  ,َججيجةَوميسّةَفيَىحاَالسجالَنأملَأنَتكهنََمعا َفيَآنٍَواحج.َتم 
َنعخضياَفيساَيأتي:

َ َالسعادلة +   لتكن     +     = ±        ََ ََ    حيث َصحيحين َنلاحظَعجدين َعشجئحٍ ,
َالسعادلةَ قاسسا َمذتخكا ,ََ     أوَلـَ      عجدا َزوجيا َأوَإذاَكانَلـَ  لاَتكهنَقابمةَلمحلَإذاَكانََ    وضهحا َأن 

َ َ  لحلكَسهفَنفخضَأن  َالسعادلةَأوليانَفيساَبيشيسا,َبالإضافةَلحلكََ     عجدا َفخديا َوأن  قابمةَلمحلَ    نفخضَأن 
َإذاَكانتَإحجىَالسعادلتين:
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   +     +     = +    أو       +     = −  
َالعجدَالرحيحَالسهجبَ =∆ قابمةَلمحل,َكحلكَنفخضَأن    − حخَّمنَالتخبيعَوسشدسيوَمسيدَ   

َ.    السعادلةَ
َالسعادلتينَ َحلّ َقابمية  لششاقر

    +     +     = ±           

  − ∆  =             
 

َعمىَالشحهَالآتي:
 :1مبرهنة 

َلتكنَالسعادلتين:
   +     +     = ±            

  − ∆  =              
َ =∆ عجدينَصحيحينَأوليينَفيساَبيشيساَوََ     حيثَأن    − عجدَصحيحَحخَّمنَالتخبيع,ََ   

َعشجئحٍ:
َالسعادلة     إذاَكانتَالسعادلةَ َتكهنَغيخَقابمةَلمحلَأيزا .َ    َغيخَقابمةَلمحلَفإن 

َالبخىان:
َ َالسعادلة َأن  َ     بفخض َالسعادلة َأن  َججلا  َولشفخض َلمحل, َقابمة َيهججَ    غيخ َعشجئحٍ: َلمحل, قابمة

          َ +   بحيثَأن      +     = ± َ
=  علاوةَعمىَذلك,َيكهنَكلَمنَالعجدينَ  +  √ َ =  و    + َ  √  عشرخا َفيَ    √ 

: َومشوَنججَأن 
   = ( +  √ )( +  √ )

  
=     +     +      +     +     +      √         

εوالآنَليكنَ   ±  ََ: َبحيثَأن 
     +     +      =   

َوليكنَ
 =      +     +       

َعشجئحٍ:
  + √ =      +     +      +      +     +      √   

:َ    ومشوَحدبَ +  يشتجَأن  √ =     
: َلشأخحَالشظيمَلمصخفين,َفشججَأن 

  ( + √  ) =       =             =          
=    −        −       

: َلأن 
      =   =    

     =  (( +  √ )
 
) =    ( +  √ )  =    −       

=  لشزعَ   − −  ,َفشججَمساَسبقَ     = ∆  ََ
−  تاليَالب ∆  = َ,َوىحاَتشاقس,َفالفخضَالججليَخاشئ.     حلَلمسعادلةَ      .َإذا َ 
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َإذا َماَوردَفيَنزَالسبخىشةَصحيح.
 :4تمهيدية 
َ:يكهنََحلّا َليا,َعشجئحٍََ      قابمةَلمحلَوََ     عجدا َصحيحا َحخَّمنَالتخبيع,َوكانتَالسعادلةََ∆إذاَكانَ

 فخدي.   -أَ
ََاَ زوجيََّ∆إذاَكانَ -بَ =∆فإن   فخديََ ∆حيثََ ∆ 

َيكهنََََََََ َ.            و 
+  العجدانَََََ-جََ √    − :ََ[ √] اوليانَفيساَبيشيساَفيَالحمقةَََ √ َأيَّأن 

ََََََ    ( + √    − √ ) =  .َ
َالبخىان:

َ -أَ               َزوجيَعشجئحٍَيكهنََ بفخضَأن 
−  َوبالتالي َ            َ,َلحاَنججَأنَ             ∆

َفخدي. وىحاَغيخَمسكن,َإذا َ
=∆َزوجيَبالتاليَ∆َأنَ َبفخض -بَ َمنََ∆فخدي,َوكهنََ ∆وََ   حيثََ ∆   حخّ

َ =  َأنَ َأيََّ لاَيقبلَالقدسةَعمىَالعجدََ∆التخبيعَفإن  =∆َ,َإذا َ   فخدي.َ ∆حيثََ ∆ 
َ:َوبالتالي

  − ∆     −  ∆  
          

َومنَجيةَأخخى:
  − ∆             

: َومنَخهاصَالتصابقات,َيشتجَأن 
  −  ∆  

            
َ +    تاليَال,َب            وحدبَ)أ(َفإن   ∆         َ

:ََ ∆وكهنَ َ            فخدي,َفإن 
َ.            بتاليَ

ََ-ج + ) بفخضَأن  √    − √ ) = َيكهنَ  =         ,َوبتاليَ⁄   ,َعشجئحٍ   ⁄َ,
َ َزوجي,َ     لحلكَفإن 

َويكهنَلجيشاَحالتين:
-1َ∆ََ َيكهن َالحالة َىحه َوفي َأيزا ََ  ∆فخدي, َيكهن َكسا َ)أ(, َحدب َوذلك َفخديا , عجدا 

      ( + √ ) = َ,َإذا :⁄  ∆
     ( + √ ) = َوىحاَمدتحيل.َ⁄         ∆

َالحالة,َفإنّوَحدبَ)ب(َيكهنََ∆2َ- =∆زوجي,َوفيَىحه َ    فخدي,َومشوَحدبََ ∆حيثََ ∆ 
=     ,َبتاليَ⁄∆    يكهنَ       َ

َ ََ       إن  َكان َإذا =     لأنّو  ََ َيهجج َ        فإن و =  بحيث  +  √  ََ وإن 
 =     =   − َوىحاَغيخَمسكن,َ   

−  لأنّوَبالاعتسادَعمىَخهاصَالتصابقات,َنحلَالسعادلةَالجيهفشتيةَ    = َعمىَالشحهَالآتي:َ 
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−  إذاَكانَ    =  َ َ      ,َوىحاَغيخَمسكن,َإذا َ            ,َفإن 
َ =     إذا   َ ََ  +   −    وبتالي َأن  ََ  وبسا َإذا  =  مهجب,  َ َأن  َيشتج َومشو ,

+  العجدانَ √    − َاوليانَفيساَبيشيسا.َ √
 :2مبرهنة 
َعجدينَصحيحينَمهجبينَاوليينَفيساَبيشيسا,َبحيثَأنَ َ    إذاَكانَ

َ∆=   − َالسعادلةََ    َ,َعشجئحٍ:حلا َلياَ      وََقابمةَلمحل     حخَّمنَالتخبيع,َوإن 
َيكهن:,َىهَأنَّقابمةَلمحلَ    الذخطَاللازمَوالكافيَلكيَتكهنَالسعادلةَ

  +  √ = {
   ( + √  ∆)

  

   ( − √  ∆)

         

َالبخىان:
َ َالذخطَ     حلَلمسعادلةَ      نفخضَأن  َمحقق,َعشجئحٍ:َ    وأن 

  + −  يقدمََ √  +  أوََ √ َ.  √   فيََ √
+ إذاَكانَ + يقدمََ √  :َ  √   فيَالحمقةََ √ َنججَمساَسبقَأن 

 .
 + √ 

 +  √ 
/.

 − √ 

 −  √ 
/ =    

َكلَمنَالعجدينَ = وأن 
  √ 

   √ 
βوََ  =

  √ 

   √ 
َ.  √   يشتسيَلمحمقةََ

َََََأنَ 4َعلاوةَعمىَذلك:َفإنّوَيكهنَحدبَ)ج(َمنَالتسييجيةَ
َ    ( + √    − √ ) = 2َاوليانَفيساَبيشيسا.َومشوَوبحدبَالتسييجيةََ    بالتاليَََ 

َحيثََ  √      μفإنّوَيهججَ
μ =  −  √    =  +  √   

: َوبحيثَأن 

  = μ =   −       =
 + √ 

 +  √ 
=    =    +  √    

: َفإنّوَيشتجَمنَذلكَأن 
  + √ =    +  √    +  √    

=      +     +      +      +     +      √  
:          نججَأنّوََ √وبسصابقةَأمثالَ َبحيثَأن 

   +     +     = ±  
َالسعادلةَ َقابمةَلمحل.    أيَّأن 

َالعكذ:
َالسعادلةَ :           قابمةَلمحل,َعشجئحٍَيهججَ    نفخضَأن  َبحيثَأن 

   +     +     = ±  
َبحيث:ََ          نججَأنّوَيهجج1ََوبصخيقةَمساثمةَلإثباتَالسبخىشةََومشو

 =      +     +         =   −     
:     حلَلمسعادلةََ          بحيثَ َ,َكساَأن 
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  + √ =   + √    +  √    
: َومشوَنججَأن 

   ( + √   ∆) = ( +  √ )    .( +  √ )
 
 ( −  √ )/ 

: َعلاوةَعمىَذلكَنججَأن 

   .( +  √ )
 
  ( −  √ )/ =   

َوكان:َ   حيثََ  √    وذلكَلأنّوَإذاَكانَ
   +  √        −  √  ⁄⁄  

َ: +   فإن   √  ⁄ 
َ َفإن  +  وعميو  √          َ َوبتالي ,   − √         َ َعبارة َومن َومشو الدابقةََ  ,

: َنججَأن 
  =    (− √ )

 
+   (− √ ) +      

=       −     √ +      

=         −  √   
           

َ =        وبتاليََ⁄  بتاليَفإن    ⁄ 
=  ولجيشا:َ   +    =   +  √    −  √   

 ⁄  يشتجَمنَذلك:َ
َ: =        فإن    ⁄ 
َ:  ⁄               فإن 
=        لجيشاَ  ََ =        لأنوَإذاَفخضشاَججلا َأن  َ    حيثََ 
َ: ⁄   فإن      ⁄ََ,َ: ⁄   فإن       ⁄َ

َ: −  وعميوَفإن  ∆  =     ,َبتاليَ 
 − ∆    

 =  َ
     وبتاليَ

 − ∆  
  =  َ َ⁄   ,َفإن       ,َوبساَأن 

َ = فإن  √   .َ
=     يشتجَمنَذلكَ  َ = ,َفإن   .َ

َإذا :

   .( +  √ )
 
  ( −  √ )/ =   

: َفإن 
 +  √ =    ( + √  ∆) 

 :1مثال 
=  إذاَكانَ     =  ََ =∆فإن    −    =   ََ =      عجدَفخديَحخَّمنَالتخبيع,َوأن       َ

َ,َوبتالي:     حلَلمسعادلةَ
  + √ =  + √    +  √ =  + √  



 سنكري،عبدود.علي،.د،                                                                                دراسة قابلية حل المعادلتين

 
 

534 
 

َ + ومشوَنججَأن  √ =       + َالسعادلة2ََ,َوبتاليَحدبَالسبخىشةَ ∆   √ قابمةَ    نججَأن 
َالسعادلةَلمحل,َ +  وعميوَفإن      +    = َقابمةَلمحل.َ ±

َلإيجادَالحلَليحهَالسعادلة,َلجيشا:
  +     +    = ±    +     −     +    = ±  

             +     −     = ±        
=  لشزعَ   ََ +  و    = َالسعادلةَ   َأن  َفشجج َكانتَالسعادلةَ    , َوفقطَإذا َلمحلَإذا قابمة

  
 − ∆  

 = َقابمةَلمحلَ         ±
َالسعادلةَ =        قابمةَلمحلَدوما ,َوََ   وبساَأن  َحلا َلياَ      

َ =      وعميوَفإن  +  حلَلمسعادلةََ    −      +    = ± .َ
 :2مثال 

=  إذاَكانَ     =  ََ =∆فإن    −    =  ََ =      عجدَفخديَحخَّمنَالتخبيع,َوأن 

َ,َوبتالي:     حلَلمسعادلةََ     
  + √ =  + √    +  √ =  + √  

َ + ومشوَنججَأن  √ =       + َالسعادلة2ََ,َوبتاليَحدبَالسبخىشةَ ∆   √ قابمةَ    نججَأن 
َالسعادلةَ +  لمحل,َوعميوَفإن     +    = َقابمةَلمحل.َ ±

َلإيجادَالحلَليحهَالسعادلة,َلجيشا:
  +    +    = ±    +     −    +    = ±  

             +     −    = ±        
=  لشزعَ   ََ +  و    = َالسعادلةَ   َأن  َفشجج َكانتَالسعادلةَ    , َوفقطَإذا َلمحلَإذا قابمة

  
 − ∆  

 = َقابمةَلمحلَ         ±
َالسعادلةَ =        قابمةَلمحلَدوما ,َوََ   وبساَأن  َحلا َلياَ     

َ =      وعميوَفإن  +  حلَلمسعادلةََ    −     +    = ± .َ
 :3مبرهنة 
ََ    َإذاَكان =∆عجدينَصحيحينَمهجبينَأوليينَفيساَبيشيسا,َبحيثَإن    − عجدَحخَّمنََ   

َالسعادلةَ َقابمةَلمحل,َعشجئحٍ:َ   التخبيع,َوإن 
َ َالسعادلة َتكهن َلكي َوالكافي َاللازم ََ    الذخط َو َلمحل َعجدانَ      قابمة َيهجج َأنّ َىه َليا حلا 

َيحققان:    صحيحانَ

         {
  =   −    

 =   −    
  −   = ± 

 

َالبخىان:
َعشجئحٍ:َ   نفخضَأنّوَيهججَعجدانَصحيحانَيحققانَالعلاقاتَ

∆  =    −        −      
=    −      −     −      
=   −   

−  يشتجَمنَذلكَ ∆  = َ.    حلَلمسعادلةََ      إذا ََ 
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َالعكذ:
َالسعادلةَ −  نفخضَأن  ∆  =         ََ َحلا َليا.      قابمةَلمحلَوأن 

=  حيثََ    نبخىنَوجهدَالعجدينَالرحيحينَ   −    .َ
−  بتاليََ     حلَلمسعادلةَ      لجيشاَ ∆  = َحلا َلمسعادلةَ      ,َبتاليَ 

  − ∆   = = ∆حيثََ  ∆  .َ
َ بتاليَ,   بالسقاسََ        تصابقَ  ,َبتاليَجسيعَالأعجادَالأوليةَالتيَتقدم4َفخديَحدبَالتسييجيةََ  إن 

−  تكهنَإحجىَالسعادلتين1ََحدبَالتسييجيةَ    = َقابمةَلمحل,َولششاقرَذلك:َ ±
 َإذاَكانت  −    =  حيث:َ    قابمةَلمحل,َعشجئحٍَيهججَعجدانَصحيحانََ 

  =   −     
َبتالي:

  =    −      =    +      −         
=  نزعَ   +       = =  ,َفيكهنَ      −    .َ

 َإذاَكانت  −    =  حيث:ََ    قابمةَلمحل,َعشجئحٍَيهججَعجدانَصحيحانََ −
− =   −     

َولكن:
− =   −      

َبتالي:
   =   +     −    +     

=   نزعَ  +       =  +  : َ,َفشججَأن 

  =
   −     

 
 

َبتالي:

  = .
   −     

 
/

 

= .
   +     

 
/

 

−          

=  نزعَ
        

 
   =     َ

َ: =  نججَأن    −    .َ
−  نبخىنَأنّوَإذاَكانَ ∆  = =∆حيثََ    − =  وََ      −    ََ

َ: = فإن    − −  وََ      = ± .َ
  −  = ∆  =    −       −     −      

َكانَ −  إذا =∆التيَتحققَََ        منَأجلَجسيعَالأعجادَالرحيحةََ       − وََ   
  =   −    ََ َالسعادلة َفإن  ,  − ∆  =  َََ َأن  َذلك َمن َويشتج َتشاقس, َوىحا َلمحل َقابمة َتكهن لن
 =   − −  وََ      = ± .َ

 :3مثال 
َ َأجل =  من     =  ََ َالسثال 1ََحدب َالسعادلة َأجلَ    فإن  َمن َذلك َعن َفزلا  َلمحل, =  قابمة

    =  ََ =  فإن       =  ََ َ.     حلَلمسعادلةََ      أيَّأن 
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 :4مبرهنة 
=∆عجدينَصحيحينَمهجبينَأوليينَفيساَبيشيساَوََ    إذاَكانَ   − َعجدا َأوليا ,َعشجئحٍ:َ   
َقابمةَلمحل.     قابمةَلمحلَإذاَوفقطَإذاَكانتَالسعادلةَ    السعادلةَ
َالبخىان:

َالسعادلةَ َبحيث:          قابمةَلمحل,َعشجئحٍَيهججَ     نفخضَأن 
   +     +     = ±  

=  نُعخّفَالعجدينَ   −       = ±    +     +       
َنججَمنَالستصابقة:

    +     +      −      +     +      =     −        −       
َ َالسعادلةَ     حلَلمسعادلةََ      ومشوَنججَأن  َلمحل.َقابمة     ,َأيَّأن 

َالعكذ:
َالسعادلةَ ََ     نفخضَأن  َبحيث:َ          عجدَأولي,َعشجئحٍَيهججََ∆قابمةَلمحلَوأن 

َ  − ∆  = −  ,َوبتاليَ   = ∆         ََ
َبالذكل:َ  √   فيَالحمقةََ∆نكتبَ

∆=   +  √    −  √   
َبالذكل:َ  √   فيَالحمقةََ    ونكتبَ

 ( + √ )( − √ ) = ( +  √ )( −  √ )         
 

َكلا َمنَالعجدينَ +  فشججَأن   √    − َ,  √   أوليينَفيَالحمقةََ √ 
: َلأن 

  ( +  √ ) =  ( −  √ ) = ∆ 
ََ∆وَ +  عجدَأولي,َوباعتبارَأن  َ:    ,َفإنّوَبحدبَ∆  √ 

 +  √  + √      +  √  − √ ⁄⁄  
ََوبتاليَ + يسكنَأنَنفخضَأن   √  + √ ⁄َ − ,َوعميوَفإن   √  − √ ⁄َ

َكلا َمنَالعجدينَ  √  كساَأن 

   √ 
  

  √ 

   √ 
َ,َوىساَأوليانَفيساَلبشيسا  √   يشتسيَإلىََ 
َ,َبحيث:      فإنّوَيهجج2ََومشوَوبحدبَالتسييجيةَ

 
 + √ 

 +  √ 
=  ( +  √ )

 
  =   −     

َبتالي:
  + √ =  ( +  √ )

 
  +  √   

:بحيثَ          نججَأنّوَيهججََ √وبسصابقةَأمثالَ َأن 
   +     +     = ±  

َقابمةَلمحل.َ    ,َوبتاليَالسعادلةَ    حلَلمسعادلةََ     َنَ ومشوَنججَأ
َ
َ
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 :4مثال 
=  منَأجلَ     =  َ =∆,َفإن    −    = َالسعادلةََ   َأن  قابمةَلمحلَوََ     عجدَأوليّ,َكسا

َحلَليا.َ    −  ,َو4َقابمةَلمحلَوذلكَحدبَالسبخىشةَ    حلَليا,َوبتاليَالسعادلةََ      
 النتائج والتوصيات:

َدراسةَقابميةَحلَالسعادلتينَ ََ    إن  كساَأنياََتفيجَفيَدراسةَحالاتَاخخىَمنَالسعادلاتَالجيهفشتية,َ     و 
َتفيجَفيَدراسةَمدألةَتسثيلَالأعجادَالرحيحةَبريغَتخبيعيةَثشائية,َوفيَمدألةَالقيمَالأصغخيةَلريغةَتخبيعية.
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