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 الملخّص

 
 القيم ئلمسالحل الثامنة كثيرات حدود شرائحية من الدرجة  تطوير تقنية عددية تعتمد علىتم في هذا البحث 

تين من حدية متعددة الحالات إلى مسأل تم تحويل كل مسألة قيمة. الثالثةالثانية و تين دية المتعددة الحالات من المرتبالح
الدراسة إثبات  ا. تم فيممسائل القيم ابتدائية متعددة الحالات وتطبيق التقريبات الشرائحية مع خمس نقاط تجميع لحله

لخطأ ومرتبة التقارب للتقنية عند تطبيقها على مسألة اختبار من نمط الحد الأعلى لالة التناسق والاستقرار وتحديد د
 التي تحددها التقنية. المسألة. كما تم رسم مناطق الاستقرار

اختبرنا التقنية المقترحة بحل مسألتين من المرتبتين الثانية والثالثة حيث تبين المقارنات لنتائجنا مع نتائج الطرق 
 .لى أفضلية وأهمية التقنية المقترحةإ الأخرى 

 
 

متعددة الحالاتم الاسرررررررررتقرار القيم الحدية م مسرررررررررائل ثيرات حدود شررررررررررائحيةم نقاط مجمعةك الكلمات المفتاحية: 
 .التقارب مالتناسقالمطلقم 
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ABSTRACT 

 

In this paper, a numerical technique based on eighth-order spline polynomials is 

developed to solve second and third-order boundary value obstacle problems(BVOPs). Each 

a boundary value obstacle problem is transformed into two initial value obstacle problems, 

after that the spline approximations with five collocations points are used to solve them. In 

the study, consistency and stability were established, and the truncation error function and 

the order of convergence are determined for the technique when applied to a test problem of 

type BVOP. The stability regions of proposed technique are also plotted. 

We tested the proposed technique by solving two problems of the second and third 

order. The comparisons of our results with the results of other methods indicate the 

preference and importance of the proposed technique. 
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 :مقدمة
تفسير الكثير  لمساهمتها الكبيرة في المختلفة نظرا   وأصنافها بأنواعهابدراسة المعادلات التفاضلية  اهتم الباحثون 

تحتاج و الواقعية في عصرنا الحاضر. فهي نماذج رياضية تحاكي حركة الآلات في الصناعة من الظواهر الطبيعية و 
هواءم وحركة لسوائل والغازات واللتدفق المسائل و م تحتاج لمعرفة قدرة تحملها الاهتزازية للجسور اتللتحكم بهام والحرك

ام المصابة للأجسالكريات رد فعل مقاومة وفي العلوم الطبية حركة  محركة النمو السكانيو التفاعلات الكيمائيةم و الخلط 
المراكب م وحركة الأقمار الصناعية و كم بحركة الطائراتالسيطرة الملاحية للسفن والتحفي م لأي فيروس وبائيبالمرض 
  الخ.الفضائية 

تدعى بالمعادلات التفاضلية ركزت بعض الدراسات العلمية الحديثة على أنماط خاصة من المنظومات     
 [1,2,4,8]كل:بالش حدية من المرتبة الثانية كمسائل قيمتم والتي يمكن أن يعبر عنها التفاضلية العادية متعددة الحالا
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 [15-9,11]بالشكل: من المرتبة الثالثةمسائل قيم حدية  وأيضا  
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 مع الشروط الحدية:
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(1.4) 
و  [a, b]ن على المجالين ان مسرررررتمرتادالتهما  G(x) مF(x)و مdو  cمسرررررتمرة عند دوال  ''uو  'uو  uحيث 

[c, d]  على الترتيبم وR .ثابت حقيقي 
من  لاتمتعددة الحا مؤخرا العديد من الأبحاث التي تقترح طرائق عددية لحل مسائل القيم الحديةالباحثون  قدم 

طريقة عددية لحل المعادلات  1986 عام في Noor and Tirmizi قدم مسبيل المثالفعلى . (1.4)-(1.1)الأنماط 
 كما اقترح .ةالثانية والرابع تينوتقريب بادي من المرتب المتحول ( باستخدام طريقة تغيير1.1(م)1.3التفاضلية من الأنماط)

AL-Said حدود تربيعية وأعطت هذه الطريقة ( باستخدام كثيرة 1.1)-(1.2)حلول شرائحية للمسألة 1996 عام في
 2007 عام فيوآخرون  Islamوطور  .طريقة متقاربة من المرتبة الثانيةال وكانتالأول  هتقريب عددي للحل ولمشتق

وآخرون  Noor عدل .(1.4)-(1.3)سألةماللحل ليست من نمط كثيرات الحدود  الرابعة المرتبةمن مثلثية شرائح بطريقة 
طريقة تغيير المتحول ل تهجينهي و ( 1.4)-(1.3)من النمط مسألةلحل تغيير المتحول الوسيطية طريقة  2011 عام في

طريقة تجميعية شرائحيةم اعتمدت  2011عام  في Mahmoud وقدم .تقريبيةتعطي الحل سلاسل  متحليل أدوميانمع 
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ودرس  .(1.4)-(1.3من الدرجة الخامسة مع ثلاث نقاط تجميع استخدمت لحل المسألة من النمط) على شرائح هرميت
Gao and Chi تسمى ( بتطوير خوارزميات استيفاء1.4)-(1.1مسائل من النمطين )عددية لحلول  2013عام  في 

RBF. وقدم Iqbal  للعناصر المنتهية باستخدام كثيرات حدود هرميت لحل   صيغة غالاركين 2014 عام فيوآخرون
حيث تعتمد طريقة غالاركين على تابع أساس مناسب تم تطبيقه على عنصر محدود في كامل  (1.4)-(1.3)المسألة 

 ميتاستيفاء هر  كثيرات حدود وامجال للحصول على التوافق بين العناصر من حيث الإزاحة والميل لذلك استخدمال
 الفروق صيغة تقنية عددية تعتمد على  2016عام  في Pandey طور .التكعيبية للحصول على تقريب أملس للحل

  2017عام في Hussein طور .(1.4)-(1.3)لحل مسائل من النمط وكثيرات حدود شرائحية من الدرجة الرابعة المنتهية 
عام  وآخرون في Mahmoud اقترح .(1.2)-(1.1)ن النمط ممسألة للعددية تحليلية حلول لإيجاد طريقة سلسلة القوة 

 قدم املية.معادلات فولتيرا التفاضلية التكطريقة شرائحية بأربع نقاط تجميع من المرتبة السابعةم استخدمت لحل  2019
Lin  خوارزميتين باستخدام دوال   2021في عاموآخرونShape العددية لإيجاد الحلول  بالإضافة إلى طريقة القذيفة

 .لمسائل القيم الحدية من المرتبتين الثانية والثالثة
 

 Importance of Research and its Objectives:هأهدافو  أهمية البحث
ل القيم مسائبعض لإيجاد الحل العددي لوذات دقة عددية عالية يهدف هذا البحث إلى تطوير تقنية عددية فعالة 

لتطبيقات ي الأهميتها الكبيرة فالحدية للمعادلات التفاضلية العادية متعددة الحالات من المرتبتين الثانية والثالثة نظرا 
ستقرار للحد الأعلى للخطأ ودراسة الا تحديد صيغةإلى الواسع في الحقول المختلفة. كما نهدف العلمية الحديثة وظهورها 

المقترحة  لتقنيةامقترحة لضمان الدقة والفعالية في الحلول العددية التي سنحصل عليها. كما سنقوم بتنفيذ ال للتقنيةوالتقارب 
مع نتائج وصل إليها التي نتنتائج الومقارنة  المسائل بعض بحلبلغة برمجية عالية المستوىم واختبار الفعالية التطبيقية 

دعم وتطوير البحث العلمي في القسمم وتزويد الباحثين وطلاب كما ويتجلى هدفنا بشكل أساس في  لطرائق أخرى.
 الدراسات العليا بمعلومات إضافية من الناحيتين النظرية والتطبيقية.

 
 Methodology طرائق البحث ومواده:

 والخوارزميات والبرمجةم وكذلك بعض المفاهيم في الجبرعتمد طرائق البحث على تقنيات التحليل العددي ت      
العددية ات والتقنيتم الاطلاع على بعض الطرائق الخطي والتحليل الدالي مثل فضاء التقريبات بكثيرات حدود. كما 

  .ةالمطروح الأنماطالتي تطرقت لحل مسائل من الحديثة المراجع العلمية لمذكورة في ا
 2021 ارآذجامعة طرطوس في الفترة الواقعة بين  -كلية العلوم-قسم الرياضياتتم إجراء هذا البحث في 

 .2021 وأيار
 

 تحويل مسائل القيم الحدية إلى مسائل قيم ابتدائية:
إلى مسألتين  (1.1)-(1.4)القيم الحدية لتحويل كل من مسألة من زمة لاال الخطواتتقديم إلى  الفقرة ههدف هذت

 .ق المعروفةحلها بالطر من مسائل القيم الابتدائية لتلافي المشاكل التي تنضوي عليها مسائل القيم الحدية وصعوبة 
 [1,2,4,7,11] :من المرتبة الثانية متعددة الحالات مسألة القيمة الحدية
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أن هذا  من الواضح. (1.1)-(1.2)متعددة الحالات الحدية  القيم وحيد لمسألةالحل ال هو xu)(أن لنبرهن
وحيد الحل ال هو xV)(أن نفرض سالحل مرتبط بحلين لمسألتين من مسائل القيم الابتدائية متعددة الحالاتم ولهذا 

 :  الآتية الأولى لمسألة القيمة الابتدائية متعددة الحالات
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 المتجانسررررررة المتعددة الحالات الثانيةوحيد لمسرررررألة القيمة الابتدائية الحل الهو  xJ)(نفرض أيضرررررا أن كما سررررر

 :الآتية
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 )2.4(-)1.4(للمسررررررررررررألتين  xJ)(و xV)(من الحلين  تركيب خطييمكن التعبير عنره  ك xu)(عنردئرذ فر ن
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(4.3) 
 .(1.1)-(1.2)متعددة الحالات  من الشروط الحدية للمسألة تعيينهيتم سثابت حقيقي مجهول  حيث 

)()()(إن التركيب الخطي xJxVxu  للأسباب  (1.1)-(1.2)متعددة الحالات الحدية للمسرألة  هو حل
 التالية:
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)()()( التركيب أنإثبات من جهة أخرىم يتبقى  xJxVxu  أي م للمسررررألة (1.2)الشرررروط الحدية يحقق
 :أن

  )0()()()()( aJaVau 
βbJbVbu  )()()( 

 نجد من المعادلة الأخيرة أن: )(buبوضع يعني 

)4.4(                                                                        
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)]([
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bV



 

)()()(أثبتنرا أن التركيرب لقرد  xJxVxu  الحدية  ها( ويحقق شررررررررررررروط1.1المعرادلرة التفاضررررررررررررلية) يحقق
 وهو المطلوب.م لمسألة القيم الحدية الوحيدالحل بحسب تعريف  وهذا وبالتالي فهو حل وحيد لها (1.2)

 
 :[10 ,9 ,8 ,5 ,3]من المرتبة الثالثة الحالاتمتعددة  الحدية ةالقيم ألةمس

من المرتبة  متعددة الحالاتالحدية هو الحل الوحيد للمسألة  xu)( لنبرهن أنبطريقة مشابهة لما سبقم 
تعددة م من المرتبة الثالثة . سنجد أن هذا الحل مرتبط بحلين لمسألتين من مسائل القيم الابتدائية(1.3)-(1.4)الثالثة

 :  الآتية الأولىالحل الوحيد لمسألة القيمة الابتدائية  هو xV)(أن الحالاتم ولهذا سنفرض 
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 )6.4(-)5.4(للمسررررررررررررألتين  xJ)(و xV)(يمكن التعبير عنره  كتركيرب خطي من الحلين  xu)(عنردئرذ فرر ن
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 .(1.4)-(1.3)متعددة الحالات  يتم تعيينه من الشروط الحدية للمسألةسثابت حقيقي مجهول  ηحيث 
)()()( إن التركيررب الخطي xJηxVxu  (1.4)-(1.3)متعررددة الحررالات الحررديررة للمسرررررررررررررألررة  هو حررل 

 للأسباب التالية:
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)()()(أثبتنا أن التركيب  xJηxVxu  (1.4)الحدية  ها( ويحقق شررررررررروط.31المعادلة التفاضررررررررلية) يحقق 
 وبالتالي فهو حل وحيد لها وهو المطلوب.

 
 :عدديالحل التقنية 

bxxxxa أخذلنو م 4عدد صررررررررررررحيح من مضررررررررررراعفات العدد  nلنختار   nk  تجزئة  10......
)3(/4ودون فررقرررررردان مرربرررررردأ الرعررمررومرريررررررة نررررررأخررررررذ م [a, b]مرنررتررظرمررررررة لررلررمرجررررررال  bac  3(/4م( bad  م

nkhiaxi ,...,1,0,  nabh /)( 1,لترررررالي نحصرررررررررررررررررل على المجرررررالات الجزئيرررررةم وبرررررا-n...,1,,0=i
][I 1 iii ,xx . 

 كما يلي: iIجزئي في كل مجال الدرجة الثامنة من x(S( الشرائحية التقريبات إنشاءيمكن 
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 حتى المرتبة الثالثة:من المرتبة الأولى  xبالنسبة لر  S(x)كثيرة الحدود نشتق 
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𝑆′′(𝑥) = ∑
(𝑥 − 𝑥𝑖)

𝑘−2

(𝑘 − 2)!

3

𝑘=2

𝑆𝑖
(𝑘)

+ ∑
(𝑥 − 𝑥𝑖)

𝑘−2

(𝑘 − 2)!

8

𝑘=4

𝐶𝑖,𝑘−3                         (5.3) 
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𝑆′′′(𝑥) = 𝑆𝑖
(3)

+ ∑
(𝑥 − 𝑥𝑖)

𝑘−3

(𝑘 − 3)!

8

𝑘=4

𝐶𝑖,𝑘−3                                                   (5.4) 

 نشكل خمس نقاط تجميع نعرفها كالآتي:
.5)5(                                                5,...,2,1 jh,zxx jijzi 

I][في كل مجال جزئي  1 iii ,xx الآتي:تحقق تجميع وسطاء بخمس م ترتبط هذه النقاط 
.6)5(                                     110 54321  zandzzzz    

 (:1.1)-(1.2لمسألة القيم الحدية متعددة الحالات )الشرائحي الحل العددي 
-(5.3) الشررررررررائحية كثيرات الحدودنطبق  (1.2)-(1.1)متعددة الحالات للمسرررررررألة الحدية لإيجاد الحل العددي 

I][في كل مجال جزئي  )5(6.-)5(5. نقاط التجميع الخمس مع )1.5( 1 iii ,xx م على مسررررررررررررألتي القيم الابتدائية
 على الترتيب: (4.1)-(4.2)
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).18.5(                                               .                 1)(,0)(  aSaS JJ 
فنحصل على الحلين الشرائحيين مixفي جميع نقاط التجزئةتدريجيا  )8.5(-)7.5(دلتينعالمحل اب

)(),( iJiV xSxS  لمسألة القيم الحدية متعددة الحالات  الشرائحيحصل على الحل ن )3.4( في هماضيعو وبت
 :كالآتي (1.1)-(1.2)

                                           n=1,2,…,i, )(
)(

)]([
)()( iJiViu xS

bJ

bV
xSxS






(5.9) 
 (:1.3)-(1.4) الحالاتالحل العددي لمسألة القيم الحدية متعددة 

ق كثيرات يبتطب (1.3)-(1.4)من المرتبة الثالثة للمسرررألة الحدية الشررررائحي نجد الحل بأسرررلوب مشرررابه لما سررربق 
I][في كل مجال جزئي  )6.5(-)5.5(مع نقاط التجميع  )4.5(-)5(1.الحدود الشرررررائحية 1 iii ,xx م على مسرررررألتي

 على الترتيب: (4.5)-(4.6)القيم الابتدائية 
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(5.11) 
).111.5.                                 (1)(,0)(,0)(  aSaSaS JJJ 
),()(ينيالشرائح على الحلين نحصلفتدريجيا  )5(11.-)5(10.بحل كل من المعادلتين iJiV xSxS  في ix

 (:1.3)-(1.4) الحالاتلمسألة القيم الحدية متعددة  الشرائحيالحل نحصل على  م(4.7) المعادلةفي  هماعويضوبتم 
)12.5(                              =0,1,...i , )(

)(

)]([
)()( iJiViu xS

bJ

bV
xSxS






 

 :المرتبة الثانية  المسألة المطروحة من مطبقة على للتقنيةحليل الخطأ ومرتبة التقارب 
إذا كرررررران  p( من الرتبررررررة Consistent: يقررررررال عن طريقررررررة عرررررردديررررررة إنهررررررا متنرررررراسررررررررررررقررررررة )]6[(1تعريف) 

p

i hCmax
ni




||||
0

 .hثابت مستقل عن  Cم وixهو خطأ الاقتطاع الموضعي للطريقة عند  iم حيث 

 لمرتبة الثانيةمن االاختبار  مسرررألةعلى عندما تطبق  المقترحة الشررررائحية للتقنيةندرس خصرررائم ومرتبة التقارب 
 .  الآتية

.1)6(                                                         ))(,()( xuxfxu  
jij( مع النقاط التجميعية 33.)-( 13.وبراسررررررررررررتخدام التقريبات )

zhxx zi   ينتج ( 14.) المعادلة في
 :لدينا
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(6.2) 
  بصيغة المصفوفات كالآتي: (6.2)نعيد كتابة 

                                                                    1        -n=0,1,…,i,     iii FSCA 

(6.3) 
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10 قيم للوسطاء تحقق الشروط جللأقابلة للحل  )6 (3.ن المنظومةنلاحظ أ 54321  zzzzz 
 كمام صفري غير Aالمصفوفة محدد موجود لأن الشرائحي فالحل العددي  وبالتاليم اتكراري iCويمكن تعيين المجاهيل 

 نجد:
𝒉𝟐𝟎(𝐳𝟏−𝟏)𝐳𝟏

𝟐(𝐳𝟏−𝐳𝟐)(𝐳𝟐−𝟏)𝐳𝟐
𝟐(𝐳𝟏−𝐳𝟑)(𝐳𝟐−𝐳𝟑)(𝐳𝟑−𝟏)𝐳𝟑

𝟐(𝐳𝟏−𝐳𝟒)(𝐳𝟐−𝐳𝟒)(𝐳𝟑−𝐳𝟒)(𝐳𝟒−𝟏)𝐳𝟒
𝟐

𝟐𝟒𝟖𝟖𝟑𝟐𝟎𝟎
≠|| A

𝟎  
)(],[بفرض أن           9 baCxu  (وأن  )4(1.ة سرررررررررررألهو حل وحيد للمx(S لها هو الحل الشرررررررررررررائحي 

)(وبفرض أن  iT   خمسررررررررررررةم والبعرد من متجهرةi  بتطبيق مز للخطرأ المتقطع الموضررررررررررررعي للتقنيرة المقترحةير .
jij( مع نقاط التجميع 13.التقريب الشررررررررائحي )

zhxx zi  على صررررررريغة الخطأ المقتطع الموضررررررررعي نحصررررررررل 
 :كالآتي
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.5)6( 
1)( متجهة المجاهيلعلى  )6(3.من المنظومة نحسب 

iii FSAC   (46.ض في العلاقة )يو بالتعو 
9.0,75.0,5.0,25.0 القيم وتثبيتixحول  x(u( لدالة الحلمنشورات تايلور واستخدام  4321  zzzz 

 تنتج لدينا دالة الخطأ المقتطع الموضعي :



 د.محمود , د.حسن , كيسيني                                                     تقنية عددية لحل مسائل القيم الحدية متعددة الحالات

44 

 

𝜏̅𝑖 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 

3541 𝑢(9)(𝑐𝑖)

3329438515200
ℎ9

29 𝑢(9)(𝑐𝑖)

13005619200
ℎ9

27 𝑢(9)(𝑐𝑖)

8220835840
ℎ9

269001 𝑢(9)(𝑐𝑖)

62720000000000
ℎ9

 𝑢(9)(𝑐𝑖)

203212800
ℎ9
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 :هي التاسعة ixنقطة رتبة الخطأ المقتطع المحلي عند كل منجد أن ومنه 

𝜏�̂� = 𝑀𝑎𝑥|𝜏̅𝑖| =  
K

203212800
ℎ9                                           (6.6) 

 حيث
K = max

𝑥𝑖𝜖[𝑎,𝑏]
|𝑢(9)(𝑐𝑖) |  

 :تقدر كالآتيمجال الحل  كاملرتبة الخطأ الشامل على م وبالتالي
‖𝑇‖∞ = 𝑚𝑎𝑥

0≤𝑖≤𝑛
|�̂�𝑖| =  𝑛 

K

203212800
ℎ9 ≡ 𝑂(ℎ8)                       (6.7) 

 : 1نتيجة
لمرتبة من االتفاضلية  مسألة اختبار من نمط المعادلات علىالشرائحية المطبقة  التقنية( أن 1التعريف) مننجد 

إذا تم تثبيت الوسطاء بالقيم  الثامنةمن المرتبة  متناسقةكون تالثانية س
9.0,75.0,5.0,25.0 4321  zzzz. 

 مطبقة على المرتبة الثالثة :ال للتقنيةتحليل الخطأ ومرتبة التقارب 
 بشكل مشابهة لما سبق سنطبق التقنية الشرائحية على مسألة الاختبار من المرتبة الثالثة الآتية. 

)8.6(                             ))(,()( xuxfxu  
jij( مع النقاط التجميعية 43.)-( 13.وباسرررررتخدام التقريبات )

zhxx zi   نحصرررررل ( 8.4) المعادلةفي
 :على
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(6.9) 
  بصيغة المصفوفات كالآتي: (6.9)نعيد كتابة 

1                                                              -n=0,1,…,i,     iii FSCA 
~

(6.10) 
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قابلة للحل لأجل أي قيم للوسطاء تحقق الشروط  )10.6 (نلاحظ أن المنظومة
10 54321  zzzzz  ويمكن تعيين المجاهيلiC  موجود لأن محدد  الشرائحيتكراريام وبالتالي فالحل

Aالمصفوفة 
 غير صفريم كما نجد:~

ℎ15(z1−1)z1(z1−z2)(z2−1)z2(z1−z3)(z2−z3)(z3−1)z3(z1−z4)(z2−z4)(z3−z4)(z4−1)z4

34560
≠ 0|

~
| A 

)(],[بفرض أن           9 baCxu   (وأن  )8.6(هو حرررل وحيرررد للمنظومرررةx(S  هو الحرررل الشرررررررررررررائحي
)(وبفرض أن  iT   البعررد خمسرررررررررررررةم و من متجررهi  بتطبيق التقريررب للتقنيررةيرمز للخطررأ المتقطع الموضررررررررررررعي .
jij( مع نقاط التجميع 15.الشرائحي )

zhxx zi  :نحصل على صيغة الخطأ المقتطع الموضعي كالآتي 
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ASiحيث ,
 . )6(5.كما هما في  ~

)(متجهة المجاهيل  )10.6(نحسب من المنظومة 
~ 1

iii FSAC  ( 11.6ونعوض في العلاقة )
 الوسطاء وتثبيتixحول   x(u(لدالة الحل منشورات تايلور استخدام بو 

9.0,75.0,5.0,25.0 4321  zzzz : تنتج لدينا دالة الخطأ المقتطع الموضعي 

𝜏̅𝑖 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 

689 𝑢(9)(𝑐𝑖)

95126814720
ℎ9

43 𝑢(9)(𝑐𝑖)

928972800
ℎ9

27 𝑢(9)(𝑐𝑖)

234881024
ℎ9

767637 𝑢(9)(𝑐𝑖)

4480000000000
ℎ9

 𝑢(9)(𝑐𝑖)

4644864
ℎ9

]
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 هي التاسعة: ixمرتبة الخطأ المقتطع المحلي عند كل نقطة نجد أن ومنه 

𝜏�̂� = 𝑀𝑎𝑥|𝜏̅𝑖| =  
L

4644864
ℎ9                                           (6.12) 

 حيث
L = max

𝑥𝑖𝜖[𝑎,𝑏]
|𝑢(9)(𝑐𝑖) |  

  كالآتي:مجال الحل  كاملالشامل على النظري مرتبة الخطأ نحصل على ومنه 
‖𝑇‖∞ = 𝑚𝑎𝑥

0≤𝑖≤𝑛
|�̂�𝑖| =  𝑛 

L

4644864
ℎ9 ≡ 𝑂(ℎ8)                       (6.13) 

 : 2نتيجة
( أن التقنية الشرائحية المطبقة على مسألة اختبار من نمط المعادلات التفاضلية من المرتبة 1نجد من التعريف)

كون متناسقة من المرتبة الثامنة إذا تم تثبيت الوسطاء بالقيم تالثالثة س
9.0,75.0,5.0,25.0 4321  zzzz. 

 Stability of Spline Methodاستقرار الطريقة الشرائحية : -7
  م ما هو الاستقرار العددي؟:الآتيقبل البدء نطرح السؤال 

يقال عن تقنية عددية إنها تنتج متتالية عددية مسررررررررتقرة إذا كان تأثير كل خطوة مثبتة لخطأ التدوير يكون محدود 
)(يوجد  0بشرررركل مسررررتقل عن عدد نقاط التجزئة المسررررتخدمة. بمعنى أدق من أجل أي عدد    بحيث أنه

00)(إذا كررران   SS  فررر ن الفرق بين أي حلين عرررددين مختلفينnn SS برررالتقنيرررة العررردديرررة نفسررررررررررررهرررا يحقق ,
 nn SS 

00 كلمن أجل  hh  00م حيث , SS .حلان ابتدائيان مختلفان بتغييرات طفيفة 
التقنية العددية المقترحة على معادلة الاختبار الخطية من المرتبة الخطي بتطبيق المطلق ندرس أولا الاسررررررررررررتقرار 

 الثانية:
 (7.1)                                          ),()( 2 xuxu  

     ).1.17(                                                                  10 )(,)(  auau 
jij( مع النقراط التجميعية 3.5)-( 15.ثرابرت اختيراري. وبتطبيق التقريبرات ) حيرث 

zhxx zi   على
(7.1:) 

                           1         -n=0,1,…,i,     )( ,22

22

,1

2

1 iiii SCAhShCA 

(7.2) 
 وبالتالي:

                                        1         -n=0,1,…,i,   )()( 1

2

22

1 ii SSAhAC 

(7.3) 
)(حيث  ,2

22

,1

2

iii ShShSS  22م وسنضع hp. 
jijنقاط التجميع  في( 15.التقريب الشرائحي )استخدام الآنم ب

zhxx zi  :نحصل على 
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                                                                   1-n=0,1,…,i,  iSCAS ii ,221 

(7.4) 
 الشرائحي كالآتي: نحصل على متتالية الحل العددي( 7.4( في العلاقة )7.3) وبتعويض

 .5)7(                       1 -n=0,1,…,i,  iSSSpAAAS ii ,2)()( 1

2121  

 
 :ج لديناوحساب الفرق ينتبشروط بدء مختلفة قليلا م بالتقنية ذاتها متتالية حل شرائحي آخر  1iSف ذا أخذنام 

)6.71        (-n=0,1,…,i        , )(])([ 00

1

212111 SSSSpAAASSE i

iii  

 
00حيث  , SSSS  لدينا: و م البدءقيم ثابتة معلومة من شروط 
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)7.7( 
1تدعى 

212 )(),(  pAAAphR (17.)للتقنية الشرررررائحية المطبقة على مسررررألة الاختبار دالة الاستتتتقرار 
 الخطية في المعادلات التفاضلية من المرتبة الثانية:

 : [12] (2تعريف)
),(|)(|1( إذا كان Stableعن طريقة عددية إنها مستقرة ) يقال 1

212  
pAAAphRأي م لأجل 

0h10م وقيم مثبته مناسبة لوسطاء التجميع تحقق 54321  zzzzz حيث  مyIxp . 
 باختيار القيم لوسطاء التجميع هأن Mathematicaنجد باستخدام 

9.0,75.0,5.0,25.0 4321  zzzz والقيمة المعياريةp=1  ف ن القيم المميزة لمصفوفة الاستقرار
),( phR  :0.892521 ,1 ,1} تقع على محيط أو داخل قرص الواحدة في المستوي العقديم لأن القيم المميزة, 

0.9076542, 0.973036}. 
 :للتقنية الشرائحية المطبقة على مسألة اختبار من المرتبة الثانية تحديد منطقة الاستقرار
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 المتراجحة من المستوي العقدي التي تجعل مصفوفة الاستقرار تحقق )y,x(مجموعة النقاط هي منطقة الاسرتقرار 
1|)(|),( 1

212  
pAAAphR محيثyIxp  م وباسررررررررررتخدام لغة البرمجةMathematica  نرسررررررررررم في

 .للتقنية الشرائحية مطبقة لمسألة اختبار من المرتبة الثانية ( منطقة الاستقرار1الشكل)

 
 .هي المنطقة المظللة من الشكل (: منطقة الاستقرار للتقنية الشرائحية مطبقة لمسألة اختبار من المرتبة الثانية1الشكل)

 
 الخطي بتطبيق التقنية المقترحة على معادلة الاختبار من المرتبة المطلق ندرس الاسررتقراربأسررلوب مشررابه : ثانيا

 الثالثة:
 (7.8)                                ),()( 3 xuxu  

(7.8.1)          )(,)(,)( 210   auauau 
jij( مع النقاط التجميعية 45.)-( 15.ثرابرت اختياري. وبتطبيق التقريبات )  لأجرل

zhxx zi   على
(7.8:) 

                                 1  -n=0,1,…,i,     )( ,22

33

,3

3

3 iiii SCAhShCA 

(7.9) 
 وبالتالي:

                                     1        -n=0,1,…,i,   )()( 1

2

33

3 ii SSAhAC


(7.10) 
)(حيث  ,2

33

,3

3

iii ShShSS  33م وسنضع hp. 
jij( مع نقاط التجميع 15.بتطبيق التقريب الشرائحي ) و

zhxx zi  التكراريةالعلاقة  نحصل على: 
1                                                                    -n=0,1,…,i,  iSCAS ii ,221 

(7.11) 
 :ة( نحصل على متتالية الحل العددي الشرائحي الآتي7.11( في العلاقة )7.10) متجهة المجاهيل وبتعويض

 .12)71                  -n=0,1,…,i,  iSSSpAAAS ii ,2)()( 1

2321  

 
1أخذ ب

ˆ
iS  لفرق نجد أنحساب ابو مختلفة قليلا م  بدء بشروطللتقنية الشرائحية ولكن متتالية حل شرائحي آخر: 
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1        -n=0,1,…,i,         )(])([ˆ
00

1

232111 SSSSpAAASSE
i

iii  



(7.13) 
00حيث  , SSSS قيم ثابتة معلومة من شروط بدء المسألةم وiSA ,22  م و لدينا:)7.7(ةقلاهي ذاتها في الع,
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1 تدعىوكذلك 

232 )(),(  pAAAphR للتقنية الشرررررائحية المطبقة على مسررررألة الاختبار  دالة الاستتتتقرار
 .الثالثةالخطية في المعادلات التفاضلية من المرتبة 

9.0,75.0,5.0,5.0اختيار القيم لوسطاء التجميعو  Mathematicaباستخدام و  4321  zzzz

),(ف ن القيم المميزة لمصفوفة الاستقرار  p=1والقيمة المعيارية  phR   تقع على محيط أو داخل قرص الواحدة في
 .{0.995852 ,0.8760321 ,1 ,1 ,1}  :المطلقة تعطى المميزة هاأن قيمإذ المستوي العقديم 

 تحديد منطقة الاستقرار للتقنية الشرائحية المطبقة على مسألة اختبار من المرتبة الثالثة:
ختبار من المرتبة الاللتقنية الشتترائحية مطبقة لمستتألة  الاسرررتقرارمنطقة ( 2في الشررركل)نرسرررم بأسرررلوب مشرررابه 

),(|)(|1من المسررررررررررررتوي العقدي التي تحقق  )y,x(وهي مجموعة النقاط  الثتالثة 1

232  
pAAAphR حيث م

yIxp . 

 
 .هي المنطقة المظللة من الشكل الثالثة(: منطقة الاستقرار للتقنية الشرائحية مطبقة لمسألة اختبار من المرتبة 2الشكل)

 

 :النتائج العددية
الثانية  تينبالمرت منمتعددة الحالات في المعادلات التفاضرررررلية اختبار  ألتيمسرررررلحلول عددية  في هذه الفقرةنقدم 

تم . ء المطلقةخطاالأ يرتقدلنسرررتطيع  تحليلية حلولا المذكورةتملك المسرررائل  .المقترحة التقنيةفعالية لاختبار وذلك  والثالثة
 . Mathematicaلغة البرمجة استخدام إعداد البرامج وتنفيذ خوارزمية الطريقة ب

 الآتية [2,4,7,11]من المرتبة الثانية المعادلة التفاضلية المتعددة الحالات لنأخذ (:1مسألة )
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cosh(4)
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  rr .  

ة يقة سررلسررلة القوى المقتطعمع طر  تنالطريق مقارنات الحل العددي والخطأ المطلق الناتج( 1الجدول)نلخم في  
RPS [11]. (2كما نعرض في الجدول )مع  مقارنات لأكبر الأخطاء المطلقة على كامل مجال الحل العددي لطريقتنا

-(3كما ونرسررم في الشرركلين) .[2]التكعيبيةوطريقة الدوال الشرررائح م Haar [4]وطريقة مويجات م B- [7]طريقة شرررائح
 .على الترتيبh/16( الحل العددي بطريقتنا مع الحل الدقيق والخطأ المطلق في الحل العددي بخطوة 4)

 (.1(: أكبر الأخطاء المطلقة على كامل مسار الحل العددي للمسألة)1الجدول)

ix  بطريقةالخطأ المطلق 
RPS [11,2017] الحل العددي بطريقتنا الحل الدقيق للمسألة 

الخطأ المطلق بطريقتنا 
 المقترحة

16/ 9.44076761 
E−12 

0.0849899857282
8273 

0.08498998572828273 1.762091 E18 

16/3 2.83223445 
E11 

0.2549699571848
482 

0.2549699571848482 7.109871 E18 

4/ 3.77630704 
E11 

0.3399599429131
309 

0.3399599429131309 1.710378 E17 

8/3 6.00832162 
E11 

0.4627919271662
765 

0.46279192716627543 1.054710 E15 

2/ 9.17877996 
E-11 

0.5017095515631
806 

0.5017095515631799 7.771563 E16 

8/5 1.37415135 
E10 

0.4627919271662
765 

0.46279192716627626 2.220451 E16 

4/3 1.64360081 
E10 

0.3399599429131
3114 

0.3399599429131311 5.551120 E17 



  .21Sciences Series 20 BasicTartous University Journal( 3( العدد )5المجلد )الأساسية العلوم    مجلة جامعة طرطوس العلمية
 

41 

 

16/13 1.23269950 
E10 

0.2549699571848
481 

0.25496995718484816 5.551122 E17 

16/15 4.10899786 
E-11 

0.0849899857282
8283 

0.0849899857282827 1.249321 E16 

 0 
3.1415926535897

93 
3.141592653589793 0 

 
 (.1للمسألة) [2,14,4]لطريقتنا مع طرائق أخرى  الحل العددي مجالكبر الأخطاء المطلقة على كامل مقارنات لأ (: 2الجدول)

 

h 
B-spline 
functions 
[7, 2011] 

Haar 
Wavelets 
 [4, 2010] 

Quadratic 
Spline 

Functions 
[2,1996] 

 طريقتنا المقترحة

8/ 1.65757E07 3.6374E04 ---- 2.18048 E13 
16/ 1.65757E07 9.7774E05 9.041E04 1.054710E15 
32/ 5.6080E10 2.5281E05 2.350E04 1.66533 E16 
64/ 1.1997E10 6.4235E06 5.989 E05 1.11022 E16 

 
 :1ملاحظة

 [11]في RPS لطريقتنا المقترحة مع طريقة سلسلة القوى المقتطعة (2)في الجدولبمقارنة الحل العددي 
 الطرائق أكثر دقة من طريقتنا (2), كما ونجد بمقارنة الأخطاء المطلقة في الجدولوأكثر دقةنجد أن طريقتنا أفضل 

 .[2,4,7]في المراجع

 
 .16n=مع الحل الدقيق تتتتتتتتتتتتتتت بتجزئة   (:الحل العددي بطريقتنا3الشكل)
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 .h/16(:الخطأ المطلق في الحل العددي بطريقتنا بخطوة 4الشكل)

 
 : [3,6,8,9,10]من المرتبة الثالثة المتعددة الحالات المعادلة التفاضلية ولنأخذ (:2مسألة )
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 حدية:اللشروط ل ةضعاخال
,0)1(,0)0(,0)0(  uuu 

 : مع الحل النظري التحليلي
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3
42
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xaxxa

xxaxaeea

xxa

xu xx 

 حيث:
0.78610085318732, −, a3=0.21130240827197=2a0.14520742362098, =1a 

4768241777632=0.06a ,48010586044043=0.5a ,245857689696430.=4a. 
 .RPF [8]( مقارنات الحل العددي والخطأ المطلق الناتج لطريقتنا مع طريقة استيفاء 3نلخم في الجدول)

من  يةمع الطريقة الشرائح مقارنات لأكبر الأخطاء المطلقة في الحل العددي لطريقتنا( 4و نعرض في الجدول) 
 في من الدرجة الخامسررررةشرررررائح ب التجميعم وطريقة [9] في جالركين لعناصررررر المنتهيةم وطريقة [10] في الدرجة الرابعة

( الحل العددي بطريقتنا مع الحل الدقيق والخطأ المطلق في الحل العددي بخطوة 4)-(3. كما ونرسررررررم في الشرررررركلين)]6[
12/1h. 
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 (.2الأخطاء المطلقة على كامل مسار الحل العددي للمسألة) (: أكبر3الجدول)

ix بطريقة العددي الحل 
RBF [8,2013] 

الخطأ المطلق بطريقتنا  الحل العددي بطريقتنا الحل الدقيق للمسألة
 المقترحة

0.1 0.00072504958690 0.00072603711810 0.0007260371181049 1.0842021 E18 
0.2 0.00290536784209 0.00290414847242 0.0029041484724196 4.3368086 E18 
0.3 0.00651038335789 0.00651360507585 0.006513605075847415 2.6020852 E17 
0.4 0.01105193964378 0.01105748825987 0.011057488259865751 6.9388939 E16 
0.5 0.01556193848997 0.01556533144116 0.015565331441162695 4.504141 E15 
0.6 0.01905677849423 0.01905044604835 0.01905044604835502 6.220451 E15 
0.7 0.02053284784996 0.02053013998469 0.020530139984692438 2.185751 E15 
0.8 0.01955135789349 0.01955230368928 0.0195523036892752 3.1225022 E16 
0.9 0.01867204968224 0.01867323762406 0.01867323762405505 3.46944695 E-17 
1.0 0.01838334510084 0.01838021560231 0.018380215602315 0 

 
 (.2أكبر الأخطاء المطلقة على كامل مسار الحل العددي للمسألة)(: 4الجدول)

h Quartic 
spline [10,2016] 

Galerkin’s 
finite element 

[9,2014] 

Quartic non-
poly. spline 

[3,2007] 

Quintic Spline 
Collocation[6,201

1] 
 طريقتنا المقترحة

1/16 1.19E04 9.6663E11 7.302E07 5.8851E09 2.1065187 E15 
1/32 2.97E05 5.4816E-11 1.829E07 7.3726E10 4.902145 E16 
1/64 7.44E05 ----- 4.574E08 9.0084E11 6.2216659 E17 
1/128 1.27E04 ------ 1.143E08 6.6687E13 5.8942901 E17 

 
 :2ملاحظة 

أن طريقتنا نجد   [8]في RPFطريقة استيفاء مع لطريقتنا المقترحة  (3)بمقارنة الحل العددي في الجدول
طريقتنا على الطرائق في  أفضلية (4)الأخطاء المطلقة في الجدولأكبر  , كما ونجد بمقارنةأدق

 .[3,6,9,10]المراجع
 

http://www.sciencedirect.com/science?_ob=MathURL&_method=retrieve&_udi=B6TY8-4GFV5DV-5&_mathId=mml4&_user=638439&_cdi=5612&_rdoc=337&_ArticleListID=614964356&_acct=C000009002&_version=1&_userid=638439&md5=a81623c76b1ccbee406b8ace22887100
http://www.sciencedirect.com/science?_ob=MathURL&_method=retrieve&_udi=B6TY8-4GFV5DV-5&_mathId=mml5&_user=638439&_cdi=5612&_rdoc=337&_ArticleListID=614964356&_acct=C000009002&_version=1&_userid=638439&md5=add85734b6efb211afcd1a913ce5902f


 د.محمود , د.حسن , كيسيني                                                     تقنية عددية لحل مسائل القيم الحدية متعددة الحالات

14 

 

 
 .12n=مع الحل الدقيق تتتتتتتتتتتتتتت بتجزئة  (:الحل العددي بطريقتنا 5الشكل)

 
 .12/1h(:الخطأ المطلق في الحل العددي بطريقتنا بخطوة 6الشكل)

 
 :الاستنتاجات والتوصيات

م ميعمع خمس نقاط تج الثامنةشرررررررررررائحية من المرتبة كثيرات حدود تقنية عددية تسررررررررررتخدم في هذا البحث طورنا 
الدراسرررررررة  تنبي .الثالثةالثانية و تين المرتب من متعددة الحالاتلحل مسرررررررائل القيم الحدية في المعادلات التفاضرررررررلية  طبقت

المسررررررتوي العقدي  الثامنة وترسررررررم فية تقاربها ومرتب ومتناسرررررقةمسررررررتقرة  التقنية المقترحةأن التحليلية للاسرررررتقرار والتقارب 
النتائج العددية إلى فعالية ودقة التقنية المقترحة وتطابقها مع الحل  أشررارتكما . من الاسررتقرار المطلقمسرراحات لانهائية 

 تفوق إلى  ةمختلفال خرى الأطرائق بعض المع نترائج  نراتقيطر نترائج على كرامرل مجرال الحرلم كمرا ونجرد بمقرارنرة التحليلي 
 :بالآتيولهذا نوصي  .وأفضليتهاا طريقتن

وتطويرها  مالمرتبتين الثانية والثالثةمن المقترحة لحل مسررررررائل القيم الحدية متعددة الحالات  ة: اسررررررتخدام التقنيأولا
 .لحل المسائل متعددة الحالات غير الخطية

 المرتبة الرابعة.: تطوير تقنيات مشابهة لحل مسائل القيم الحدية متعددة الحالات من ثانيا
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