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. تبيؽ العذؾائيةلحل مشغؾمة مؽ السعادلات التفاضمية الجبخية  عجدية تقشيةتؼ في ىحا البحث تقجيؼ 

بستؾسط  كانت مدتقخة نسط السدألة السظخوحةعشجما تؼ تظبيقيا عمى نسؾذج اختبار مؽ  التقشيةىحه الجراسة أن 
لمتقشية جالة الخظأ السقتظع صيغة ل جيتحجكسا تؼ . رسست مداحات كبيخة مؽ الاستقخار في السدتؾي و  السخبعات 

 مدألتيالسقتخحة بحل  التقشيةتؼ اختبار  .بستؾسط السخبعات مؽ السختبة الثالثة تقاربياالعجدية السقتخحة وإثبات 
 .الشتائج التي تؼ التؾصل إلييا أىسيةإلى الشتائج و السقارنات تذيخ  إذإحجاىسا خظية وأخخى غيخ خظية اختبار 
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□ ABSTRACT □ 

 

In this paper, a numerical technique is presented for solving a system of stochastic 

algebraic differential equations(SADEs). The study shows that this technique, when it is 

applied to a test model of SADEs, is mean-square stability and plots large areas of stability 

in the plane. The formulation of truncated error function of the proposed numerical 

technique is also determined, and it is proved that this technique is third-order mean-square 

convergent. The proposed technique is tested by solving two test problems, one of which is 

linear and the other is nonlinear, where the results and comparisons indicate the importance 

of the results obtained. 

Key Words: Stochastic Differential Algebraic Equations, Wiener Process,  Mean-

Square Stability, Mean-Square convergence.  
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 Introduction مقدمة:
( في كثيخ مؽ الحالات عشج استخجام تقشيات DAAEsتشذأ السعادلات الجبخية التفاضمية العذؾائية )

. في العقؾد الثلاثة الأخيخة، أصبح الخالشسحجة الخياضية لؾصف الغؾاىخ في العمؾم واليشجسة والاقتراد، 
مسارسة نسؾذجية قياسية في العجيج مؽ التظبيقات، مثل الجارات  العذؾائيةالجبخية التفاضمية استخجام السعادلات 

السذؾشة، الأنغسة متعجدة الأجدام السيكانيكية، اليشجسة الكيسيائية، نغخية الديظخة،  والسيكخوكيخبائية الكيخبائية
يخبائية. في معغؼ الحالات، يكؾن الشسؾذج الشاتج معقجًا لمغاية بحيث لا يدسح لأحج بالبحث كمحاكاة الذبكة ال

  محاكاة كسبيؾتخ فعالة ومؾثؾقة. مؾبالسظويكؾن بالظخائق التقميجية عؽ حل دقيق أو حتى حل تقخيبي 
العجيج مؽ العؾامل  تجخلعسميات شبكات الظاقة الكيخبائية نغام في نلاحظ عمى سبيل السثال، 

العذؾائي وغيخ مثل الاستيلاك العذؾائي لمحسل وإجخاءات حساية التخحيل عمى عسميات الذبكة  العذؾائية وتؤثخ
يسكؽ تؾقع أن شبكة الظاقة ستذيج السديج مؽ الدمؾكيات العذؾائية في عسميات  بالإضافة إلى ذلػ. الستؾقعة

عؽ السذتخكيؽ الججد.  وللأحسال سؾاء كانت ناجسة عؽ التجاوزات أ ةالستدايج الاختخاقاتخار بدبب ستجالإنغام 
مشغؾمة  لحلئية، يحتاج وبالتالي  إجخاء تقييؼ الأمان الجيشاميكي لأنغسة الظاقة الكيخبائية بظخيقة حتسية وعذؾا

 عذؾائية. عسمياتتتزسؽ  الجبخية التفاضمية السعادلاتمؽ 
مؽ  العذؾائية الجبخية التفاضمية السعادلاتمؽ  مشغؾمةلحل  عجديةدراسة  البحثفي ىحا قجم ن      

 :[1]الذكل
)()()()( ttftXBtXA  ,   ],[ bt 0                                           

(1) 
مرفؾفة حقيقية مؽ القياس   و nnمؽ القياس  مرفؾفتان مخبعتان ثابتتان Bو  Aحيث 

mn و ،),...,,,()( mt  21  1ضجة بيزاء مؽ البعجm، و i(i=1,2,…,m متتالية مؽ )
nالجالة  و ،عسميات الزجيج الأبيض مدتقمة عؽ بعزيا مؽ البعج الأول

RRf 
 :ودالة الحل :

n
RRX 

:. 
)(),,,...,(إذا تؼ إلغاء الزجيج الأبيض  (1) السشغؾمة نلاحظ في mt  21  تتحؾل إلى

 :جبخية كالآتيالتفاضمية السعادلات ال مؽ مشغؾمة
)()()( tftXBtXA  ,   ],[ bt 0                                                 (2) 

 مذكمة البحث:
جبخية في  معادلات ومعادلات تفاضمية وجؾد الأول يشجؼ عؽ  ،تشذأ مذكمة البحث مؽ سببيؽ أساسييؽ

جعل حل السشغؾمة يكسعامل عذؾائي عسميات الزجيج الأبيض مة واحجة، والدبب الثاني يشذأ عؽ وجؾد مشغؾ 
ن وجؾد مديج مؽ السعاملات التفاضمية والجبخية والعذؾائية في نسؾذج واحج أذلػ يديج عؽ و  .عذؾائي ابخمتي

صعبة الحل و  ،غاية التعقيج السدألة السظخوحة فيجعل ييتدبب في كثيخ مؽ الأحيان برعؾبات غيخ متؾقعة 
  .السعخوفة التقميجيةالعجدية ق ائبالظخ 
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 :المعادلات التفاضمية الجبرية

، لأنيا تشذأ عؽ مدائل مزظخبة وشاذة ،السعادلات التفاضمية العاديةالسعادلات التفاضمية الجبخية ليدت ك
 :الآتية العاديةالسعادلات التفاضمية  ، لشأخحيمينؾضح ذلػ فيسا 

),,(

),,()(

212

211

yytgy

yytqty










                                                            (3) 

 وتدداد قداوتيا مقجار صغيخاً،  ( تربح قاسية إذا كان 3) التفاضمية العادية نلاحظ أن مشغؾمة السعادلات
، وأما إذا كان بدبب ضعف الاستقخار وعجم تقارب الحمؾلوذلػ  0في الحل عشجما ججاً وصعؾبتيا 

0  
 :ةجبخية الآتيالتفاضمية السعادلات المشغؾمة إلى ( 3)تحؾل تف

),,(0

),,()(

21

211

yytg

yytqty




                                                          (4) 

، في السعادلة الثانية 2y بالظخائق العجدية التقميجية بدبب انعجام السذتق ( لا يسكؽ إيجاد حمؾليا4والسشغؾمة )
 أصعب مؽ السعادلات التفاضمية القاسية لأنيا أصبحت شاذة.حه السشغؾمة وى

الشاتجة  الحل العجديمتتالية كؽ ت(، ول3) العادية التفاضمية مشغؾمة السعادلاتعمى  أولخ الآن، لشظبق طخيقة
),()(لـ عؽ الظخيقة  21 tyty  تعظى كالآتي),(),...,,),..(,(),,( ,,,,,,,, NNkk yyyyyyyy عشجئح 212122211211

 بالعلاقات التكخارية الآتية: (3السظبقة عمى ) أولخ طخيقةتعظى 

kkkkkk

kkkkkk

dtyytgyy

dtyytqyy

),,(
1

),,(

,2,1,21,2

,2,1,11,1










,   k=0,1,…,N-1                       (5) 

),(حيث  ,, 0201 yy  معمؾمة. ءشخوط البجقيؼ 
ومعغؼ  ىحه الظخيقةكبيخاً وستفذل  /1 كمسا كانغيخ فعالة ومشخفزة الجقة تكؾن ( 5)نلاحظ أن طخيقة أولخ

ستفقج  . أما طخيقة أولخكبيخ ججا /1يعشي  ( قاسية3مشغؾمة السعادلات ) كانتالتقميجية في حال العجدية الظخائق 
يعشي  0 فييا لأن ،مباشخة (4) عمى مشغؾمة السعادلات التفاضمية الجبخيةإمكانية تظبيقيا 



الدبب و  1

طخائق التقميجية مثل العجدية يشظبق عمى جسيع الظخائق الكلام (. وىحا 5عجم وجؾد التكخارية الثانية في )ىؾ واضح 
مشغؾمة والحل الؾحيج ىؾ تحؾل مشغؾمة السعادلات التفاضمية الجبخية إلى  .وطخائق زيتا ، وبيكاردكؾتا-ورانج، تايمؾر

 .الحالات غيخ الخظية لمسدائلغيخ مسكؽ في كثيخ مؽ قج يكؾن معادلات تفاضمية عادية بالاشتقاق وىحا التحؾيل 
عذؾائية نحكخ مع ضجة  الجبخية لسعادلات التفاضميةاحمؾل  لسحاكاةالباحثؾن تقشيات عجدية مختمفة  قجم     

 مشيؼ:
لسشغؾمات مؽ السعادلات التفاضمية الجبخية الحل العجدي  1998عام  [10] في Schein and Denkأوجج 

تقارب ال 2004عام  [13] في Winkler بتظبيقيا إلى محاكاة ضجيج عابخ لجارات ميكخوكيخبائية. أثبت العذؾائية
 في  Alabert and Ferrante (. أوجج1ظخيقة ميمدتيؽ الزسشية مظبقة لشسؾذج مؽ الذكل)السختبة الأولى لالقؾي مؽ 

إلى  يابتحؾيمالخظية ذات السعاملات الثابتة لسعادلات التفاضمية الجبخية العذؾائية سدألة الحل ال 2006عام  [1]
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عام  [6]في  Gerdin and Sjöbergطبق  لتدييل الحل. Kronecker كخونيكخ الذكل القانؾني بظخيقة
غيخ  السعادلات التفاضمية الجبخية العذؾائيةمؽ مشغؾمات طخيقة السخشحات الجدئية التقخيبية لحل  2007

الذخط الزخورية للاستقخار والتقارب لسجسؾعة مؽ  2011عام  [3]في وآخخون   Buckwarالخظية. قجم 
-طخيقة زيتاو طخيقة أولخ الأسية الرخيحة، و مارياما الزسشية والرخيحة، -الظخائق العجدية ىؼ طخيقتا أولخ

تقارب طخيقة زيتا السعسسة مظبقة لسشغؾمة مؽ  2011عام  [12] في Wang and Crowمارياما. درس 
كحالة خاصة مؽ  خ التخاجعية مؽ السختبة الأولىللمسدألة باستخجام طخيقة أو ( وقجم محاكاة عجدية 1الذكل)

( مع ضجة 1سشغؾمات مؽ الذكل)عجدية ل دراسة 2012عام  [7] وآخخون في Küpper. قجم طخيقة زيتا
كؾتا ورسسؾا مشاطق -لظخيقة رانجمؽ السختبة الأولى الاستقخار بستؾسط السخبعات ؾا وأثبتبيزاء ببعج واحج 
عام  [4]في  Qin and Zhangدرس   أولخ الزسشية، وقاعجة شبو السشحخف.كؾتا و -رانجالاستقخار لظخائق 

 العذؾائيةالستأخخة السعادلات التفاضمية الجبخية مؽ سشغؾمات لالاستقخار القؾي لأسخة مؽ الظخائق مظبقة  2019
عام  [5] وآخخون في González-Zumb ناقش وطخيقة زيتا السعسسة.مارياما -أولخطخيقة أيزا  واستخجما

وىي تقشيات تحميل مرفؾفة إلى ججاء  QRبالاعتساد عمى طخائق  (1لسشغؾمات مؽ الذكل)الحل  2020
الاستقخار  2019عام  [9]في  وآخخون  Mahmoud درس مثمثية عميا. والثانيةمرفؾفتيؽ إحجاىسا متعامجة 

مظبقة لشسؾذج مؽ السعادلات التفاضمية العذؾائية مؽ السختبة الأولى  عجديةالقؾي بستؾسط السخبعات لتقشية 
 عجديةتقشية  2020عام  [8]في وآخخون  Mahmoud. كسا قجم وتحجيج مشاطق الاستقخار في السدتؾي الحقيقي

 السعادلاتنسؾذج مؽ  إلىوتظبيقيا قاط تجسيع مع أربع نشخائحية مؽ الجرجة الخابعة  ياتحجود باستخجام
الذخوط الكافية لؾجؾد الحل  2021عام  [11]في  Suthar and Rahaقجم الستأخخة.  العذؾائية التفاضمية

  وإيجاد صيغة تقخيبية لحميا. مؽ السعادلات التفاضمية الجبخية العذؾائيةالؾحيج لسشغؾمة 
 Importance of Research and its Aims أىمية البحث وأىدافو:

 الباحثؾن يا، طؾر شنغخاً لمتظؾرات اليائمة الحاصمة في جسيع السجالات العمسية وتجاخل العمؾم فيسا بي    
بظخح مدألة تكسؽ أىسية ىحا البحث  .وتفديخىاالأنغسة الستجاخمة والسعقجة لفيسا ىحه تقشيات ججيجة لشسحجة 

في العالؼ الحقيقي الحي نعيش ليا تظبيقات مختمفة إحرائية وفيديائية وكيسيائية وىشجسية وميكانيكية.  عمسية
معغؼ الغؾاىخ الؾاقعية والجيشاميكية والتغييخات المحغية التي تظخأ عمى أنغسة الخجمات اليؾمية ىي نجج أن فيو، 

عذؾائية. ولدؾء الحظ فإن معغؼ  جبخية ميةوبالتالي يسكؽ نسحجتيا بسعادلات تفاضمعقجة عؾاىخ عذؾائية 
انخفاض  بالإضافة إلى ،مباشخةالعجدية التقميجية ق ائظخ الحميا ب يسكؽولا  الحلمعقجة وصعبة السظخوحة الشساذج 

وليحا نيجف لتظؾيخ تقشية عجدية مدتقخة ومتقاربة    .السقتخحةالظخائق وضعف الاستقخار والتقارب لبعض جقة ال
 العذؾائية.الجبخية مؽ السعادلات التفاضمية لسشغؾمة  الحل لسحاكاة  الجقةوفعالة مؽ حيث 

 Methodology طرائق البحث ومواده:
. تعتسج مشيجية البحث عمى مشغؾمة السعادلات التفاضمية الجبخية العذؾائيةعجدية لحل  تقشيةسشقجم 
والجبخ الخظي وعمؾم الخؾارزميات الإحراء الخياضي وتقشيات التحميل العجدي، الاحتسالات و بعض مفاىيؼ 

 لتشفيح الجؾانب التظبيقية مؽ ىحا البحث.  Mathematicaوسشدتخجم لغة البخمجة  والبخمجة.
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 Numerical Solution of Problem  :الحل العددي لممدألة
السعادلات التفاضمية العذؾائية السعظاة وفق صيغة ايتؾ مؽ لحل مشغؾمة  عجدية تقشيةفي ىحه الفقخة شقجم س

Ito)( السعخفة في العلاقة )تجدئة مشتغسة: نأخح  (.1Ttttt NN  1100 ]0,[ لمسجال ... T ،
hitiحيث  ،  مؽ أجلNi ,...,,10 و ،NTh /  طؾل الخظؾة، و N .عجد صحيح مؾجب 

)(:]],0 أن بفخض TtX i(i=1,2,..,N)  وحيجة  ىخميت عشجئح تؾجج كثيخة حجودمتتالية دوال عذؾائية
],[في كل مجال جدئي  مؽ الجرجة الثالثة 1kk tt [9]بالذكل تعظى: 

][

,,

][

,, )(  )()(
1

1

2

1

2122 2121   kikikikii SSSStS  , 
1101   Nkttt kk ,...,,],,[                           (6) 

 حيث:
),(),( ,

]1[

,,, kkikikkiki tdSStSS   
miNktdSS kkiki ,...,2,1,1,...,1,0),(1,

]1[

1,    
],1,0[1 ,/)(   htt k

 
),()(و   ,, 00 00 ii SdS  مؽ شخوط البجء لمسدألة. معمؾمةقيؼ ابتجائية 

],[مجال جدئي  Nوبذكل عام فإن التجدئة تحجد  1kk tt ,1-,,1,0 Nk  ، والاستيفاء الذخائحي التكعيبي
 الذخوط:يحقق 

 
NktXtttt kikiNi 0,1,...,,)()(S;],[)(S  0 

 11  Nktt kkikki 1,...,,)(S)(S ,, 
 1-1,2,...,,)(S)(S 1, Nktdtd kki,kki . 

 نحرل عمى: t( بالشدبة لـ 6وبتفاضل كثيخة الحجود )

hSSSS
dt

tdS
kikikiki

i /])23()( 6 )23()(6[
)( ]1[

1,

2

1,

2]1[

,

2

,

2

    

 خترار يشتج لجيشا:، بالاdt=hوبسلاحغة أن 
]1[

1,

2

1,

2]1[

,

2

,

2 )23()( 6 )23()(6)(   kikikikii SSSStdS       (7) 
],[في كل مجال جدئيتدتخجم التقشية السقتخحة  1kk tt :نقظتيؽ تجسيعيتيؽ معخفتيؽ كالآتي 

 2,1 jdt,ztt jk
jzk                                              (8) 

 مع الؾسيظيؽ التجسيعييؽ:
10 21  zz                                                           (9) 

( إلى مشغؾمة السعادلات 9)-(8( مع نقاط التجسيع)7)-(6) الستقظعةالآن بتظبيق كثيخات حجود ىخميت 
],[في كل مجال جدئي (، 1التفاضمية العذؾائية ) 1kk tt :يشتج لجيشا 

 
11021  

NkjdWdttfdtxSBtdSA k
j

k
j

k
j

zzzk ,...,,,,,)()()()(      (10) 

 :مع الذخوط الابتجائية
0000 dXxdSXtS  )(,)(                                                                 (10b) 
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,,والسرفؾفات  BA  استبجال الزجة البيزاءنلاحظ ىشا أنو تؼ  .(1)سشغؾمةكسا ىي معخفة في ال 
),...,,,()( mt  21  وينربتفاضل عسمية السدتسخة مع الدمؽ )( kdW  .لأنيا غيخ قابمة للاشتقاق 
يسكؽ الاطلاع عمى خرائص عسمية ويشخ ومحاكاتيا عجدياً بقيؼ متقظعة في السخجع  السعمؾماتلسديج مؽ و 

[9]. 
 ةوالعذؾائيالأجداء التفاضمية والجبخية أخح ، يكفي التفاضمية الجبخية العذؾائيةمدألة السعادلات  لجراسة 

  :ذكلالب
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(11) 
دالة معمؾمة وجسيع السعادلات الستبقية  g(t) حيثجبخية  X1(t)=-g(t)نلاحظ أن السعادلة الأخيخة 

 .m، وىي مشغؾمة ذات دليل يداوي معادلات تفاضمية عذؾائية
 Mean-Square Stability of Technique [7]: لمتقنيةالاستقرار بمتوسط المربعات 

 الآتية :  شسؾذجية الختبار لامدألة ا إلىالسقتخحة بتظبيقيا  لمتقشيةنجرس الاستقخار العجدي 
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21 )(
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)(

)()( tdW

tg

tX

tX

tXdttdX                                  

(12) 
 :الابتجائيةلذخوط ا مع

0201 00 yXxX  )(,)(                                                 (13) 
 (، نحرل عمى: 12( عمى مدألة الاختبار )9) -(8) ( مع نقاط التجسيع7)-(6وبتظبيق التقخيبات )
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      (14) 

 مع الذخوط الابتجائية:
0201 00 ySxS  )(,)(   

2,1حيث jdt,ztt jk
jzk وkk dtdW وkالتؾزيع  لوN(0, 1)، وNThdt /

. 
 السشغؾمة التكخارية الآتية: إلىونقاط التجسيع التقخيبات الذخائحية بعج الاستبجال ب( 14السشغؾمة ) تؤول

kkk ghSMSM 
ˆˆ

211  ,      k=0,1,…,N-1                                 (15) 
 حيث:
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1212السرفؾفات وتعظى  AABB  كالآتي: ,,,
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(18) 
 :الستجيات وتعظى 22صفخية مؽ القياس مرفؾفة  O سرفؾفةال و

T

kkkkk

T

kkkkk SSSSSSSSSS ),,,(ˆ,),,,(ˆ ][

,,

][

,,

][

,,

][

,,

1

22

1

11

1

1212

1

11111    
T

k kzk tgtgg ))(),(,,( 1
1

00   
  بالذكل: (15)العلاقة التكخارية  ةباكتنعيج 

kkk ghMShRS 1

11



  ˆ),,(ˆ                                       (19) 
 حيث 

2

1

1 MMhR ),,(                                      (20) 
لتعخيف الاستقخار  أساسالأنيا تذكل  ،( ىامة19، وتعج العلاقة التكخارية )44ىي مرفؾفة مؽ القياس 

 ( . 12الذخائحية السظبقة عمى مشغؾمة الاختبار ) لتقشيتشاالعذؾائي 
 :[8]القيؼ وينرتأخح عسمية وباستخجام مفيؾم التؾقع 

1][,0][,][,0][ 22  kkkk EEhdWEdWE  
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hp بؾضع الآن،   وhq  ،نحرل مؽ ، واستخجام مفيؾم التؾقع بستؾسط السخبعات
 عمى العلاقة التكخارية: (19)السشغؾمة 

kk YqphRqphREY t
)],,(),,([1                               (21) 

 حيث























































21

2

2

2

21

1

2

1

21

12

2

12

21

11

2

11

1

)(

)(
,

)(

)(

][

,

,

][

,

,

][

,

,

][

,

,

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

SE

ES

SE

ES

Y

SE

ES

SE

ES

Y  

),(]),,(),,[( تدسى الجالة qphRqphREqpR t لمظخيقة  بمتوسط المربعات بدالة الاستقرار
 نقجم التعخيف الآتي: العجدي لمتقشية ولتحجيج علاقة دالة الاستقخار بالاستقخار السقتخحة. العجدية 

 : [14]( 1)تعريف
إنيا مدتقخة بستؾسط السخبعات لأجل  (21)صياغة تكخارية مؽ الشسط  ذاتيقال عؽ تقشية عجدية 

qph )),((1إذا كان نرف القظخ الظيفي لسرفؾفة الاستقخار يحقق  ,, qpR حيث ،  يداوي إلى
),(لمسرفؾفة  أكبخ القيؼ السسيدة بالقيسة السظمقة qpR . 

 تحجيج مشظقة الاستقخار بستؾسط السخبعات:
التي  0pqمؽ السدتؾي  (p, q)مشظقة الاستقخار بستؾسط السخبعات لمتقشية السقتخحة ىي مجسؾعة الشقاط 

)),((1تحقق الستخاجحة  qpR حيث ،hp   وhq  . بخنامجتؼ باستخجام Mathematica 
900100 الؾسظاء قيؼ بتثبيتلمتقشية السقتخحة وذلػ مشظقة الاستقخار بستؾسط السخبعات خسؼ ل 11 .,.  zz ،

1,0 22  zz ،في بستؾسط السخبعات حجد أكبخ مداحة استقخار ت لؾسظاء التجسيع القيؼ السثبتة هوىح
 .(1السغممة في الذكل)السدتؾي وىي السشظقة 

أن التقشية العجدية السقتخحة تكؾن مدتقخة بستؾسط السخبعات إذا تؼ استخجام القيؼ بحدب التعخيف نجج 
900100لؾسيط التجسيع السثبتة  11 .,.  zz ،1,0 22  zz ونحرل عشجئح عمى كثيخة الحجود السسيدة ،
P(x)  لسرفؾفة الاستقخار),( qpR :الآتية 

 ( )  
(                                       )

  
    

(                                                  )

  
      

),(ويسكؽ أيزا إيجاد جحور السعادلة السسيدة لمسرفؾفة  qpR   لأجل القيؼ الكبيخةq=-200, p=25 
 كالآتي: الؾاقعة عمى محيط مشظقة الاستقخار تقخيبا 

*                                            + 

 كالآتي: q=-200, p=25وتعظى أيزا مرفؾفة الاستقخار لأجل 

 ̅(       )  [

                                            
                                              
                                            
                                            

] 
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),(و ىحه الجحور ىي القيؼ السسيدة لسرفؾفة الاستقخار qpR ونلاحظ أيزا أن أكبخ ىحه القيؼ بالقيسة السظمقة ،
17455020أصغخ مؽ الؾاحج وىؾ نرف القظخ الظيفي لمسرفؾفة   .  .وىحا يعشي أن التقشية مدتقخة 

 
 .0pqالمدتوي ىي المنظقة المظممة من  المقترحة لمتقنية(: منظقة الاستقرار بمتوسط المربعات 1الذكل)

تؼ إذا مدتقخة بستؾسط السخبعات  )21(بالعلاقة التكخارية  السختبخةالسقتخحة العجدية  التقشيةتكؾن  :(1نتيجة)
900100 استخجام القيؼ 11 .,.  zz ،1,0 22  zz ، لؾسظاء التجسيع. 

 Error Estimation for Technique لمتقنيةتقدير الخظأ 
 [2](: 2)تعريف

لسشغؾمة حل  kXلأجل  p>0إنيا متقاربة بستؾسط السخبعات مؽ مختبة  kSيقال عؽ طخيقة متتاليتيا العجدية
00و  C>0إذا وجج ثابتيؽ ( 1السعادلات التفاضمية العذؾائية)  : بحيث يتحقق لجيشا 

p

kk hCSXE  2/12 )||( 
)0,(لأجل أي خظؾة طؾليا  0h  و الثابت ،C  مدتقل عؽ الخظؾةh. 

),()(بفخض أن         tYtX  وأن  (12)-(13)دالتا الحل لسشغؾمة السعادلتيؽkk SS ,2,1 الحل ىؾ  ,
  السقتخحة كالآتي: تقشيةالسؾافق ليسا، نحرل عمى صيغة الخظأ السقتظع السؾضعي لمالعجدي 
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 لجيشا: يشتجوىكحا 
42/12
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1
)||( hMSXE kk                                                  (22) 
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||})(||,||)(||{و )4()4(

 kk tYtXMaxM. 
السقتخحة السظبقة  لمتقشيةالخابعة  السختبةمؽ  kعشج الخظؾة  الخظأ الموضعي( أن 22نلاحظ مؽ العلاقة )
 خظؾة كالآتي : Nبعج  [T,0]عشج نياية مجال الحل  الخظأ الذامللشسؾذج الاختبار، و يقجر 

3)( hChe  
MC/12حيث  . 03ونلاحظ أن

00



hChe

hh
lim)(lim لمتقشية السقتخحة الاتداق، وىحا يثبت. 

 : 2نتيجة
إذا تؼ الثالثة  السختبةمؽ بستؾسط السخبعات السقتخحة تكؾن متقاربة  التقشية( أن 2بحدب التعخيف)ندتشتج 

900100 استخجام 11 .,.  zz ،1,0 22  zz  1وطؾل خظؾةh. 
 محاكاة ونتائج عددية بالتقنية المقترحة:

يتؼ اختبار فعالية التقشية السقتخحة بتظبيقيا لإيجاد الحل العجدي لسدألتي اختبار مؽ السعادلات 
 التخميد الآتي:  سشدتخجمعجدية الظخيقة لمالخظأ السظمق خظية. ولحداب الخظية وغيخ الالتفاضمية العذؾائية 

|)(| kkk XtXerrX  ,  k=1,2,…,N, 
)(، و [T,0]مؽ السجال  ktعشج الشقظة  السدتخجمةمظخيقة ل العجدي الحلإلى  kXتذيخ  إذ ktX  ىؾ

تؼ إعجاد البخامج  . h=T/Nوخظؾة طؾليا   N  وذلػ باستخجام تجدئة حجسيا ktعشج الشقظة  الجقيقالحل 
 .Mathematicaالسظمؾبة باستخجام لغة البخمجة 

 العذؾائية الخظية الآتية:الجبخية السعادلات التفاضمية مشغؾمة  ىؾاختبارنا الأول   ]6[:1المدألة
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1

21 )(
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)(

)()( tdW

tX

tXb

tX

dttXatdX   

 الذخوط الابتجائية: وفق
50010 21 .)(,)(  XX  

 والحل الجقيق:

)(.)()],()[()()( tXtXtbWtbaExpXtX 12

2

11 50
2

1
0   

نخسؼ في . b=0.5, a=-0.5لأجل  مارياما وميمدتيؽ-السقتخحة وبظخيقتي أولخ بالتقشيةنحل السدألة 
  (2)الذكل

محاكاة  (3)-(14)نقظة. ونخسؼ في الأشكال N=128لأجل  [2 ,0]في السجال  وينر عسميةمحاكاة 
السقتخحة ولظخيقتي أولخ مارياما وميمدتيؽ عمى التختيب  لتقشيتشاوالخظأ السظمق فييسا  X2و X1 لـ العجدي الحل 

 الأخظاء السظمقة في الحل العجدي لـ  (1ول)نقظة. نمخص في الجج N=128بتجدئة  [0,2]في السجال الدمشي 
X1 وX2  بخظؾة   [0,2]ولظخيقتي أولخ مارياما وميمدتيؽ عمى التختيب في السجال الدمشي لتقشيتشاh=1/64. 

السقتخحة وطخيقتي أولخ مارياما وميمدتيؽ مؽ حيث بعض السعاييخ  تقشيتشامقارنات بيؽ  (2)الججولونجرج في 
 الإحرائية.
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 مارياما وطريقة ميمدتين-مقارنات الأخظاء في الحل العددي لظريقتنا مع طريقة أولر: (1)الجدول

tk 
 الخظأ السظمق بظخيقتشا مارياما-الخظأ السظمق بظخيقة أولخ الخظأ السظمق بظخيقة ميمدتيؽ

kerrX ,1
 

kerrX ,2
 

kerrX ,1
 

kerrX ,2
 

kerrX ,1
 

kerrX ,2
 

0.125 0.000322 0.00017219 0.0242793 0.0121396 0.0018563 0.0009196 
0.25 0.0002608 0.0003787 0.0468653 0.0234327 0.0017555 0.00090047 
0.375 0.0007117 0.000217 0.0617362 0.0308681 0.00193823 0.0008346 
0.5 0.0012745 0.0003552 0.0660291 0.0330146 0.00194577 0.00075705 

0.625 0.001122 0.0002031 0.0740729 0.0370365 0.00162366 0.00071832 
0.75 0.001302 0.0003088 0.0821368 0.0410684 0.00165705 0.00070595 
0.875 0.001605 0.0005170 0.0973228 0.0486614 0.00169318 0.0006282 
1.0 0.0015208 0.0007303 0.125248 0.0626242 0.00183928 0.00055502 

1.125 0.002355 0.0009717 0.12656 0.0632801 0.0017597 0.0004764 
1.25 0.002653 0.0011522 0.124179 0.0620897 0.0016669 0.00037705 
1.375 0.002257 0.0011353 0. 130428 0.0652139 0.00169557 0.00033794 
1.5 0.002549 0.0011123 0.129438 0.0647191 0.00169676 0.00029979 

1.625 0.002448 0.0010482 0.124609 0.0623043 0.00167689 0.00032883 
1.75 0.002161 0.0010668 0.121374 0.0606871 0.00166783 0.00026236 
1.875 0.002410 0.0010404 0.132009 0.0660043 0.00160047 0.0002627 
2.0 0.002307 0.0010034 0.141576 0.0707878 0.00180096 0.00022011 

 
 .حيث بعض المعايير الإحرائيةمن مارياما ميمدتين -المقترحة وطريقتي أولر: مقارنات بين طريقتنا (2)الجدول

 التذتت لمخظأ
Var[Error] 

الانحخاف السعياري 
 SD[Error] لمخظأ

 الؾسيط لمخظأ
Med[Error] 

 متؾسط الخظأ
Mean[Error] 

 أكبخ خظأ
Max[Error] 

 أصغخ خظأ
Min[Error] 

 اسؼ الظخيقة

1.803E-7 0.00042465 0.00098688 0.0010235 0.0020759 0.0003655 طخيقتشا السقتخحة 
 مارياما-أولخ 0.00312931 0.0559274 0.0336866 0.0388258 0.0145863 0.0002127
7.606E-7 0.00087216 0.00317245 0.00281669 0.00374781 0.00014779 ميمدتيؽ 

 

 
 نقظة. N=128لأجل  [0,2](: مدار عممية وينر العذوائية في المجال الزمني 2الذكل)
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 نقظة. N=128لأجل  [0,2]في المجال ومع الحل الدقيق  X1(: محاكاة الحل الذرائحي لـ 3الذكل)

 

 
 نقظة. N=128لأجل  [0,2]ومع الحل الدقيق في المجال  X2(: محاكاة الحل الذرائحي لـ 4الذكل)

 

 
 نقظة. N=128لأجل  [0,2]في المجال  X1(: الخظأ المظمق في الحل الذرائحي لـ 5الذكل)   
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 نقظة. N=128لأجل  [0,2]في المجال  X2(: الخظأ المظمق في الحل الذرائحي لـ 6الذكل)

 

 
 نقظة. N=128لأجل  [0,2]ومع الحل الدقيق في المجال  X1مارياما لـ -(: محاكاة الحل بظريقة أولر7الذكل)

 

 
 نقظة. N=128لأجل  [0,2]ومع الحل الدقيق في المجال  X2لـ مارياما -بظريقة أولر(: محاكاة الحل 8الذكل)

 
 نقظة. N=128لأجل  [0,2]في المجال  X1لـ مارياما -بظريقة أولر(: الخظأ المظمق 9الذكل)
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 نقظة. N=128لأجل  [0,2]في المجال  X2لـ مارياما -بظريقة أولر(: الخظأ المظمق 10الذكل)

 
 نقظة. N=128لأجل  [0,2]ومع الحل الدقيق في المجال  X1(: محاكاة الحل بظريقة ميمدتين لـ 11الذكل)

 
 نقظة. N=128لأجل  [0,2]ومع الحل الدقيق في المجال  X2(: محاكاة الحل بظريقة ميمدتين لـ 12الذكل)

 
 نقظة. N=128لأجل  [0,2]في المجال  X1(: الخظأ المظمق بظريقة ميمدتين لـ 13الذكل)

0.5 1.0 1.5 2.0
t

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

AbsError X2 EMX2

o
o
oo
o

o
o
o
o
o
o
oooo

o
o
o
oo
o
o
o
oo
o

o
o
oo
oo
oooo

ooo
o
oo
o
oo
oo
ooooo

o
o
o
ooo

oo
o
ooo

oo
oo
oo
o
o
oo
o
oooooooooooooo

o
oooooooooo

oooooooooooooooooooo
ooooooooo

0.5 1.0 1.5 2.0
t

0.4

0.6

0.8

1.0

X1
Milstein solutionof X1 and Exact Solution

•
•
••
•
•
•
•
•
•
•
••••
•
•
•
•••
•
•
•••
•
•••••••••

•••
•
••
•
••
••
•••••
•
•
•
•••
••
•
•••••
••
••
•
•
••
•
•••••••••••••••••••••••••

••••••••••••••••••••
•••••••••

0.5 1.0 1.5 2.0
t

0.2

0.3

0.4

0.5

X2
Milstein solutionof X2 and Exact Solution

0.5 1.0 1.5 2.0
t

0.0005

0.0010

0.0015

0.0020

0.0025

AbsError X1 Mils1



 الوسوف،احداند.محمود،د.،                                                       حمول عددية لمنظومات من المعادلات التفاضمية 
 

 61 

 
 نقظة. N=128لأجل  [0,2]في المجال  X2(: الخظأ المظمق بظريقة ميمدتين لـ 14الذكل)

 :في السعادلات التفاضمية العذؾائية الجبخية الآتيةغيخ الخظية مشغؾمة الاختبار لشأخح   :2المدألة
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نخسؼ في الذكل و . b=0.2, a=0.1لأجل  مارياما وميمدتيؽ-السقتخحة وبظخيقتي أولخ بتقشيتشانحل السدألة 
محاكاة الحل  (16)-(27)نقظة. ونخسؼ في الأشكال N=100لأجل  [4 ,0]في السجال  وينر عسميةمحاكاة  (15)

السقتخحة ولظخيقتي أولخ مارياما وميمدتيؽ عمى التختيب في السجال لتقشيتشا والخظأ السظمق فييسا  X2و X1 العجدي لـ 
لظخيقتشا  X2و X1 ( الأخظاء السظمقة في الحل العجدي لـ 3نقظة. نمخص في الججول) N=100بتجدئة  [0,4]الدمشي 

 (4). ونجرج في الججولh=0.04بخظؾة   [0,4]ولظخيقتي أولخ مارياما وميمدتيؽ عمى التختيب في السجال الدمشي 
 ميمدتيؽ مؽ حيث بعض السعاييخ الإحرائية.طخيقة مارياما و  -أولخ ةمقارنات بيؽ طخيقتشا السقتخحة وطخيق

 مارياما وطريقة ميمدتين-مع طريقة أولر : مقارنات الأخظاء في الحل العددي لظريقتنا(3)الجدول

tk 
 الخظأ السظمق بظخيقتشا مارياما-الخظأ السظمق بظخيقة أولخ الخظأ السظمق بظخيقة ميمدتيؽ

kerrX ,1
 

kerrX ,2
 

kerrX ,1
 

kerrX ,2
 

kerrX ,1
 

kerrX ,2
 

0.4 0.0057064 0.0021399 0.0352048 0.00880119 0.00028153 0.00007038 
0.8 0.00660149 0.00247556 0.0441831 0.0110458 0.0003786 0.00009466 
1.2 0.00299959 0.00112485 0.0676063 0.0169016 0.00289274 0.00072318 
1.6 0.0035959 0.00134847 0.0746474 0.0186618 0.00234334 0.00058583 
2.0 0.00253344 0.00095004 0.0855714 0.0213928 0.00303223 0.00075807 
2.4 0.0017258 0.00064718 0.154371 0.0385927 0.00334725 0.00083681 
2.8 0.0014785 0.0005544 0.121028 0.030257 0.00346418 0.00086604 
3.2 0.00145757 0.00054658 0.127076 0.0317691 0.00343302 0.00085825 
3.6 0.00099092 0.00037159 0.169664 0.0424161 0.00329844 0.00082461 
4.0 0.00076999 0.00028875 0.194777 0.0486944 0.00308186 0.00077046 
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 من حيث بعض المعايير الإحرائية.مارياما وميمدتين -وطريقتي أولرالمقترحة  طريقتنا: مقارنات بين (4)الجدول
 التذتت لمخظأ
Var[Error] 

الانحخاف السعياري 
 SD[Error] لمخظأ

 الؾسيط لمخظأ
Med[Error] 

 متؾسط الخظأ
Mean[Error] 

 أكبخ خظأ
Max[Error] 

 أصغخ خظأ
Min[Error] 

 اسؼ الظخيقة

1.4561E-7 0.000381 0.00165261 0.00182674 0.0040053 0.0000704 طخيقتشا السقتخحة 
 مارياما-أولخ 0.00582509 0.318844 0.162531 0.180435 0.0866682 0.00751137
5.51981E-6 0.0023494 0.002408 0.0033455 0.0083343 0.0006119 ميمدتيؽ 

 

 
 نقظة. N=100لأجل  [0,4](: مدار عممية وينر العذوائية في المجال الزمني 15الذكل)

 
 نقظة. N=100لأجل  [0,4]ومع الحل الدقيق في المجال  X1(: محاكاة الحل الذرائحي لـ 16الذكل)

 

 
 نقظة. N=100لأجل  [0,4]ومع الحل الدقيق في المجال  X2(: محاكاة الحل الذرائحي لـ 17الذكل)
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 نقظة. N=100لأجل  [0,4]في المجال  X1(: الخظأ المظمق في الحل الذرائحي لـ 18الذكل)

 
 نقظة. N=100لأجل  [0,4]في المجال  X2(: الخظأ المظمق في الحل الذرائحي لـ 19الذكل)

 

 
 نقظة. N=100لأجل  [0,4]ومع الحل الدقيق في المجال  X1مارياما لـ -(: محاكاة الحل بظريقة أولر20الذكل)

 
 نقظة. N=100لأجل  [0,4]ومع الحل الدقيق في المجال  X2مارياما لـ -(: محاكاة الحل بظريقة أولر21الذكل)

1 2 3 4
t

0.001

0.002

0.003

0.004

AbsError X1 S1

1 2 3 4
t

0.0002

0.0004

0.0006

0.0008

0.0010

0.0012

0.0014

AbsError X2 S2

o

o
oo
o

o
o

oo
o

o
o

o

o
o
o
o
o
o

o

o

o
ooo

o
o
o

o
o

oo

o
o

o

o
o
o

o

o
o
o
o
oo
o
o
ooo

o

o

o
o

o

o

o

o

o

o

o
o

o

o

o
o

o

o

o

o

o

o

o

ooo

o

oo
o

oo
o

o
o
o
o

o

ooo
oo

o

o
o

o

oo

oo

oo
o

oo
o

o
o

o

oo

o
o

o

o

o

o
oo
oo
o
oo
o
o

o
o

1 2 3 4
t

2.0

1.9

1.8

1.7

1.6

1.5

X1
Maruyama solutionof X1 and Exact Solution

•
•
•••

•
•

••
•

•
•

•

•
•
••
••

•

•

•
•••

•
•
•

•
•

••

•
•

•

•
•
•

•

•
•
•
•
••
•
•
•••

•

•
•
•

•

•

•

•

•

•

•
•

•

•

•
•

•
•

•

•

•
•

•
•••

•

••
•

••
•
•
•
•
•

•

•••••
•
•
•

•

••
••

•••

••
•

••

•
••

•
•
•

•

•

•
••
••
•••
•
•

•
•

1 2 3 4
t

0.50

0.48

0.46

0.44

0.42

0.40

0.38

X2

Maruyama solutionof X2 and Exact Solution



 University Journal. Basic Sciences Series Tartous 0202( 4( العدد )5الأساسية المجلد ) العلمية العلوممجلة جامعة طرطوس 

 

66 

 

 
 نقظة. N=100لأجل  [0,4]في المجال  X1مارياما لـ -(: الخظأ المظمق بظريقة أولر22الذكل)

 

 
 نقظة. N=100لأجل  [0,4]في المجال  X2مارياما لـ -(: الخظأ المظمق بظريقة أولر23الذكل)

 
 نقظة. N=100لأجل  [0,4]ومع الحل الدقيق في المجال  X1(: محاكاة الحل بظريقة ميمدتين لـ 24الذكل)

 
 نقظة. N=100لأجل  [0,4]ومع الحل الدقيق في المجال  X2(: محاكاة الحل بظريقة ميمدتين لـ 25الذكل)
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 نقظة. N=100لأجل  [0,4]في المجال  X1(: الخظأ المظمق بظريقة ميمدتين لـ 26الذكل)

 

 
 نقظة. N=100لأجل  [0,4]في المجال  X2(: الخظأ المظمق بظريقة ميمدتين لـ 27الذكل)

 
 : الاستنتاجات والتوصيات

العذؾائية الخظية وغيخ الخظية. الجبخية مؽ السعادلات التفاضمية  لسشغؾماتلسحاكاة الحل  عجديةتؼ تقجيؼ تقشية 
دراسة  شاوقجم ،[0,1]الحاسؾب السشتغسة التؾزيع في السجال  Randomباستخجام عسمية نسحجة عسمية ويشخ عجديا  تتس

. تبيؽ نفدو تحميمية للاستقخار والتقارب بستؾسط السخبعات بتظبيق التقشية عمى نسؾذج استقخار مؽ نسط السدألة السجروسة
مداحات كبيخة مؽ مشاطق  خسؼبة الثالثة وتومتقاربة مؽ السختبستؾسط السخبعات الجراسة أن التقشية السقتخحة مدتقخة 

900100الاستقخار في السدتؾي الحقيقي لأجل  11 .,.  zz ،1,0 22  zz  1وطؾل خظؾةh.  تؼ اختبار
العجدية إلى أىسية الشتائج التي تؼ تذيخ الشتائج  إذ ،الأولى خظية والثانية غيخ خظية ،بحل مدألتيؽ السقتخحة التقشية

لمحمؾل العجدية الخسؾمات البيانية  مارياما وميمدتيؽ، وكحلػ أيزا أعيخت-بالسقارنة مع طخيقتي أولخإلييا التؾصل 
 . السقتخحة في محاكاة الحل ومظابقة مؽ بجاية مجال الحل إلى نيايتونجاح تقشيتشا  والأخظاء الشاتجة عشيا

العذؾائية الخظية وغيخ الجبخية السعادلات التفاضمية  مشغؾماتتقشية السقتخحة في محاكاة حمؾل ال نغخا لشجاح
 :بالآتي نؾصيالخظية 
  ةيذات أدلة عالالعذؾائية الجبخية مؽ السعادلات التفاضمية  لشساذجالحل تظؾيخ تقشية تجسيع لسحاكاة. 
  السحايجةالسعادلات التفاضمية العذؾائية  لسشغؾماتلسحاكاة الحل  مذابيةتجسيع تظؾيخ تقشيات. 
  لسحاكاة الحل لسشغؾمات السعادلات التفاضمية العذؾائية الستأخخة مؽ السختبة الثانية.  عجديةتظؾيخ تقشيات 
  السقتخحة لحل مشغؾمات السعادلات التفاضمية الجبخية العذؾائية.العجدية كسا ونؾصي باستخجام التقشية 
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