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 □ممخّص  □
عمى نطاق واسع في  نياياتيامع أنواع مختمفة من تثبيت  ,ة لمقضبانيعرضالتدرس الاىتزازات  

شككال الطبيعية تتيح لنا النماذج المقدمة تحميل الترددات الطبيعية والأمختمف فروع التكنولوجيا الحديثة. 
لقضبان. بناءً عمى ىذه النماذج , يتم تشكخيص الخصائص الفيزيائية لمقضبان ويتم ليذه اللاىتزازات العرضية 

يتحرك بسرعة  ,العرضية لقسم ثابت الطول من قضيب مستقيم رفيعالطبيعية لاىتزازات ا ندرس إصلاح نياياتيا.
ة, المسافة بينيما تساوي الجزء الميتز من القضيب, مع الاخذ بعين ثابتة ما بين اثنين من الأدلة المحورية الثابت

أوجدت بالاعتماد عمى طريقة فورييو العلاقات التي  .الاعتبار التوتر المماسي المشكروط بشكد أو ضغط طولي
 .لوترالطبيعية مسألة الاىتزازات  ذلك درست وبالاستفادة منللاىتزازات. الطبيعية ددات والأشككال تحدد التر 

   .صيغ فيرّاري, الطبيعية الترددات , الاىتزازات العرضية ,القوة الطولية ,حركة القضبان كممات مفتاحية:
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 سوريا. –اللاذقية  –جامعة تشكرين  –كمية العموم  –قسم الرياضيات  – استاذ مساعد* 



 ، خليفة  الترددات الطبيعية للاىتزازات العرضية لقضيب رفيع

 

03 
 

 2020(1) ( العدد4)د مجمساسية الالعموم الأ مجمة جامعة طرطوس لمبحوث والدراسات العممية  _  سمسمة
Tartous University Journal for Research and Scientific  Studies –Basic sciences Series Vol.  (4) No.( 1) 0202 

 

 

Natural frequencies of thin rod transverse vibrations 

 

D. Hasan Mohammad KHALIFEH 
*

 
 

 

(Received 8 /0 /2002. Accepted 8/ 3 /2019) 

 

□ ABSTRACT □ 

 

 

Rod transverse vibrations with different types by fixing their ends are widely studied 

in the various fields of modern technology. Proposed models allow us to analyze natural 

frequencies and normal shape of these rods transverse vibrations. Using these models, 

physical properties of rods are diagnosed and their ends are repaired. We study The normal 

transverse vibrations of a constant length part of a straight thin rod, moving in a constant 

velocity between two fixed axis, where the distance between them equal to the length of 

the vibrations part of the rod, taking into account conditioned tangential  tension by 

longitudinal  tension or  pression. Basing on Fourrier method, we find the relation that 

determine the natural frequencies and natural shapes of vibrations, Using this, the chord 

natural vibrations problem is studied. 

rod motion, longitudinal force, transverse oscillations, natural  :Key Words

frequencies, Ferrari relationships. 
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 مقدمة:

يتم التعبير عن السمة الرئيسية لعممية الاىتزازات الحرة للأنظمة ذات العدد غير المحدود من درجات 
وبالتالي بدلًا  الحرية بشككل لانيائي لعدد الترددات الذاتية وأنماط الاىتزاز. ترتبط الميزات الرياضية أيضاً بذلك

الأنظمة ذات العدد المحدود من درجات الحرية, يجب أن من المعادلات التفاضمية العادية التي تصف تذبذبات 
نتعامل مع المعادلات التفاضمية الجزئية ىنا. بالإضافة لتحديد حالات النزوح والسرعات الأولية, إلى جانب 

 .مراعاة الظروف الحدودية التي تميز تثبيت المنظومة
يم تستخدم عمى نطاق واسع في مختمف لمقضبان مع أنواع مختمفة من تثبيت نيايات العرضيةالاىتزازات 

ومواقع العمل وبعض أنواع المؤسسات ؛ في في اليندسة الصناعية والمدنية   [1,2,3].فروع التكنولوجيا الحديثة
تخضع ىذه التصميمات لمجموعة متنوعة من الآثار  .عناصر المعدات التكنولوجية -اليندسة الميكانيكية 

 لتشكغيل , وىو أمر غير مرغوب فيو.قد تتغير خصائصيا أثناء االثابتة والديناميكية , بينما 
 

 أىمية البحث وأىدافو:
إن الأىمية الخاصة لممنظومات القضبانية في البناء والصناعة تجعل من الضروري دراسة ىذه 
 المنظومات عند تعرضيا لقوى مختمفة. الأمر الذي قد يؤدي إلى إخراج ىذه المنظومات من الخدمة أو إلحاق

صناعة  كآلات يمكن أن نجد نتائج ىذه الدراسات في التطبيقات التقنية أنوالضرر بمستخدمييا وخصوصاً 
النسيج وفي إنتاج الخيوط والحبال, عند لف قضبان وشكرائح المعادن, سحب الأسلاك...... . كما يمكن أن 

 .[4]تكون مفيدة في دراسة قضايا الاستقرار والحركة للأنظمة الديناميكية 
وتبيان  يةالعرضية لممنظومات القضبان للاىتزازات ذاتيةالترددات والأشككال ال ىنا تأتي أىمية دراسةمن  

 .العرضية لمقضبان للاىتزازاتأثر زيادة وسيط القوة ووسيط السرعة عمى الترددات الخاصة 
 طرائق البحث ومواده:

ذا [5]بيب يحوي سائل متحرك تدرس الاىتزازات العرضية لخط أنا ةعمى مسألة مشكابي اعتمدنا . وا 
 اً ن الحل التحميمي سيكون واحدتمة الطولية لمادة خط الأنابيب فإمن الك اعتبرنا الكتمة الطولية لمسائل أكبر بكثير

[6,7]. 
  النموذج الرياضي -1

عمى النموذج الرياضي الذي يأخذ بعين الاعتبار الاىتزازات العرضية الصغيرة لقضيب متحرك  اعتمدنا
  عندئذٍ الاىتزازات العرضية بالنسبة لجممة إحداثية متحركة وفي تقريب خطي تعطى بالعلاقة: .[5,8]

 (1)                                        0
4

4

2

2

2

2












 x

u
EI

x

u
ST

tD

uD
 

 إحداثي لاغرانجي xحيث   x0 , ثافة الخطية لمقضيب, الكST  قوة الشكد من أجل
 0T  والضغط من أجل 0T ,E  ,معامل يونغS  , المساحةI  ,عزم عطالة المقطع العرضي 

 تقوس القضيب.  uالمسافة بين المشكبكين, أي طول القسم الميتز من القضيب و
 تأخذ المشكتقات الشككل الآتي: xبالانتقال إلى جممة إحداثيات ثابتة 
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 (.1الشككل   السرعة الطولية لإزاحات نقاط القضيب 0vحيث 
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تكتب معادلة الاىتزازات العرضية  .مساحة المقطع العرضي لمقضيب Fعزم العطالة المحوري,  J ىنا
 عمى النحو الآتي:لمقضيب حسب نموذج كيرخاروف 

(5)                       10;02 222  xuVucvuvu IV 
 (5). غير أنو في التطبيقات العممية تأخذ الحالة 2cإلى  2c ضغط( نستبدل الحد  0Tمن أجل 

 0T .اىتماماً أكبر 
نأخذ  1xو  0xوصف الاىتزازات الخاصة لمقضيب المتحرك بين المشكبكين في النقاط من أجل 

 الشكروط الحدية الآتية:
 (6)                                    01,1,0,0,  tutututu 

 ئذٍ بوضع:. عند[ ]في صيغة عقدية باستخدام فورييو  (5)سنبحث عن حل المعادلة 
     tixUxtu exp,  

 تردد الاىتزاز , xU .تأخذ معادلة الاىتزاز العرضي  (5)بالتعويض في  دالة عقدية يطمب تعيينيما
 لمقضيب الشككل الآتي:

(7)                1,0;0:02 22 
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عمى الشككل  (7)معادلة عام لمحل الث عن السنبح   xkxU ,exp . عندئذٍ نحصل عمى المعادلة المميزة
التي تسمح بتعيين قيم الوسيط العقدي الموجي    4,3,2,1;,,  jRkk j  :عمى الشككل 

(8)                                02 2224  kikRk  
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 عمى الشككل: (8)كتب المعادلة الحالّة لـ نيراري بالاعتماد عمى صيغ ف
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 : يأخذ الشككل (8) وبالتالي الحل العام لممعادلة
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حيث   xU j و  (7)الدوال الذاتية لممسألة  ,, Rkk jj  .قيم موجبة 
فنحصل عمى منظومة معادلات خطية متجانسة بالنسبة لمثوابت  (7)في الشكروط الحدية  (13) نعوض
غير مساوية لمصفر معاً, ىو أن يكون  Cj. عندئذٍ الشكرط اللازم والكافي لكي تكون الثوابت Cjالغير معينة 
 فوفة الرئيسية مساوياً لمصفر. ىذا الشكرط يعطي المعادلة: محدد المص
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بما أن المقادير   ,, Rkk jj    تحدد القيم  (14)المعادلة فإن  (12)معينة وفق الصيغ
الحقيقية لمترددات الخاصة  Rnn , يعتبر الأساس في حل المسألة المطروحة.  (14)معادلة . حل ال

التي تتعمق بقوة الشكد في  R,يظير المعاملات أي بكلام آخر فإن النموذج المعتمد لقضيب متحرك 
 .vالقضيب والسرعة 

يعوض في منظومة ن يجب أ n, فإن كل تردد خاص Cjمن أجل إيجاد الأشككال الخاصة أي 
 أي: (13)و  (7)معادلات متجانسة ناتجة عن 
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 فإن الصيغة العقدية تكتب بالشككل: Cjبعد تعيين جميع الثوابت 

(16)                            xixxUCxU nn
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0,0من أجل  -  R  فإن الدوال الخاصة xU n  حقيقية وتتطابق مع الدوال الخاصة لقضيب
 مثبت بقوة من طرفيو.

. من أجل تظير كدوال صريحة لمتردد  jk (8)فإن جذور المعادلة المميزة  0Rمن أجل  -
ذاتية حقيقية  ترددات n  [6,9]نحصل عمى معادلة بسيطة تحل بالطرق العددية. 

 .[6] فإننا نوجد جذور المعادلة المميزة بالاعتماد عمى طريقة فيراري 0Rمن أجل  -
 مسألة الاىتزازات الخاصة لوتر

22في حالة الاىتزازات العرضية الصغيرة عندما  cV   0 بحدودV(5)المسألة يعبر عن  و( فإن  ,
 بشككل جيبي. في ىذه الحالة تأخذ المسألة الشككل الآتي:  (6)

(17)                           01,0,;02 22  tutuuvcuvu  
ذلك نعتمد الصيغة لمى سبق. , نقدم حميا التحميمي بالاعتماد ع[5,8,10,11]كثيرة الاستخدام  (17)المسألة 

و  (7)من أجل تعيين الترددات والصيغ الخاصة. نحصل بالاعتماد عمى  [12]ليوفيل المعممة  –العقدية لمسألة شكتورم 
عمى المسألة الحدية الآتية من أجل  (17) 22 cv : 

(18)                        0)1()0(:02 2   UUUUiU  
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12يمكن لمسيولة اعتبار  , cc  .قيم الترددات الخاصة حقيقيينn  من أجل  01 U (18)  وبالاعتماد عمى
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cvفإن  0nنلاحظ أنو من أجل    أي أن الاىتزازات الخاصة بجميع أشككاليا تختفي إذا كان
 22 cv . 
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 شككال الاىتزازات المختمفة لوتر متحرك عمى الشككل:أيمكن التعبير عن  (20)و  (19)بالاعتماد عمى 
(21)                   ,....2,1;sinexp 1   nxnvxcinCxU nn  
 حقيقية. معاملات عقدية أو nCحيث 

و  (20)من  nنعوض   (17)من أجل الحصول عمى حل المسألة  xU n  (18)في  (21)من 
 فنحصل عمى الدوال الخاصة:

(22)                     ,....2,1;sinexp, 221   nxnvxtvccinCxtu nn  
لحقيقي والتخيمي لمدالة حقيقية  لا تحوي معاملات عقدية( فإن القسمين ا (17)بما أن المعادلة 

 xtun ىي حمول حقيقية وبالتالي الحل سيكون تركيب خطي ليما بمعاملات حقيقية اختيارية. ىذا يدل عمى  ,
عقدية اختيارية من الشككل:  nCيمكن أن تكون المضاريب  (22)أنو في الصيغ 

nnnnn iRiBAC exp  حيثnR  الطويمة وn  العامة لمحل ىي:الدور. والصيغة الحقيقية 
(23)               

      ,....2,1;sincos, 221   nxnvxtvccnRxtu nnn  
و  0nRحيث:  20  n. 

00وىكذا فإنو من أجل لحظة ابتدائية معينة   tt (23)ذا أعطيت الإزاحة والسرعة بما يتوافق مع إ 
غير والسبب  الرئيسي يعود للاىتزاز  شككل. nسينجز الوتر حركات موجية عرضية بـ  0tفإنو من أجل 

 . [13}غير المتحرك ك نفس الخواص كما في حالة الوتر متزامن, أي أن النقاط المتحركة لا تممال
 

 الاستنتاجات:
يجاد الحل التحميمي. تعطي العلاقات التي  تمت دراسة مسألة الاىتزازات العرضية لقضيب متحرك وا 
حصمنا عمييا الترددات الذاتية للاىتزازات العرضية لقضيب متحرك وعلاقتيا بسرعة الانتقال وشككل الاىتزاز. 

ميمي الذي يسمح بتحديد وتحميل كحالة خاصة درست مسألة الاىتزازات الخاصة لوتر متحرك وتم بناء الحل التح
الترددات والأشككال الذاتية للاىتزاز. تسمح ىذه الدراسة بالانتقال إلى دراسة المسألة العكسية لتحديد السرعة وقوة 

 الشكد في القضيب بالاعتماد عمى الترددات الذاتية للاىتزازات العرضية.
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