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 □ممخّص  □
ييدف ىذا البحث إلى دراسة تذبذب المعادلة التفاضمية نصف الخطية المعممة من المرتبة الثانية ذات      

-  ( ) ,     ( )   -( )  ( ) ,الأعظميالمحايد و الحد   ( ( )  ( ) 
 ( ))  ( ) ن التابعإ إذ،    

( ) بالعلاقةيعطى    ( )  ينكما قدمنا أيضاً مثال. حصمنا عمى معايير جديدة لمتذبذب،  (( ) ) ( )  
 لتوضيح النتائج الرئيسة.

 التذبذب.معايير  – تذبذب –أعظمي  –محايد  – معادلة تفاضمية نصف خطيةكممات مفتاحية: 
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□ ABSTRACT □ 

 
This research aims to study the oscillation of the second order generalized half-

linear neutral differential equation with 

maxima , ( )  ( )-   ( )     , ( )  -  ( ( )  ( ) 
 ( ))    where  ( )  

 ( )   ( ) ( ( )). We obtained some oscillation criteria. Two examples are also 

provided to illustrate the main results. 
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 مقدمة
، في حياتنا ماً في نمذجة العديد من المشكلات التي تصادفنادلات التفاضمية بشكل عام دوراً ميتمعب المعا     

ذات الحد كما تعبر عن الظواىر الطبيعية والفيزيائية بصورة رياضية، وبشكل خاص تمك المعادلات 
في أنظمة التحكم الآلي بنظم لمعادلات ىذه ا تفيد(، إذ Maxima)الأعظميوالأخرى ذات الحد  (،Neutralالمحايد)

حمولًا  ذات الحد المحايد والأعظميقد نجد لنفس المعادلة  يميز ىذا النوع من المعادلات أننا ، إن ما[8]تقنية مختمفة 
(. تمكننا دراسة السموك اللانيائي لحمول المعادلات Non-Oscillatory( وأخرى غير متذبذبة )Oscillatoryمتذبذبة )

التفاضمية ذات الحد المحايد من التنبؤ بنتائج تمك الظواىر الموصوفة، وبالتالي إمكانية السيطرة عمييا والتحكم بيا. من 
 لوصف تمك الظواىر.والأعظمي الحد المحايد المعادلات ذات ىنا تأتي أىمية 

 [5,4,2] بالشكل الآتي: صف الخطية المعممة من المرتبة الثانيةتعطى المعادلة التفاضمية ن
(1 )      , ( )  ( )-   ( ) ( ( )  ( )  ( ))                                   

(   )  إن حيث  .   عدد حقيقي يحقق  ، و ( )      | |   | | 
 بالخواص الآتية: (   ) يتمتع التابع

Ωمستمر عمى المنطقة  1.  ،+ *     حيث إن ،     

(     ) ، أي يحقق العلاقةمن الدرجة الأولى متجانس (   )  2.  ،  من   أياً كانت   (   )   

(   )  العلاقة (   ) يحقق التابع  3.  ،     وذلك من أجل،    

من  (     )، وبالتالي من أجل أي نقطة  ( )وجود ووحدانية الحل لممعادلة (   ) يضمن التابع  4.
Ω ينيحقق الشرط ( ) لممعادلة ( ) ، فإنو يوجد حل:  (  )       

 (  )     ، 
( ) معرفاً بالعلاقة ( ) إذا كان التابع 5. ∫عندئذٍ يتحقق أن  ،(   )   

  

   ( )

  

  
و     

   | |    ( )    . 
ىو أن يممك كل حل من حموليا عدداً لانيائياً من الأصفار عمى مجال ما،   ( )يقصد بتذبذب المعادلة     

 [1] بحيث يممك عدداً منتيياً من الأصفار عمى ذلك المجال.  ( )أما عدم التذبذب فيو أن يوجد حل ما لممعادلة
وضع الباحثان ، بعد ذلك [3]في  ( )الحمول الأساسية لممعادلةŘezníčková و Došlýدرس الباحثان      

Bognár  وDosly  معايير ميمة من أجل تذبذب المعادلة  [2]في( ). 
 الشكل الآتي:ليا الأعظمي المحايد و  المعادلة التفاضمية نصف الخطية المعممة من المرتبة الثانية ذات الحدإن 
  (2 )                  0

[ ( ), ]
[ ] max , 0 ; 0

s t t
r t z t c t f x r t z ts t t


      

 ( ) و( )  ، وأن    يحققعدد طبيعي زوجي    بشرط  ( )معرف كما في المعادلة (   )  إن حيث
  يتمتع بالخواص الآتية: ( ) تابعان موجبان تماماً، والتابع

1 ) ( )    (,     ,  ) 
2 ) ( )    
3 )  ( )    
4 )        ( )     
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( ) فيعطى بالعلاقة،  ( )  التابع أما   ( )  اشتقاقيتابع  ( )  إن حيث،  (( ) ) ( )  
( )   ويحقق أن  ( ) يحقق أن  ( ) التابعبينما ،        ، إضافةً لذلك فإن    

        ( )  . ,      ,  حيث إن،    
بدراسة التابع    [ ]r t z t ، نلاحظ أن

          [ ] [ ] ( ) ( ( ))r t z t r t x t r t a t x t
     

  
، ومنو نلاحظ وجود الحد المحايد

  ( ) ( ( ))r t a t x t
 

  
. 

تذبذب المعادلات التفاضمية نصف الخطية  [7]في  Maríkو Fišnarováدرس الباحثان     
من  ذات الحد المحايد الكلاسيكية من المرتبة الثانية ذات الحد المحايد، ووضعا معايير لتذبذب ىذه المعادلات

عمى إيجاد معيار لتذبذب  [6]في  Fišnarováو Maríkخلال تذبذب المعادلات الكلاسيكية، ثم عمل الباحثان 
 .تذبذب المعادلات الخطية من المرتبة الثانيةخلال المعادلات ذات الحد المتأخر، وذلك من 

المعادلات التفاضمية نصف الخطية بدراسة  [8]آخرون في و Selvarangam اىتم الباحث     
عدة معايير لمعالجة مسألة تذبذب  تالمحايد والأعظمي، حيث وضعالكلاسيكية من المرتبة الثانية ذات الحد 

 حمول ذلك النوع من المعادلات.
سنعرض في القسم الأول من بحثنا بعض التمييديات التي ستساعدنا في الوصول إلى نتائجنا حول     

ثم نبرىن عمى  ( )دلةسنضع بعض المعايير التي تعالج تذبذب المعاف، أما في القسم الثاني ( )تذبذب المعادلة
صحة تمك المعايير، وفي القسم الثالث نعرض مثالًا لمعادلة تفاضمية ذات الحد المحايد والأعظمي ثم نطبق 

 المعايير المذكورة ضمن البحث كي نعالج تذبذب تمك المعادلة.
 أىمية البحث وأىدافو

، وىي معادلة  ( )تأتي أىمية ىذا البحث من أنو يعطي دراسة تحميمية لسموك حمول المعادلة   
في معرفة سموك  ميماً . إن ليذه الدراسة دوراً أعظميتفاضمية نصف خطية معممة من المرتبة الثانية ذات حدٍ 

ر، ولذلك فإن ىذا البحث يعد عمى الظواىر التي تصفيا تمك المعادلة وبالتالي إمكانية التحكم بنتائج تمك الظواى
درجة كبيرة من الأىمية لمباحثين في المجالات العممية النظرية والتطبيقية. ييدف البحث إلى دراسة السموك 

المتذبذبة ، الأعظمياللانيائي لحمول المعادلة التفاضمية نصف الخطية المعممة من المرتبة الثانية ذات الحد 
 .وغير المتذبذبة

 
 بحث ومواردهطرائق ال
يندرج ىذا البحث تحت اختصاص الرياضيات النظرية، وبشكل خاص في مجال نظرية المعادلات    

عمى طرائق الدراسة التحميمية  اً أساسياعتماداً التفاضمية، لذلك فإن التقنيات الرياضية المستخدمة ىنا تعتمد 
 لممعادلات التفاضمية العادية.

 
 



  0219Tartous University Journal.Basic Sciences Series( 3( العدد)3العموم الأساسية المجمد )  طرطوسمجمة جامعة 

 

991 
 

 النتائج والمناقشة:
  .سنعرض في البداية بعض التمييديات التي سنستخدميا لإتمام المبرىنات الموجودة في ىذا البحث     

 :1 تمييدية
( ) ليكن  يحقق إحدى الحالتين الآتيتين: ( ) ، عندئذ( )لممعادلة حلاً    

1 ) ( )   ،   ( )  .   -( )  ( ) ,و    
2 ) ( )    ،  ( )  .   -( )  ( ) ,و    

 برىان:
( ) من أجل (( ) ) بحيث يكون      ، فإنو يوجد    حيث إن ، ( )حل لممعادلة      ، 

( ) ومنو فإن   ( )   ( ) ( ( ))   . 
 :أن نجد ( )من المعادلة

 (3)                                  
[ ( ), ]

[ ] max , 0
s t t

r t z t c t f x r t z ts


      

متناقص، وىنا نميز  ( )  ( ) أصبح لدينا التابع،    -( )  ( ) , ، ومنو فإن     وذلك من أجل
 حالتين:

( )  ( ) إما أن يكون ( )  ، وبالتالي    من أجل كل    ماو موجب تماماً،  ( ) لأن    أن  ا 
( )  ( ) يغير إشارتو إلى السالب ويصبح ، وبالتالي سيحافظ عمى تمك الإشارة لأنو        من أجل    

( )  متناقص، ومنو  .    عندما   
 : 2تمييدية

( ) ليكن  يحقق إحدى الحالتين الآتيتين: ( ) ، عندئذٍ ( )لممعادلة حلاً    
1 ) ( )   ،   ( )  .   -( )  ( ) ,و    
2 ) ( )    ،  ( )  .   -( )  ( ) ,و    

 برىان:
 . 1يتم البرىان بطريقة مماثمة لمتمييدية

 
 :  3تمييدية

( ) إن   لممعادلة الآتية: حلاً  ( )  عندما يكون ( )حل لممعادلة   
 (4 )                               

[ ( ), ]
[ ] min , 0

s t t
r t z t c t f x r t ts z


    

 برىان:
 فإنو لدينا : ( )حل لممعادلة  ( )  بما أن 

 (5 )                         
[ ( ), ]

[ ] min , 0
s t t

r t z t c t sf x r t z t


       

 نجد أن: (   ) حسب الخاصة الثانية لمتابع بو 
(6 )                              

[ ( ), ]
[ ] min , 0

s t t
r t z t c t f x s r t z t


        
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(  )   وبما أن  فإنو يتم البرىان.،  وذلك ميما يكن العدد الحقيقي  ( )     
 [7] : 4تمييدية

 ، عندئذٍ تتحقق المتراجحة الآتية:   و    أعداد حقيقية، حيث  و  و  ليكن لدينا
(7)     

 

    
(   )   

     

                                    
في البراىين القادمة وىي بالعلاقة  سنستخدمياحيث الشييرة، كما نذكر متراجحة يونغ 

.
  


 

 حيث إن , 1عددان حقيقيان موجبان، كما أن 1
1

 
 . 

 الأعظميالمحايد و  التفاضمية نصف الخطية المعممة ذات الحدمعايير تذبذب المعادلة 
∫  ( ) لمتبسيط سنضع 

 

 ( )
  

  

 
. 

 : 1مبرىنة
(  ) مع ( )ليكن لدينا المعادلة (( ) ) ( ) ، إذا كان   

 ( )
اشتقاقي  ويوجد تابع   

( )𝜌متزايد  يحقق الآتي:و ،     وذلك من أجل   
(8                  )

 
0

[ 1( ), ]

( '( )) ( )
limsup ( ) ( ) 1 ( ) ,

( ( )) ( )
max ,1

u s s

t p

p pt
t

s r s
s c s a u dsf

s p




 

 
    

 
  

(9      )

 
 

0

1

[ ( ), ]

1 ( ( )) 1
limsup ( ) 1 ( )

( ) ( )

( )
max ,1

pt

p

t
ut s s

A u p
A s a u ds

A u p r

A s
c

s
s f











  
  

 
  

    
 

 متذبذبة. ( )عندئذٍ تكون المعادلة
 برىان:

( ) غير متذبذبة، عندئذٍ يوجد ( )بفرض أن المعادلة       ، ومنو يوجد    من أجل   
(( ) )  بحيث (( ) )  و    ( ) ومنو فإن،     ذلك أياً كانتو     وىنا نميز حالتين:   

 الحالة الأولى:
( ) عندما تكون    ،  ( ) متزايد  ( ) أن  نجد،     حيث     -( )  ( ) ,و    

( )  أنبما تماماً، و  ( ) وأن ،        لدينا الآتي:فإنو ينتج ، ( )  
(11                  )

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( )(1 ( ))x t z t a t x t z t a t z t z t a t        
 :ومنو فإن

(11                  )
           

[ ( ), ] [ ( ), ]

1max , ( ) 1 ( )max ,p

s t t s t t
s z tf x r t z t f a t ts r z

 



 
   

  وبالتالي نحصل عمى المتراجحة الآتية:
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(12                  )          
[

1

( ), ]
[ ] ma ,1 ( 0( )x)

s t t

pr t z t c t f r t z tz t a s


      

  ( ) لنعرف التابع
 ( )  ( )  ( )| ( )  ( )|

   

    ( )
( ) ، إن  يحقق  ( )  و      من أجل    

 الآتي:
             

       
    

     
2 2

1 1

' '  
  ' '

( )

'
'( ) '( )

( )

p p

p p

r t z t r t z t t r t z t
r t z t

z t z
w t t

t



 

 
  

(13      )
         

 

2

  '
( 1)

(
'

)

'
p

p

t r t z t r t z t
p z t

z t




  

 :نجد أنومنو 

(14      )     

   

1
1

1

1
[ ( ), ]

1

( 1) 
  ( ) max ,

'( )
'( ) 1 ( ) 1 ( )

( )

p

s t t
p

p
w t c t t f w t

t
t r t

t
w t a s





















 :نحصل عمى 4 وبالاستفادة من التمييدية

(15                    ) 

 
     1 [ ( ), ]

'( ) ( )
'( ) 1 ( )  max ,1

p

p p s t t
c

t r t
w t a s

p
t t f

t 





 

  

 :نجد أن  إلى    بالمكاممة من 
(16                    )

 

 
     

1

1 [ ( ), ]
1 ma

'( ) ( )
( ) ( ) 1 (x ,1)

pt

p p u s
t

s
c s

s r s
w t w t

p
s f ds

s
a u






  

 
   

  

 

 :بالتالي نجد الآتي
(17    )   

 

 
     

1

1 [ ( ) ,
1

]
1

' ( ) ( )
( ) m( ) ( ) 1 (ax ,1)

p

p s s

t

p u
t

s r s
w t w t w t a u

p
c s s f ds

s 





 

 
      

  
 

الفرض لدينا ومن 

 
     

1

1 [ ( ), ]

'( ) ( )
1max ,) 1(

p u s s

pt

p

t

s r
c s s

s
a uf

p
ds

s 




  

 
  
 





   وىذا تناقض ،

 .( ) مع تعريف
 الحالة الثانية:
( ) عندما تكون    ،  ( )  ( ) التابع الآن لنعرف .    حيث     -( )  ( ) ,و    

 بالعلاقة 
       

2

1

  ' '
:

( )

p

p

r t z t r t z t
v t

z t




 ،إن ( )   -( )  ( ) ,، وبما أن     من أجل   

( )  فإنو لدينا  ،   
 ( )  ( )

 ( )
 الآتي: نجد ، إلى   ، وبالمكاممة من    من أجل  
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(18                     )      
 

1
1

( ) '( )
t

z l z t r t z t ds
r s

   

 :نجد أن     وعندما 

(19                    )      0 1 ( ) '( ) ( )z z t r t z t A t   
 ومنو فإن

 ( )  ( ) ( )

 ( )
( )    ( ) زوجي فإن   ، وبما أن     ( ) بدراسة التابع ، و    

 ( )
  

( ) أن نلاحظ (  )العلاقة  نو متزايد لأنو مننجد أ

 ( )
.نجد ، وبالاشتقاق( )  ( )   

 ( )

 ( )
/
 

 ومنو ،  
 : فإن

(21                      )   
( ( ) )

( ) ( ) ( ) ( ( ) ) ( ) ( ) ( ( ) ) ( ) 1 ( )
( )

A t
x t z t a t x t z t a t z t z t a t

A t


 

 
      

 
 

 وبالتالي:  
(21            )   

          
[ ( ), ] [ ( ),

1

]

( ( ))
( )max , max ,1 ( )

( )s t t s t t

pf
A s

s z t a sx r t z t f r t
A

z
s

t
 



 

  
   

 
 

 وبالتالي نحصل عمى المتراجحة الآتية:
(22               )   

         
[ ( ) , ]

1 ( ( ) )
( )[ ] max , 01 ( )

( )s t

p

t
r t z t c t f

A s
z t r t z ta s

A s





 
    

 
 

( )  كما أن 

 ( )
 

  

 ( )
(  ( ))

 

 المتراجحة الآتية: نحصل عمى ( ) باشتقاق التابع  و، ( )   
(23               )   

    
           

 

2 2

1

  '
  ' ' ( 1)

( )

'
'

( )

'
'( )

p p

p p
v t

r t z t r t z t r t z t
r t z t p z t

z t z t

 


  

 نجد أن: (  )وبالاستفادة من العلاقة  ،( )    نضرب الطرفين بـ
(24) 

 
 1 1

1
1

1

[ (

1

), ]

( ( ))
( ) '( ) ( ) 1 (

( )
  max ,1 ( 1)

(
) ( )

)( )

p p
p

s t

p

t

v t
c t f p

r

A s
A t v t A t a s A t

A s t

 






 

   
 

  

 نجد أن:، وباستخدام التكامل بالتجزئة  إلى    بالمكاممة من و 

 
 

1

1

1
1

1

[ ( ), ]

1 1 2

1 1

1 1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )

( )

( ( ))
( ) 1 ( )

( )
  max ,1 ( 1)

( )
( )

( )

t

p p p

t

t

p
p

u s s

p

t

A t v t A t v t p A s v s ds
r s

A u
A s a u A s ds

v s
c s f p

r sA u








  

 

   

 
   

 





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( ) وبما أن (  )وباستخدام العلاقة  :فإن   

1

1 2

1 1

1
1 ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )

( )

t

p p

t

A t v t p A s v s ds
r s

      

(25 )  
 

1

1 1

1
1

1

[ ( ), ]

( )
max ,1 (

( ( ))
( ) 1 ( ) ( )

( )
1)

( )

t

t

p

u

p p

s s

v s
c s f p

A u
A s a u A s s

s
d

rA u





 



 
 


 


 

αضع نل  
 

   
βو   منو نجدو    

α
 

 

β
    α β     ، كما نضع   

   

  ( )( ( ))
(   ) 

  

  و 
   

 
   
 

( ( ))
 

 

.، وحسب متراجحة يونغ 
  


 

  أن نجد: 

(26        )          
1 2

1
1 1

( 1) ( ) ( ) ( 1) ( )
p

pp
p

p

p v t A t
p

p
A t p v t A t

 


  
   
 

  

 :نجد أن (  )في العلاقة  (  ) تعويضوب

(27)    
 

1

1 1

1 1

1

[ ( ), ]

( )
max ,

( ( )) 1
( ) 1 ( ) 1 ( ) ( )

( ) (
1

)

pt

p p

t
u s s

A u p
A

A s
s ac s f u ds A t v t

A u p r s








 
 

 

 
   

 
 

1مع محدودية المقدار ، نلاحظ وجود تناقض  تسعى نحو  وعندما 

1 1( ) ( )pA t v t. 
 :2مبرىنة 

(  ) ، وليكناً زوجي   اً عدد  ليكن ويحقق  ( )𝜌وجود تابع موجب تماماً ومتزايد واشتقاقي وبفرض،    
 إذا تحقق الشرط الآتي:عندئذٍ ، ( )الشرط

(28)                    

0

1

1
( )

)
( ) (

(
)

1
p

p

t

p
A ds

p s
s

r

A s
c t K




  

   
  




 

 متذبذبة. ( )فإن المعادلة، ,   ,  ميما يكن
 برىان:

( ) غير متذبذبة، ومنو يوجد ( )لنفرض أن المعادلة  ( ) ، وىنا     جلأمن  ( )حل لممعادلة   
 :1 حسب التمييديةبحالتين إحدى اليحقق 

 الحالة الأولى: 
( ) عندما يكون    ،  ( ) يتم البرىان عمييا بنفس ،     من أجل    -( )  ( ) ,و    

 .1مبرىنة مبرىان الحالة الأولى لخطوات 
 الحالة الثانية:

( ) كونيعندما     ،  ( )  بالشكل ( )  التابع لنعرف .    من أجل    -( )  ( ) ,و    
 ( )  

  ( )  ( )| ( )  ( )|
   

    ( )
( ) ن نجد أ ، ( )        لنفرض أن .    من أجل     ، إن   

( ) لأن  ،      ( ) ( ) فإن ،    وعندما يكون  ،   وىذا تناقض، ومنو فإن   ما لـ عند قيمة   
   ( )   ، لنضع    ميما كان      

(    ) 

  
 عندئذٍ نجد الآتي:، 

(29)                   0 0( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( )x t z t a t x t z t a z t c a c mz t          
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0حيث إن ( )
:

c a c
m

c





 



 :(  )حسب العلاقة بالآن  .

(31)                    
1

1
1

1 [ ( ), ]

( )( ) 
 '( ) max ( ( ),1) ( 1)

( ) ( )

p

p s t t

v tc t
f mz s p

z t t
v

r
t






 





  

 فإننا نجد الآتي: ،متناقص ( ) وبما أن

            
1

1 1
1

1
( )( ( )) 

  ( ) ( 1'( ) )
( ) ( )

p
p

p
v tz t

c t m p
z t

v t
r t


 




 
   

 
 

(31)                     
1

1
1

1
( )

( ) ( 1)
( )

p
p

v t
c t m p

r t







     

 ، وبالتالي نجد أن: ( )    بـ (  ) المتراجحة نضرب طرفي
(32)                                                 

 1

1

1
1

1

1 1
( )

  ( ) (( ) 1)
( )

'( ) ( )p p p
p

p
v t

tA t v t A m
r

t
t

Ap  







    

 ، وباستخدام التكامل بالتجزئة نجد أن: إلى    وبالمكاممة من 

1

1 1 2

1 1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )

( )

t

p p p

t

A t v t A t v t p A t v s ds
r s

      

(33)           

1

1
1

1
11 1(

( )
( ) ( 1)

(
)

)

t

p p
p

t

p
v

A A s
s

s m p
r s

ds 







    

 :الآتي نجد (  )العلاقة باستخدام و 

1

1 2

1 1

1
1 ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )

( )

t

p p

t

A t v t p A t v s ds
r s

      

(34)           

1

1
1

1
11 1

( )
( ) ( (

( )
)1)

p
t

p p

t

p
v s

s m p
r s

A A s ds 






 
 
 
  


   

( ) نأوبما   :فإن   

1

1 2

1 1

1
1 ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )

( )

t

p p

t

A t v t p A t v s ds
r s

      

(35)           

1

1

1

1

1

1
1

( )
( ) ( (

)
)1)

(

t

p p

t

p
pA A s

v s
s m p

r s
ds




 


  
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:αضع نل
1

p

p



:و p  ومنو نجد 

α
 

 

β
    α β ، كما نضع   

     
   

  ( )( ( ))
(   ) 

   و   
   

 
   
 

( ( ))
 

 

.، وحسب متراجحة يونغ 
  


 

 ، نجد 

 :أن

(36)                   
1 2

1
1 1

( 1) ( ) ( ) ( 1) ( )
p

pp
p

p

p v t A t
p

p
A t p v t A t

 


  
   
 

   

 ومنو فإن:

(37)              

1

1

11 1

1 1

1 ( )
1( ) ( ) )

(
) ( (

)

pt

p pp

t

p
A ds A t v t

p r s

A s
s c s m



   
  

 

 
 

  
  

1مع محدودية المقدار نحصل عمى تناقض،       حيث     وبجعل

1 1( ) ( )pA t v t. 
 : 3مبرىنة

(  ) حيث ( )ليكن لدينا المعادلة (( ) ) ( ) ، إذا كان   

 ( )
( )𝜌اشتقاقي ويوجد تابع       

 عندئذٍ إذا تحقق الشرط الآتي:، ( )يحقق الشرط و متزايد 
(38)       

 
 

0 0

1

1

[ ( ), ]

11 ( ( ))
( ) 1 ( )

( )
lim sup ( 1) max ,1

yt

s

p

p

t u s
t t

p c s f d
A u

A s a s dy
r y

u
A u




 


  

     
   

   

 متذبذبة. ( )المعادلةفإن 
 برىان:

( ) غير متذبذبة، ومنو يوجد( )لنفرض أن المعادلة يحقق  ( ) ، وىنا    جلأحل لممعادلة من    
 : 1حسب التمييديةبحالتين إحدى ال
 

 الحالة الأولى: 
( ) عندما يكون    ،  ( ) يتم البرىان عمييا بنفس ،     من أجل    -( )  ( ) ,و    

 .1خطوات برىان الحالة الأولى لممبرىنة 
 الحالة الثانية:
( ) عندما تكون   ،  ( )  أن: (  )، وجدنا من العلاقة     من أجل    -( )  ( ) ,و    

                
[ ( ), ]

1 ( ( ))
( )[ ] max , 01 ( )

( )s t

p

t
r t z t c t f

A s
z t r t z ta s

A s





 
    

 
 

( ) التابع وبما أن 

 ( )
( ) حيث إنب    فإنو يوجد، متزايد  

 ( )
 ومنو نجد الآتي:   

(39)                   
[ ( ), ]

1 1[ ] max
( ( ))

( ) 1 ( )
( )

,p p

s t t
r

A s
M A t a st z t c t f r t t

A
z

s

 



 
     

 
  
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 نجد أن:ومنو 
       

2

( 1) [ ]
p

p r t z t r t z t


    

(41)           
[ ( ), ]

1 1( 1
( ( ))

( ) 1) max 1
( )

,( )
s t t

p pp c t
A s

M A s
s

ft a
A





  
  


 
 

  

 :، نحصل عمى     مع   إلى    وبالمكاممة من
         

1 1

2 2

p p

r t z t r t z t
 

    

(41)           
2

[ ( ), ]

1 1 ( ( ))
( ) 1 ( )

( )
( 1) max ,1

t

u s s
t

p pp c s f
A u

M A
A

ds a
u

su






   
   

 
  

 وبالتالي نجد أن:
(42)          

 
 

 
2

1

1

[ ( ), ]

1 ( ( ))
( ) 1 ( )

(
( 1) max ,1

)

t p

u s s
t

pM A u
A s a uz t p c s f

t A u
ds

r 







  

    
  


 

  

 نجد أن:،      مع   إلى   وبالمكاممة من
(43)         

 
 

2 2

1

1

1

2
[ ( ), ]

1 ( ( ))
( ) 1 ( )

( )
( ) ( 1) max ,1

yt p

u s s
t t

pz t p c
A u

M A s a u
A

s f ds dy
r y u







  

   
  




   

)2مع محدودية المقدار نحصل عمى تناقض (  )وباستخدام الشرط    نحو  وعندما تسعى )z t. 
 أمثمة:
، ولندرس تذبذبيا عن معادلة تفاضمية نصف خطية ذات حد محايد وأعظمي مثالاً نقدم فيما يأتي       

 وفق النتائج التي حصمنا عمييا.   
 :1مثال

 لتكن لدينا المعادلة الآتية:
(44 )(  ( ( )     ( ))

 )        , ( )  -  ( ( )  
 ( ( )     ( ))

 )    
        

( ) ، و   ، و   ، وأن,   ,   عمماً أن  
 

 
عمى  (  ). لندرس تذبذب المعادلة

( )  نلاحظ أن .,    ,المجال   ∫
  

  

  

 
 

 

 
( ) ومنو ،  (( ) ) ( ) أن، كما   

 ( )
   ،

( )𝜌 بالعلاقة ( )𝜌التابع  وباختيار نجد  1وعند تطبيق المعيار في المبرىنة ،    وذلك أياً كانت     
و عندما أن

01

1

4( )a



 فإن: 
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 متذبذبة. (  )فإن المعادلةوبالتالي 

( )𝜌بالعلاقة  ( )𝜌، وباختيار التابع 2وعند تطبيق معايير المبرىنة  نجد ،    وذلك أياً كانت     

1عندما، ,   ,  من أجل نجد أنو، كما اً محقق ( )المعيار 
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 متذبذبة. (  )وبالتالي فإن المعادلة
( )𝜌بالعلاقة  ( )𝜌، وباختيار التابع 3وعند تطبيق معايير المبرىنة  نجد  ،   وذلك أياً كانت     

 الآتي:نجد  ، كمااً محقق ( )المعيار 
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 .(  )في إثبات تذبذب المعادلة 3، وتفشل معايير المبرىنة (  )وبالتالي يختل الشرط

 :2مثال
 لتكن لدينا المعادلة الآتية:
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( ) وأن، 4= عمماً أن   ( )  
 

 
. ,    ,عمى المجال  (  ). لندرس الآن تذبذب المعادلة

( )  نلاحظ أن  ∫
  

  

  

 
 

 

 
( ) ، ومنو  (( ) ) ( ) ، كما أن   

 ( )
 ( )𝜌، وباختيار التابع   

( )𝜌بالعلاقة   فإن: 1لمعيار في المبرىنة ، وعند تطبيق ا   وذلك أياً كانت     
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 متذبذبة. (  )وبالتالي فإن المعادلة
( )𝜌بالعلاقة  ( )𝜌، وباختيار التابع 2وعند تطبيق معايير المبرىنة  ،    وذلك أياً كانت     

 فإن: ,   ,  كما نجد أنو من أجل، اً محقق ( )نجد المعيار 
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 ، كما نجد الآتي:اً محقق ( )نجد المعيار 
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 .(  )في إثبات تذبذب المعادلة 3، وتنجح معايير المبرىنة (  )وبالتالي يتحقق الشرط

 الاستنتاجات
درسنا في ىذا البحث تذبذب المعادلة التفاضمية نصف الخطية المعممة من المرتبة الثانية ذات      

  يحقق اً زوجي   اً عدد  عالجنا ىذا النوع من المعادلات عندما يكون الوسيط الأعظمي، حيث المحايد و الحد

إضافة إلى  2في المبرىنة  (  )، كما توصمنا إلى المعيار1في المبرىنة  ( )و ( )معاييرال، وتوصمنا إلى  
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ذات الحد المحايد و الأعظمي فيما إذا كانت المعادلة  تساعد ىذه المعايير في تحديد، 3في المبرىنة  (  )معيارال
دراسة التذبذب ليذا النوع من التي توصمنا إلييا وفعاليتيا في  النتائج صحة فييما بين ا مثالين كما قدمنا، متذبذبة

 المعادلات.
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