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 □ممخّص □
 

 غير محققة في حساب التفاضل والتكامل تحت أي شرط منفورييو -أن النظرية التكاممية لبيسل المعموممن 
، والذي يحولنا من  f(p) لذلك قمنا بتطبيق تابع متناظر قطبيا ،وباستخدام تكامل فورييو العكسي ثنائي الأبعاد ،الشروط
وذلك من خلال تطبيق بيسل،  azimuthاعتمادا عمى شكل تابع أسي لمزاوية القطبية إلى الصيغة الديكارتية، الصيغة

فورييو محققة فقط في حساب اللامتناىات في الصغر وذلك من أجل بعض النقاط  -سنجد أن النظرية التكاممية لبيسل
 .الشاذة التي تجعل التكامل لا يساوي الصفر

ييو، اللامتناىيات في التمثيل التكاممي، تحويل فورييو، تحويل فورييو العكسي، تحويل بيسل فور  الكممات المفتاحية :
 .الصغر، دوال بيسل
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□ ABSTRACT □ 

 

 

It is clear the  -dimensional Fourier-Bessel Integral Theorem does not hold in 

the Calculus of Limits under any conditions by using  the2-d dimensional invers 

Fourier integral,we applicator the polar Symmetric Function,       which 

transformer from the polar form to the Cartesian form as exponential function Of the 

angle azimuth, that is through application the Bessel functions ,and as the  2d-

dimensional Fourier-Bessel Integral does not hold in the Calculus of Limits, we will 

see, the 2 -dimensional Fourier-Bessel Integral Theorem hold at infinitesimal 

calculus for some the singular points and which at it the integral does not equal the 

zero. 

key words: the integral representation, Fourier transform the inverse Fourier 

transform the Bessel-Fourier transform, the infinitesimal, Bessel functions. 
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 مقدمة .1
فورييو في دراسة انتشار الحرارة وفي دراسة معادلة الموجة وغيرىا من المسائل في -يظير تحويل بيسل

 -النظرية التكاممية لبيسلإن  ة في فروع التحميل الرياضي.ميمة وىذا التحويل وتطبيقاتو لو مكان ،الرياضيات التطبيقية
التابع فإن وتحويمو العكسي عمميتان معرفتان جيدا، لذلك فورييو ثنائي الأبعاد -تضمن أن تحويل بيسل[4-1]فورييو 

 ذلك يكون  ،العكسي يساعد التابع الأصمي أن يضمن التحويل
       ∫    ∫                 

 

 

 

 

                  

 
حساب التفاضل فورييو لا تتحقق في  -فورييو ثنائي الأبعاد والنظرية التكاممية لبيسل-أن تكامل بيسل وبما

 والتكامل

 
 [2].ةيسعى لمصفر والنظرية التكاممية تصبح غير محققنقطة غير شاذة ،عندئذ التكامل السابق.  عندما    

 فورييو ثنائي الأبعاد تتحقق فقط في حساب اللامتناىيات في الصغر أي من أجل أي.-النظرية التكاممية لدوال بيسلإن 
 .[7-6-5] فوق حقيقي تابع

       ∫    ∫                 
 

 

 

 

                      

 
 أىمية البحث وأىدافو: 2.

واستخدام دوال بيسل  ،فورييو باستخدام تابع دلتا المتناظر قطبياً  -إيجاد تحويل بيسل إلى  يدف ىذا البحثي
فورييو، ونجاحيا في حساب  -ودراسة خصائصو وتعريف النظرية التكاممية لدوال بيسل ،وتحويل فورييو ثنائي الأبعاد

 اللامتناىيات في الصغر وفشميا في حساب التفاضل والتكامل.
 

 طرائق البحث ومواده: 3.
في  أيضاً  استخدمناوقدالمعتمدة في مجال التحميل الرياضي والتعريفات تعتمد ىذه الدراسة عمى بعض المفاىيم 

راستنا ىذه تحويل فورييو ثنائي الأبعاد وتحويمو العكسي ودوال بيسل وعرفنا تابع دلتا المتناظر قطبيا وعلاقتو بتحويل د
 فورييو، والبحث ذو صمة وثيقة  في الرياضيات التطبيقية والمسائل الفيزيائية. -بيسل
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 مفاىيم أساسية: 4.
 :تحويل فورييو 1.4

 الخواص الآتية:اعتمدنا عمى لإيجاد تحويل فورييو 
1)    {    }    

 
 يث أن ح     ىو تحويل فورييو العكسي لمتابع

             
 

  
∫       

  
   ∫        

  
                   

  
 

  
∫     

  

  

   
   

 
 

  
 

  
 

  
∫     

  

  

   
   

   

 .[9] تحويل فورييو ثنائي الأبعاد وتحويمو العكسي ودوال بيسلعند دراستنا  الخواص  استخدمنا ىذه
 1نتيجة:

 إن تكامل فورييو غير محقق في حساب التفاضل والتكامل تحت أي شرط من الشروط.

     
 

  
∫ ∫     

  

  

  

  

                       
 2نتيجة:

 إن تكامل فورييو في حساب اللامتناىيات في الصغر يحقق:
 

∫         يتقارب إلى                                   
  

  
 

∫     يتقارب إلى                                
  

  
 

 
 :تحويل فورييو ثنائي البعد 2.4.

 {      }  ∫ ∫       
  

  

  

  

                    

=∫ ∫       
  

  

  

  
                      

                      
 

 :تحويل فورييو العكسي ثنائي البعد 3.4.

   { (     )}  
 

      
∫ ∫         

  

  

  

  

                     

∫ ∫             
  

  

  

  

                          
                      

 وبالمكاممة:
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∫                     
           

 

  

 

 
            

  
 

            

  
      

 
 التكاملات  ذات القوى الفردية تسعى إلى الصفر ويكون لدينا

∫                  
  

 

   
       

  
    

       

    
    

       

      
     

            
 
 

 وبشكل مشابو 

∫                     
           

 

  

 

 
              

  
 

              

  
      

    
       

  
    

       

    
    

       

      
                 

                   ∫    
 

 

                  

       فورييو لمتابع–تحويل بيسل  نإ  

 
 

 يحقق ىذا التحويل الخاصتين:

         {
      

 
}    ∑       

 

 

          

         {
      

 
}            

 ىان ذلك لدينا:ر لب

       {
      

 
}    ∫       

 

 

          
                         

 
      فورييو لمتابع -تكامل بيسل

 
 

 ـ:بما أن تابع دلتا القطبي ىو التحويل العكسي ل
       

               
 

       فورييو لمتابع-بالتالي تكامل بيسل

 
 يعطى بالشكل: 

      

 
   ∫                  

 

 

 
 

  .فورييو ثنائي الأبعاد لتابع متناظر قطبيا–تحويل بيسل
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 -1-مبرىنة
       لمتناظر قطبيافورييو ثنائي الأبعاد لمتابع ا -تحويل بيسل

 [10]        زاوية بالنسبة إلى  وبمساعدة تابع بيسل 
 يعطى بالعلاقة:

       {    }    ∫                
 

 

 

   ∫                         
 

 

 

 البرىان:
            يعطى بالعلاقة:ي الأبعاد لمتابع المتناظر قطبيا تحويل بيسل فورييو ثنائ

       {    }    ∫ ∫                        

 

 

 

 

 
 وباستبدال:

                                  
                                                         

           ∫      ∫                              
  

 

 

 

 

 ∫      
 

 

∫                      
  

 

 

 بوضع     يصبح التكامل بالشكل

 ∫      
 

 

∫                  
    

  

 

 :بما أنو              تابعدوري بدور    

 ∫      
 

 

∫                  
  

 

 

 وبالمكاممة 

∫               ∫    
         

 

  

 

 
            

  

  

 

 
            

  
      

    
     

  
    

     

    
    

     

      
               

 لذلك

       {    }    ∫                
 

 

 

   ∫                         
 

 

 

 :3نتيجة
 فورييو العكسي ثنائي الأبعاد يعطى بالعلاقة:–تحويل بيسل 

   
      

{    }  
 

  
∫                      √  
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  ∫                           
 

 

 

 البرىان:
 فورييو العكسي  ثنائي الأبعاد لمتابع المتناظر –تحويل بيسل 

  (     )  .قطبيا              

   
      

{    }  ∫ ∫                        

 

 

 

 

 

 
 
 

 وباستبدال:
                                    

                                                  
 

 

  
∫      

 

  
∫                               

  

 

 

 

 

 
 

  
∫      

 

  
∫                     

  

 

 

 

 

 بوضع     

 
 

  
∫      

 

  
∫                 

  

 

 

 

 
 

 وبالمكاممة:

∫              ∫    
         

 

  

 

 
            

  

  

 

 
            

  
      

    
     

  
    

     

    
    

     

      
               

 لذلك

   
      

{    }  
 

  
∫                

 

 

 

   ∫                           
 

 

 

 
 :فورييو -النظرية التكاممية لبيسل 4.4.

فورييو ثنائي الأبعاد وتحويمو العكسي عمميتان -فورييو  تضمن أن تحويل بيسل -النظرية التكاممية لبيسل
 أي أن :لذلك التابع العكسي يساعد التابع الأصمي أن يضمن التحويل  معرفتان جيدا،

       ∫    ∫                 
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فورييو غير محققة في –لكن في حساب التفاضل والتكامل ،ىذا التكامل شاذ ،والنظرية التكاممية لبيسل 
 .[8] حساب التفاضل والتكامل تحت أي شرط من الشروط

 :4نتيجة
 فورييو تفشل في حساب التفاضل والتكامل. -النظرية التكاممية لبيسل

 البرىان:

       ∫    ∫                 
 

 

 

 

            

     ∫           ∫         
 

 

 

 

                

 أن التكامل:     يمكن أن نبين ذلك في النقطة 

     ∫                     
 

 

∫           
 

 

 

 .غير منتو  
 البرىان:

             تحقق المعادلة التفاضمية لبيسل 
                  

 ب    )*(وبضرب المعادلة
                      
 

  
                  

 

  
{              }-         

 بالمكاممة:

   ∫       
 

 

{              } 
  

               
        

بالقسمة عمى    :  

∫          
 

 

    
 

 
  {[  

     ]
 
          } 

  
 كبيرة يكون :   من أجلو فإن

[  
     ]

 
 

 

   
        

 

 
  

          
 

   
        

 

 
  

 كبيرة يكون :   فإنو من أجل
 

 
  {[  

     ]
 
          } 

 

  
  

      لذلك من أجل

∫                    
   

(
 

  
  )   
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فورييو لا تتحقق في حساب التفاضل  -فورييو ثنائي الأبعاد والنظرية التكاممية لبيسل-وبما أن تكامل بيسل

 والنظرية التكاممية تصبح غير محققة.يسعى لمصفر ( نقطة غير شاذة عندما     والتكامل ،عندئذ التكامل السابق
 1مبرىنة 

 فورييو ثنائي الأبعاد. -شروط حساب التفاضل والتكامل غير كافية لمنظرية التكاممية لبيسل
 البرىان:

 في التاليةيتم ذكر شروط حساب التفاضل والتكامل [11,10]
∫.تقارب التكامل -1       √ 

 

 
   

:وجود النياية -2  
 

   
   

∫      ∫                    
 

 

 

 

 

 
شروط حساب التفاضل والتكامل غير فإن لذلك أبداً من الواضح من الشرط الأول أن الشرط الثاني غير محقق 

 فورييو ثنائي الأبعاد.–كافية لمنظرية التكاممية لبيسل 
 :2مبرىنة 

      فورييو ثنائي الأبعاد لمتابع المتناظر قطبيا -تحويل بيسل
        زاوية ل بالنسبة إلى وبمساعدة تابع بيس

 يعطى بالعلاقة:

       {    }    ∫                
 

 

 

   ∫                         
 

 

 
 البرىان:

 يعطى بالعلاقة               تحويل بيسل فورييو ثنائي الأبعاد لمتابع المتناظر قطبيا 

       {    }    ∫ ∫                      

 

 

 

 

 
 وباستبدال:

                                    
                                                           

           ∫      ∫                                
  

 

 

 

 

 ∫      
 

 

∫                      
  

 

 

 بوضع     يصبح التكامل بالشكل
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 ∫      
 

 

∫                  
    

  

 

 فإن التكامل  السابق يصبح    تابع دوري بدور               وبما أن

 ∫      
 

 

∫                  
  

 

 

 وبالمكاممة

∫               ∫    
        

 

  

 

 
           

  

  

 

 
           

  
      

    
     

  
    

     

    
    

     

      
               

 لذلك

       {    }    ∫                
 

 

 

   ∫                         
 

 

 

 :5نتيجة
 فورييو العكسي ثنائي الأبعاد يعطى بالعلاقة:–تحويل بيسل 

   
      

{    }  
 

  
∫                      √  

    
 

 

 

 

  ∫                           
 

 

 
 البرىان:

  قطبياً  فورييو العكسي  ثنائي الأبعاد لمتابع المتناظر– تحويل بيسل
 (     )        

   
      

{    }  ∫ ∫                        

 

 

 

 

 

 وباستبدال:
                                    

                                                  

 
 

  
∫      

 

  
∫                                   

  

 

 

 

 

 
 

  
∫      

 

  
∫                     

  

 

 

 

 

 بوضع     

 
 

  
∫      

 

  
∫                

  

 

 

 

 
 وبالمكاممة:
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∫              ∫    
        

 

  

 

 
           

  

  

 

 
           

  
      

    
     

  
    

     

    
    

     

      
               

 لذلك

   
      

{    }  
 

  
∫                

 

 

 

   ∫                           
 

 

 
 

 فورييو: -النظرية التكاممية لبيسل
فورييو ثنائي الأبعاد وتحويمو العكسي عمميتان -فورييو  تضمن أن تحويل بيسل -النظرية التكاممية لبيسل

 ذلك يكون ،التابع العكسي يساعد التابع الأصمي أن يضمن التحويلفإن معرفتان جيدا، لذلك 

       ∫    ∫                 
 

 

 

 

            
فورييو غير محققة في حساب –التفاضل والتكامل ،ىذا التكامل شاذ ،والنظرية التكاممية لبيسل لكن في حساب 

 التفاضل والتكامل تحت أي شرط من الشروط
 3مبرىنة 

 ي الأبعاد.نائفورييو ث -ظرية التكاممية لبيسلشروط حساب التفاضل والتكامل غير كافية لمن
 البرىان:

.[12] في التاليةيتم ذكر شروط حساب التفاضل والتكامل   

.∫       √ 
 

 
تقارب التكامل -1    

 وجود النياية: -2
 

   
   

∫      ∫                    
 

 

 

 

 

 لا توجد شروط عمى      من الواضح من الشرط الأول أن الشرط الثاني غير محقق لذلك شروط حساب
 فورييو ثنائي الأبعاد.–التفاضل والتكامل غير كافية لمنظرية التكاممية لبيسل 

فورييو ثنائي الأبعاد تتحقق فقط في حساب اللامتناىيات في الصغر أي من أجل -النظرية التكاممية لدوال بيسل
 (hyper real) تابع أي.

       ∫    ∫                 
 

 

 

 

            

     ∫           ∫         
 

 

 

 

                
 في حساب اللامتناىات يكون  :برىانال
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             ∫ ∫                 
  

  

  

  

       

                   ∫                    
 

 

 

     ∫ ∫              
 

 

 

 

∫                     
 

 

      

   بالمكاممة بالنسبة لـ
     ∫           ∫         

 

 

 

 

                

 بإعادة ترتيب التجميع:

       ∫     ∫             
 

 

 

 

                 

 اللامتناىيات.فورييو ثنائي الأبعاد محققة فقط في حساب –النظرية التكاممية لبيسل فإن لذلك 
 ىو:      فورييو ثنائي الأبعاد لمتابع-عندئذ تحويل بيسل

  ∫     
 

 

             

 يتقارب لتابع فوق حقيقي            
  لا نيائي مثل تابع دلتا

 ىو           فورييو العكسي لـ–وتحويل بيسل 

  ∫          
 

 

             

حقيقيفوق          يتقارب لتابع 
فورييو في حساب اللامتناىيات في الصغر.-ىذا يعيد تأسيس وجود تحويل بيسل  

 فورييو:–شروط وجود تحويل بيسل 
 تابع فوق حقيقي عندئذ:      إذا كان

  ∫     
 

 

                       

  ∫          
 

 

                      

 
 نتائج والتوصيات: ال

لا بد في نياية ىذا البحث أن نشير إلى بعض النتائج وبعض القضايا التي نوصي بيا لمتابعة البحث 
 من مختمف الحالات: 

فورييو ثنائي الأبعاد -فورييو تضمن أن تحويل بيسل -النظرية التكاممية لبيسلإن  -1
العكسي يساعد التابع الأصمي أن يضمن وتحويمو العكسي عمميتان معرفتان جيدا، لذلك التابع 

 .التحويل المناسب لموصول الى النتيجة المطموبة
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ي ففورييو ثنائي الأبعاد محققة فقط في حساب اللامتناىات –ن النظرية التكاممية لبيسل إ -2
فإن ول والثاني السابقين ، لذلك محققة لمشرط الأشروط  لو  توجدلا     الصغر، ومن الواضح بان التابع 

 .فورييو ثنائي الأبعاد–لمنظرية التكاممية لبيسل التفاضل والتكامل غير كافية  شروط حساب
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