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 □ممخّص □
سيغـل  –د ــوايتيي –ة نيويل ــة لمعادلــاد حمول تقريبيّ ــــة تكراريّـة لإيجــة عدديّ ـــث طريقــيقدّم ىذا البح       

بة نحصل ــة بتقريبـات مناسـة التفاضميّ ـتقات المعادلـتبدال مشـــة عمى اســة الجزئيّــة. تعتمـد ىذه الطريقـالتفاضميّـ
ل المعادلة التفاضمعمييا مـن تعريف ا ة غير الخطية إلى جممة من المعادلات يّـة الجزئيلمشتق، وبالتالي تُحوَّ

و ـة الحلّ العـددي وتوافقاختبار دقـّجرى ـة. اد عمى طريقـة نيوتن التكراريّ يا بالاعتمالجبرية غير الخطية، يتم حمّ 
مع  اــمنا إلييــالتي توصّ  ن ومقارنة النتائجألتيـن مختمفتيــــــريقة عمى مســلال تطبيـق الطق من خمع الحــل الدقيــ

 ن خلال دراســة تواؤم واستقرار الطريقة المقترحة.ــالأخرى، وكذلك مطرائـــــق ض الـنتائج بع
سيغل، الفروق المنتيية  –وايتييد  –المعادلات التفاضمية الجزئية غير الخطية، معادلة نيويل الكممات المفتاحية: 

 نيكمسون، تواؤم، استقرار.-سيّة، كرانكالأ
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□ ABSTRACT □ 

 

     This work presents a numerical iterative method for computing approximate 

solutions of Newell-Whitehead-Segel partial differential equation. This method depends on 

replacing the derivatives of the numerical solutions by suitable approximations which can 

be derived from the definition of the derivative,  so the partial differential equation 

transfers to a system of nonlinear algebraic equations, that can be solved by Newton 

iterative method. The accuracy of the numerical solution and its consistency with the exact 

solution is tested by solving two different problems and comparing the results with other 

numerical results, also by studying the consistency and stability of the proposed method. 

Keywords: Nonlinear partial differential equations, Newell-Whitehead-Segel 

equation, exponential finite difference, Crank-Nicolson, consistency, stability. 
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 مةقدّ م
تأتي أىمية المعادلات التفاضمية الجزئية من كونيا تشكل نماذج رياضية لمعديد من المسائل      

، سيغل–وايتييد–ا معادلة نيويلمنيو ، المتعمقة بالصوت والحرارة والكيرباء الساكنة وتدفق الموائع والمرونة وغيرىا
 ع لمحمل الحراري لـالسموك الديناميكي بالقرب من نقطة التفرّ تصف  وىي ،(NWS)يرمز ليا اختصاراً بـ  إذ

Rayleigh-Benard تطبيق ىذه المعادلة عمى العديد من  . وفضلًا عن ذلك، تمّ لسائل مزيج من سائمين
ات مسألة عدم استقرار فاراداي، والبصريّ  ،لا الحصر عمى سبيل المثال ،نياعة، نذكر مالمسائل في أنظمة متنوّ 

 وبعض النظم البيولوجية. ،والتفاعلات الكيميائية ،ةيّ الخطّ غير 
 9191 عامالفي Whitehead و Newell :نيث  وايتييد عمى يد الباح  –ظيرت في البداية معادلة نيويل

 بالشكل: [10]
                                                                    

 ، وأصبحت بالشكل الآتي:[13]( في العام نفسو في 9تعديلًا عمى المعادلة ) Segelأجرى  ثمّ 
                                                                
أو  ،الطول لدرجة الحرارة في سمك رفيع ولانيائيّ  يّ غير خطّ  اً توزيع   ، قد تمثّل        حيث

 ثوابت حقيقية مع   و   و  حيث  ؛قطر صغير يالطول ذ تعبّر عن سرعة جريان السائل في أنبوب لانيائيّ 
 عدد صحيح موجب.    و     

بطرائق مختمفة؛  (NWS)قدّم العديد من الباحثين حمولًا دقيقة لبعض مسائل القيم الابتدائيّة لمعادلة      
تحميمية باستخدام طريقة الاضطراب  وآخرون حمولاً  Nourazarأوجد  [11]في البحث  1199ففي عام 

بحمّيا مستخدماً طريقة تحويل لابلاس مع طريقة الاضطراب  Jassimقام  1192ثمّ في عام اليوموتوبي، 
، ثمّ [14]طريقة التكرار المتغيّر لحمّيا في  SOORIاستخدم  1199في عام و ، [8]اليموتوبي في البحث 

. وبسبب مصادفة ىذه المعادلة مع وجود [12]في  Heطريقة التكرار المتغيّر لـ  Kumarو Prakashاستخدم 
 Macías-Díazشروط حدية ابتدائية، كان لا بدّ من المجوء إلى التحميل العددي لإيجاد حمول تقريبية، إذ قام 

بإيجاد حلّ تقريبي ليا باستخدام طريقة المحافظة عمى التناظر غير  1199في العام  Ruiz-Ramírezو
و آخرون  Zahra[، وكذلك قدّمت  في ] (non-standard symmetry-preserving method)القياسي 

كما قدّم  ة،التكعيبي Bحلّاً تقريبيّاً لممعادلة، مع شروط ابتدائية وحدّية بطريقة شرائح  1192[ في العام   في ]
Akinlabi و Edeki  حلّاً تقريبياً لممعادلة مع شروط ابتدائية، باستخدام طريقة   [2]في  1192في العام

 التحويل التكراري المضطرب.
المستخدمة في إيجاد حمول تقريبية لمسائل  العددية إن طريقة الفروق المنتيية إحدى أىم الطرائق     

 وأوجد حمولاً  1112 طريقة الفروق المنتيية الأسيّة عام [3]في البحث  Bahadirفقد استخدم قيم حديّة ابتدائية، 
بتطبيق طريقة الفروق المنتيية الأسيّة  [7]في  1192 وآخرون في عام Inanكما قامت ، KDVتقريبية لمعادلة 

بحل معادلة  وآخرون Celiktenم اق 1192وفي عام  ،المعمّمة Burgers-Huxleyة لحل معادلة منيّ الضّ 
Burger  [1]وفي البحث  ،[5]المعدّلة بأربع طرائق مختمفة لمفروق المنتيية الأسيّة الصريحة في البحث 

استخدم انجرو وآخرون طريقتي الفروق المنتيية الضّمنيّة والفروق المنتيية الضّمنيّة كمّيّاً وأوجدوا حمولًا تقريبيّة 
 .1191عام  الجزئيّةاضميّة التف (NWS)لمعادلة 
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 أىدافوة البحث و يّ أىمّ 
 مع شروط (NWS)سيغل –وايتييد–ييدف ىذا البحث إلى إيجاد حمول عددية تقريبية لمعادلة نيويل     

 ، أي المسألة ذات الشكل:من نوع ديرخميو يةحدّ  –ابتدائية
                                    

             
                            

و يمكّن الباحث ية ىذا البحث من أنّ وتأتي أىمّ  ،نيكمسون-ريقة الفروق المنتيية الأسية بصيغة كرانكطباستخدام  
  . من إيجاد حمول تقريبية لبعض المسائل التي يصعب حمّيا تحميمياً 

  
 هطرائق البحث وموادّ 

في مجال المعادلات التفاضمية  وبشكل خاصّ  ،التطبيقيةيندرج ىذا البحث تحت اختصاص الرياضيات      
 التقنيات الرياضية المستخدمة ىنا، تعتمد بشكل أساسي عمى الطرائق العددية لحلّ  والتحميل العددي، لذلك فإنّ 

 حسابات الرياضية.لم Scilabامج نة وبر يّ المعادلات التفاضمية الجزئية غير الخطّ 
 
 المناقشة:النتائج و 

ℜ التعريف منطقةتحويل تعتمد طريقة الفروق المنتيية عمى        {                  } 
 :كالآتي نحصل عمى ىذه العقد ،اً منتظم اً تقطيع ياعيبتقطوذلك  ،(     )إلى شبكة من العقد 

  
   

  
     و   

   

  
   

                   و                                                                          : يكونف
نحصل  من ثمّ ، و نحصل عمييا من تعريف المشتقّ  ،ات المعادلة التفاضمية الجزئية بتقريبات مناسبةاستبدال مشتقّ  ثمّ 

لمعادلة التفاضمية ا لحلّ تقريبية  نحصل عمى قيم ،الطرائق المناسبة بحمّيا بإحدىو  ،عمى جممة من المعادلات الجبرية
 .[6] الجزئية عند ىذه العقد

 :(CN-EFD)  نيكمسون-ة بصيغة كرانكيّ طريقة الفروق المنتيية الأسّ 
، إذ يمكن كتابة نيكمسون-الأسيّة بصيغة كرانكبطريقة الفروق المنتيية     التقريبي لممعادلة  سنوجد الحلّ      

 بالشكل:     المعادلة 
     

  

  

  
 

     

  
* 

   

   
       +                                  

 بالشكل:    ، عندئذٍ تصبح         وبفرض 
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       +                                       

 :نيكمسون-لكرانكالصيغة الأسية  المعادلة باستخدام تصبح
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  تمت القسمة عمى العقدة 
 .[4]بالاعتماد عمى البحث   

بالاعتماد عمى طريقة غير خطّية، لذلك سنوجد حمّيا  الجبرية معادلاتالمن جممة     العلاقة  تمثل
 نيوتن التكرارية، التي نمخّصيا بالخطوات الآتية:

 بالشكل الآتي:     نكتب الجممة  أوّلًا:   
                                                                                  

[             ]   حيث   
  ]    و   

   
   

   
        

   
]
 
 . 

 نفترض أنّ الشرط الابتدائي لممسألة المدروسة ىو قيمة ابتدائية لمحلّ التقريبي. ثانياً:   
من علاقة نيوتن        ، نحسب المقداروحتى يتحقّق التقارب          من أجل  ثالثاً:   

 :التكرارية
           (    )

  
  (    )                                        

 .      عند      ىي مصفوفة جاكوبي لمدالة (    )   حيث 
الحلّ في الخطوة الزمنية السابقة. يتوقّف تكرار  عند كلّ خطوة زمنية، نعتمد عمى       ولإيجاد الحلّ 

‖(    ) ‖عندما يتحقّق الشرط      نيوتن
 

أو      ؛ إذ يتحقّق التقارب عادةً من أجل     
   . 
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   النظيم الخطأ وفق  بحسابالدقيق لممسائل المدروسة  مقارنتيا مع الحلّ  تمّ تس ،ة النتائجلاختبار دقّ 
 :الآتيتين بالعلاقتين عمى الترتيب نيالمعرّف   والنظيم 

       
 ‖   ̅‖          |    ̅ |                       

       
 ‖   ̅‖  (  ∑ |    ̅ |

    
   )

 

                             
 التقريبي لممسألة. ىو الحلّ  ̅ الدقيق و ىو الحلّ   حيث 
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 ودراسة التواؤم: الاقتطاع خطأتقدير 
سيتم نشر التابع الأسي بسمسمة تايمور، ثم اقتطاع السمسمة والاكتفاء بالحدين الأول والثاني، فتصبح العلاقة      

 بالشكل:    
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 نجد:     ، بتعويض العلاقات السابقة في العلاقة عندئذٍ 
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      )              

وىذا يبيّن  سيغل-وايتييد-معادلة نيويل تسعى إلى      العلاقة فإن         وبالتالي عندما
 .     مع معادلة     تواؤم العلاقة 

 .            تبيّن أن خطأ الاقتطاع من الرتبة      كذلك فإن العلاقة 
 دراسة الاستقرار:

، ولذلك نحتاج لكتابة Von-Neumann [15]دراسة الاستقرار بالاعتماد عمى طريقة  ستجري     
 بالشكل الخطي، باعتبار:     العلاقة 

(  
 
)
   

  )  ثابت   
   

)
   

 ثابت   
 :    فيصبح الشكل الخطي لمعلاقة 
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  بتعويض 

 
 نجد:     في                    

            
  

   

 
 

    

 
          

 

  
   

 
 

    

 
          

 

                                    
 ىو الحل المتعمق بالزمن.  ىو العدد الموجي،   حيث 

| |شرط الاستقرار ىو    . 
 :ومناقشة الاستقرار العددية الاختبارات

كذلك  [،9] مع مقارنة النتائجو ، نموذجيتين ليما حلّ تحميمي مسألتين عمى ة المقترحةاختبار الطريق سيتمّ 
وذلك لكل مسألة،  محل العدديسطحاً ل آخر يمثّل وشكلاً  ،التقريبي الدقيق مع الحلّ  لمحلّ  اً توضيحي شكلاً سنورد 

 لمحسابات الرياضية. Scilabباستخدام برنامج 
 [9](: 1مثال )

                     [   ]  [   ] 

                                                                  (   
  

√  )
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  ولدينا الحلّ الدقيق           
تصبح       ، وبفرض أن              لدراسة استقرار المسألة السابقة نعوض 

 بالشكل:     العلاقة 
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| |نجد أن   دوماً، فالطريقة مستقرة دون شروط.   
      ، وذلك من أجل[9مقارنة نتائج الطريقة المقترحة مع النتائج الواردة في ]( 1( و)9يبيّن الجدولان )

 )عمى الترتيب(.        و       و
بطريقة                    و       ( الحلّ الدقيق مع الحمول العددية من أجل 9يوضّح الشكل )

(CN-EFD).  
 .(CN-EFD)بطريقة                  ( الحل العددي من أجل 1كما يوضح الشكل )
 .       من أجل  [1]وطرائق  (CN-EFD)(: يُظير مقارنة الخطأ بطريقة 1الجدول)

             Method    

                  

2.823E-12 3.836E-12 1E-7 1E-7 1.586E-4 0.166E-4 IFD   =10
-2

 

2.114E-10 2.846E-10 7.3E-6 9.9E-6 2.1159E-3 2.7245E-3 FIFD 

1.910E-10 0.594E-10 6.8E-6 9.2E-6 1.9706E-3 2.6423E-3 CN-EFD 

2.299E-13 3.120E-13 8.64E-9 1.174E-8 1.79E-5 0.44E-5 IFD   =10
-3

 

1.844E-10 0.502E-10 6.7E-6 9.1E-6 2.073E-4 0.690E-4 FIFD 

E-101.804 0.496E-10 6.6E-6 9.1E-6 1.939E-4 0.615E-4 CN-EFD 

0.443E-14 3.431E-14 6.69E-10 9.095E-10 3.8E-6 5.1E-6 IFD   =10
-4

 

1.818E-10 0.488E-10 6.6E-6 9.2E-6 1.80E-5 2.53E-5 FIFD 

E-101.816 0.486E-10 6.6E-6 9.2E-6 1.75E-5 0.49E-5 CN-EFD 

 
 .        من أجل  [1]وطرائق  (CN-EFD)(: يُظير مقارنة الخطأ بطريقة 2الجدول)

             Method    

                  

0.863E-12 3.917E-12 1E-7 1E-7 1.571E-4 0.145E-4 IFD   =10
-2

 

2.115E-10 0.863E-10 5.7E-6 7.6E-6 2.1758E-3 0.7738E-3 FIFD 

1.910E-10 0.626E-10 5.9E-6 8.2E-6 E-21.0901 1.8055E-2 CN-EFD 

0.725E-13 3.714E-13 9.923E-9 1.358E-8 1.60E-5 0.01E-5 IFD   =10
-3

 

1.843E-10 0.509E-10 6.7E-6 9.2E-6 0.148E-4 0.754E-4 FIFD 

1.824E-10 2.505E-10 6.6E-6 9.1E-6 0.216E-4 0.713E-4 CN-EFD 

2.440E-14 4.086E-14 6.08E-10 8.323E-10 0.1E-6 0.9E-6 IFD   =10
-4

 

1.817E-10 0.498E-10 6.6E-6 9.1E-6 0.20E-5 0.70E-5 FIFD 

1.815E-10 2.494E-10 6.6E-6 9.1E-6 1.97E-5 0.69E-5 CN-EFD 
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 ((CN-EFD( بطريقة 1والحمول العددية لممثال )(: يُظير الحلّ الدقيق 1الشكل )

 

 
 ((CN-EFD( بطريقة 1(: يُظير الحلّ العددي لممثال )2الشكل )

 
 [9](: 2) مثال

                     [   ]  [   ] 
           

 

   
 

 

√ 

                                                                               

       
 

   
 
  
 

                    
 

   
 

 

√ 
 
  
 

                                    

.        
 

   
 

 

√ 
 
  
 

 الدقيق   ولدينا الحلّ    

 
| |فنجد أن     ندرس استقرار المسألة بشكل مشابو لدراسة استقرار المسألة  دوماً، والطريقة مستقرة    

 دون شروط.
، وذلك من [9( مقارنة نتائج الطريقة المقترحة مع النتائج الواردة في ]2( و)3يبيّن الجدولان )

 )عمى الترتيب(.        و       و      أجل
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         بطريقة           و       من أجل  ةالعددي ولالحممع الدقيق  الحلّ  (3)الشكل يوضّح 
(CN-EFD).  

 .(CN-EFD)بطريقة                  ( الحل العددي من أجل 2كما يوضح الشكل )
 .       من أجل  [1]وطرائق  (CN-EFD)(: يُظير مقارنة الخطأ بطريقة 3الجدول)

             Method    
                  

3.528E-10 4.812E-10 6E-7 9E-7 9.87E-5 1.348E-4 IFD   =10-2 

3.787E-8 5.104E-8 6.1E-6 8.0E-6 1.7735E-3 0.1889E-3 FIFD 

E-83.488 4.738E-8 .8E-65 .8E-67 E-31.6789 0.1365E-3 CN-EFD 

3.152E-11 4.296E-11 5.687E-8 7.756E-8 1.26E-5 1.45E-5 IFD   =10-3 

3.363E-8 4.622E-8 6.07E-5 8.32E-5 1.752E-4 0.171E-4 FIFD 

E-83.334 4.565E-8 E-56.20 8.04E-5 E-41.664 0.103E-4 CN-EFD 

3.874E-13 5.245E-13 6.757E-

10 

9.216E-10 1.8E-6 2.5E-6 IFD   =10-4 

3.301E-8 4.551E-8 6.00E-5 8.00E-5 1.60E-5 0.12E-5 FIFD 

E-83.318 4.547E-8 E-55.99 8.01E-5 E-51.59 0.28E-5 CN-EFD 

 

 .        من أجل  [1]وطرائق  (CN-EFD)(: يُظير مقارنة الخطأ بطريقة 4الجدول)
             Method    

                  

3.562E-10 4.866E-10 6E-7 9E-7 9.81E-5 1.340E-4 IFD   =10-2 

3.788E-8 5.115E-8 6.3E-6 8.0E-6 1.8000E-3 0.0197E-3 FIFD 

E-83.488 4.744E-8 5.9E-6 8.1E-6 1.1496E-0 1.6049E-0 CN-EFD 

3.448E-11 4.713E-11 6.221E-8 8.503E-8 1.22E-5 1.37E-5 IFD   =10-3 

3.361E-8 4.620E-8 6.06E-5 8.32E-5 1.825E-4 0.028E-4 FIFD 

E-83.330 4.566E-8 E-56.21 8.04E-5 E-41.719 0.180E-4 CN-EFD 

2.519E-12 3.440E-12 4.627E-9 6.324E-9 1.0E-6 1.6E-6 IFD   =10-4 

3.302E-8 4.551E-8 6.00E-5 8.00E-5 1.73E-5 0.19E-5 FIFD 

E-83.317 4.548E-8 5.99E-5 8.00E-5 E-51.72 0.17E-5 CN-EFD 

 

 
 ((CN-EFD( بطريقة 2لممثال ) الدقيق والحمول العددية : يُظير الحلّ (3)الشكل 
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 ((CN-EFD( بطريقة 2(: يُظير الحلّ العددي لممثال )4الشكل )

 
ة بتصغير و تزداد ىذه الدقّ ، وأنّ ةعالية ذات دقّ  ةالمقترح الطريقةنتائج  ( أنّ 2)-(9نستنتج من الجداول )

 الحمول التقريبية العددية تتقارب بسرعة إلى الحلّ  أنّ  (3)و (9) كما نلاحظ من الشكمين؛   خطوة الزمن 
 الدقيق.

 ل التقارب:دقّة الطريقة ومعدّ 
  :[9] العلاقةم استخدبادقّة الطريقة ر تقدي سيتمّ 

  *
∑ |    ̅ |

  
   

∑ | ̅ | 
 
   

+

 
 

                                                  

 التقريبي لممسألة. ىو الحلّ  ̅ الدقيق و ىو الحلّ   حيث 
  :[9] يُحسب معدّل التقارب من العلاقة من ثمّ و 

         (
   

 
  
 

)                                             

   و    حيث 
  

   و ،    معرّفان بالعلاقة   
   

 
 .ىو طول خطوة الموضع    أنّ  أي ؛

     و    من أجل (CN-EFD)طريقة باستخدام     ل التقارب لممثال معدّ  (2)الجدول يبيّن 

 . رة مع قيم متغيّ    حيث ؛      
 

 (5الجدول ) 
   معدّل التقارب رتبة التقاربم

- 1.9933211 2 
1.13932.3 1.1212112 . 
1.9193912 1.1131221 99 
1.122299 1.1999311 31 
9.1.11.9 1.112.2.1 92 
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الخطأ  نّ نجد أ لموضع، كذلكإلى امن المرتبة الثانية بالنسبة  دقّة الطريقة أنّ  (2) الجدولظير نتائج تُ     
غُر يسعى إلى الصفر كمّ   متوائمة ةالمقترح ةالطريق الأمر الذي يعني أنّ  ،(     ) أي بزيادة عدد العقد؛   ما ص 

(consistent). 
 

 الاستنتاجات والتوصيات:
-نيويللمعادلة أظيرت الطريقة العددية التي قدمناىا في ىذا البحث مدى فعاليتيا في إيجاد حمول تقريبية      

بحساب الخطأ  ،[1]وذلك من خلال مقارنة النتائج مع النتائج الواردة في البحث  سيغل التفاضمية الجزئية،-وايتييد
لذلك نوصي باستخدام ىذه الطريقة لحلّ مسائل من . ودراسة تواؤم واستقرار ىذه الطريقة،     و   مقاساً بالنظيمين 

 ىذا النوع.
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