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 الملخص 
 

محمول على  ،مكون من أربع قطع ،مقلوبتقدم هذه الدراسة عرضاً تفصيلياً لبناء نموذج رياضي خطي لبندول 
الكامنة لمختلف أجزاء الطاقة و  ،وذلك من خلال استنتاج معادلات الطاقة الحركية ، ويسير على مستوٍ غير مائل؛عربة

 SolidWorksلإيجاد معادلات الحالة لأجزاء البندول، وذلك باستخدام بيئة  ؛والاعتماد على طريقة لاغرانج ،البندول
ببناء متحكم باستخدام  قمنا. بعد ذلك MATLABالخاص ببيئة  Symbolic Toolboxلتعليمات المتاحة في ومجموعة ا
بناء متحكم باستخدام  استعرضنا، ثم للأعلى لضبط زاوية أجزاء البندول على الوضعية الشاقولية LQRخوارزمية 
تم بعدها الوصول إلى حالة الاستقرار.  في المرحلة التي تسبق LQRأداء متحكم  تفوق علىالتي ت ،OMPCخوارزمية 

ين مع النموذج الرياضي المصمّم، وتحديد المواضع التي عرض أداء المتحكم    OMPC خوارزميةفيها  قدمتين المصمّم 
 .LQRتحسيناً ملحوظاً على أداء متحكم 
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Abstract  

This study demonstrates a detailed presentation for building a linear mathematical 

model of a four-part inverted pendulum carried on a cart moving on a not inclined surface. 

This is done by deducing kinetic and potential energy equations of all pendulum parts, and 

deploying the Lagrange method to find the state equations of the parts of the pendulum 

using SolidWorks environment and the instruction set available in the Symbolic Toolbox 

within MATLAB environment. Then we will build a controller using the LQR algorithm to 

adjust the pendulum parts angle to the upwards vertical position, and then display the 

construction of a controller using the OMPC algorithm, which will outperform the 

performance of the LQR controller in the phase preceding the stable state. After that, the 

performance of the designed controllers will be presented alongside the designed 

mathematical model, emphasizing areas where the OMPC algorithm significantly improves 

the performance of the LQR controller. 
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 مقدمة:
ي تتميز بكونها تتعامل مع نظام وه مسائل التقليدية في نظرية التحكم،الإحدى مسألة التحكم بالبندول المقلوب  تُعدّ 

ه الكثير من طرق التحكم التي تعتمد على التغذية العكسية لتعمل على  ذي أداء لا خطي وغير مستقر، الأمر الذي وج 
نة للبندول المقلوب.  حل هذه المسألة من خلال التحكم بحركة الأجزاء المختلفة المكوَّ

، ومن من خوارزميات إيجاد الحل الأمثلواحدةً  Linear Quadratic Regulator( LQRخوارزمية ) تُعدّ 
اللافت أنّ معظم الدراسات التي تحاول العمل على تحسين الأداء الذي تقدّمه هذه الخوارزمية تجد أنه من الصعب تقديم 

البحث وهي ، ومن هنا سنقول إن الخوارزمية المدروسة في هذا LQRكامل على ما تقدّمه خوارزمية بنحو أداء يتفوّق 
Optimal Model Predictive Control (OMPC)  ستحاول تحسين أداء خوارزميةLQR،  التي تسبق المدة ضمن

 بعد بلوغ حالة الاستقرار. LQRيوافق أداء خوارزمية  لة الاستقرار، بينما ستقدّم أداءً الوصول إلى حا
من أكثر الخوارزميات استخداماً، وأن  LQRعند البحث عن موضوع التحكم بالبندول المقلوب، نجد أن خوارزمية 

الباحثين يعملون على تحسين عمل هذه الخوارزمية بتطعيمها بأجزاء من خوارزميات أخرى، فعلى سبيل المثال نجد في 
ن من قطعة واحدة وآخر مكوّن من قطعتين، باستخدام [ بناء نموذج رياضي خطي لبندول محمول على عربة مكوّ 1,2]

 مع متحكم  LQRلضبط توازن قطع البندول المدروس، ونرى دمجاً لمتحكم  LQRطريقة لاغرانج، واستخدام خوارزمية 
Proportional Integral Derivative Controller (PID ومقارنةً مع ،) متحكم أداءFractional Order PID 

، بينما نجد بناء نموذج رياضي [ 3,4,5في ] ANFIS) )Adaptive Neuro-Fuzzy Inference Systemومتحكم 
مع  LQRالذي هو عبارة عن متحكم  LQGو متحكم  LQRقطع ومقارنة أداء متحكم  5خطي لبندول محمول على 

ضية لبندول مقلوب بناء نماذج ريا أخيراً نشاهدو ، [6في ] Linear Quadratic Estimator (LQE)مرشح كالمان أو 
مكون من قطعة واحدة باستخدام طريقتي نيوتن ولاغرانج،  Rotary Inverted Pendulumمحمول على قضيب دوار 

 Genetic Algorithmوخوارزميات  Lyapunovوخوارزمية  LQR ن هذا البندول باستخدام خوارزميةوالتحكم بتواز 
PID (GA-PID)  وParticle swarm optimization PID (PSO-PID)  وAnt Colony Optimization 

Based PID (ACO-PID) [ 7,8,9,11في]. 
 :وأهدافه أهمية البحث

 تُعدّ  ، حيثلتحكم بالبندول المقلوبمستخدم ل ،OMPCه يوضح أداء متحكم من كون أساساً أهمية البحث  نبعت
 IFACالمتحكمات التي تم اختيارها من قِبل  واحدة من المسائل المعيارية لقياس أداءعملية التحكم بالبندول المقلوب 

(International Federation of Automatic Control)  تتم فيها عملية التحكم من خلال تصغير 1991في عام ،
 .[11] قيمة الطاقة الحركية لأجزاء البندول التي تهتز حول حالة الاستقرار بالوضع الشاقولي

بناء نموذج  وذلك بالاعتماد علىقطع،  ، مكون من أربعلبناء نموذج رياضي لبندول مقلوب يهدف البحث
تقليص ، ليتم بعد ذلك العمل على بشكل كاملالمطلوب والحصول على بارامترات النموذج  طلوبميكانيكي للبندول الم

 من خلالالمدروس  ،مقلوبالبندول الجزاء لتحكم بزوايا ألبلوغ مرحلة الاستقرار عند ا LQRالزمن الذي تحتاجه خوارزمية 
إضافة مجموعة محدودة من القيم إلى تقوم ب من خوارزميات التحكم التنبؤي، والتي تُعدّ التي  ،OMPCاستخدام خوارزمية 

 .الاستقرار مرحلةالوصول إلى  في المرحلة التي تسبقأمر التحكم 
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 مواد البحث:
 :The Lagrangian Methodطريقة لاغرانج  (1ـ1

ت الحرية منهجية واضحة لصياغة معادلات الحركة لمكونات النظم الميكانيكية ذات درجاطريقة لاغرانج توفر 
 Kinetic Energyوالطاقة الحركية  Potential Energyتستخدم طريقة لاغرانج الطاقة الكامنة حيث [، 12المتعدّدة ]

 :[[12 ةالآتي باستخدام المعادلة Lagrangianلحل معادلات الحركة، يتم التعبير عن معامل لاغرانج 
(3-1)  L T U 

عن الطاقة الكامنة الكلية للنظام، وبعد حساب  Uعن الطاقة الحركية الكلية للنظام، بينما يعبّر  Tحيث يعبّر 
موجود ضمن جملة إحداثيات عامة ،درجة حرية  n يجاد معادلة كل متغير ضمن نظام ذي معامل لاغرانج يتم إ

Generalized Coordinates  تسمى في بعض المراجع( وفق معادلة لاغرانجEuler-Lagrange equation) 
 :[12] ةالآتي

(3-2) d

dt
(
∂L

∂𝑞̇𝑖
) − (

∂L

∂qi
) = Qi 

والتي ستوافق متغيراً من متغيرات نموذج فضاء الحالة الذي  iqالقوة المطبقة ضمن درجة الحرية  iQحيث 
 .i=1..n [12]سنحصل عليه في النهاية، و 

 بناء النموذج الرياضي للبندول المقلوب المكون من أربع قطع المحمول على عربة: (2ـ1
عربة ن من أربع قطع ومحمول على سيتم العمل في هذه الدراسة على بناء نموذج رياضي لبندول مقلوب مكو 

(، وذلك باستخدام طريقة لاغرانج 3-1كما هو موضح في الشكل ) not inclinedغير مائل  تحرك على مستوٍ ت
(، مع العلم أن تسارع الجاذبية الأرضية 3-2( والجدول )3-1( والجدول )أ-3-1والبارامترات الموضحة في الشكل )

Gravitational acceleration  َّ981=2م هو المُستخد م في النموذج المصمcm/sec2g=9.81m/sec وأن القيم ،
، حيث تم تشكيل النموذج الميكانيكي Solid Works 2017( محسوبة باستخدام برنامج 3-1المذكورة في الجدول )
ب(، واختيار مواصفات المواد المكوّنة لهذا النموذج، وهذا يساعد على التحرّر من الاستعانة -3-1الموضح في الشكل )

 .[13] بناء النماذج الميكانيكية المطلوبة والحصول على مواصفاتها بسهولةلويفتح المجال  سابقةبنماذج 
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 .(: البندول المقلوب المدروس0-0الشكل )

 (: البارامترات الموافقة لأجزاء البندول المقلوب المدروس:0-0الجدول )

 اسم الجزء
 الكتلة
[Kg] 

 الاحتكاك
[N-s/cm] للعربة 

[N-cm-s/deg] 
 للقطع

 الطول
[cm] 

 مركز العطالة
[cm] 

 عزم العطالة
]2[kg*cm 

Cart m0=1.0154 b0=0    
bar1 m1=0.0804 b1=0 L1=45 l1= 24.1269 I1=12.6876 
bar2 m2=0.0897 b2=0 L2=50 l2= 24.2274 I2=17.5811 
bar3 m3=0.0989 b3=0 L3=55 l3= 26.7643 I3=23.5954 
bar4 m4=0.0341 b4=0 L4=20 l4= 9.2358 I4=0.9847 

 ا أجزاء البندول المقلوب المدروس:(: إحداثيات وزواي0-1الجدول )

 اسم الجزء
 الزاوية
[deg] 

 X [cm]الإحداثيات على المحور 
 الإحداثيات على المحور

Y [cm] 
 القوة المؤثرة
[N] 

Cart  x 0 u 
bar1 1θ )1θx+l1*sin( )1θl1*cos( f1 
bar2 2θ )2θ)+l2*sin(1θx+L1*sin( )2θ)+l2*cos(1θL1*cos( f2 

bar3 3θ 
)+L2*sin1θx+L1*sin(

)3θ)+l3*sin(2θ( 
)+l2θ)+L2*cos(1θL1*cos(

)3θ3*cos( 
f3 

bar4 4θ 
)+L2*sin1θx+L1*sin(

)4θ)+l4*sin(3θ)+L3*sin(2θ( 
)+2θ)+L2*cos(1θL1*cos(
)4θ)+l4*cos(3θL3*cos( f4 
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 .بعستنتج عن تأثير حركة العربة على القطع الأر  fمطبّقة من قِبل المتحكم، أما القوى  uمع العلم أن القوة 
( لصياغة معادلات الطاقة الحركية والطاقة الكامنة لأجزاء البندول المدروس، 3-2الجدول ) سنستخدم قيم

، بينما xCartبالتعبير  Xوسنستخدم تسميات تتوافق مع محتوى الجدول، فمثلًا سنعبّر عن موقع العربة على المحور 
 وهكذا. Ybarnبالتعبير  Yعلى المحور  nسنعبّر عن موقع القطعة رقم 

 ة:الآتي ، لذلك نعبّر عن طاقتها الحركية وفق المعادلةXالعربة فقط على المحور  تتحرك
(3-3) KEcart =

1

2
(m0ẋ

2) 
)لدينا أربع قطع(  n، لذلك يتم حساب السرعة للقطعة رقم Yو Xبينما تتحرك كل قطعة على كل من المحورين 

 وفق مايلي:
(3-4) Vn = barṅ X + barṅ Y 

 ة:الآتي الحركية لكل قطعة وفق المعادلةويتم التعبير عن الطاقة 
(3-5) KEbarn =

1

2
(mnVn

2) +
1

2
(Iθn

2) 
 نظراً لكون العربة تتحرك على مستوٍ غير مائل، ستكون قيمة الطاقة الكامنة لها:

(3-6) KPcart = 0 
 ة:الآتي لكل قطعة كما في المعادلة الكامنةبينما تعطى قيمة الطاقة 

(3-7) KPbarn = mn ∗ g ∗ barnY 
أصبح بإمكاننا إيجاد معامل لاغرانج من خلال إيجاد الطاقة الحركية الكلّيّة والطاقة الكامنة الكلّيّة للبندول والآن 

 المدروس كما يلي:

(3-8) T = KE = KEcart +∑KEbarn

n

1

 

(3-9) U = KP = KPcart +∑KPbarn

n

1

 

يجاد معامل لاغرانج 3-1وأصبح بإمكاننا التعويض في المعادلة ) ( 3-2المعادلة ) استخدام، وبعدها يمكن L( وا 
 :[1] يلي لإيجاد النموذج الرياضي اللاخطي للبندول المقلوب المدروس كما

(3-11) d

dt
(
∂L

∂ẋ
) − (

∂L

∂x
) = F − b0ẋ 

(3-11) d

dt
(
∂L

∂θ̇1
) − (

∂L

∂θ1
) = −b1θ̇1 

(3-12) d

dt
(
∂L

∂θ̇2
) − (

∂L

∂θ2
) = −b2θ̇2 

(3-13) d

dt
(
∂L

∂θ̇3
) − (

∂L

∂θ3
) = −b3θ̇3 

(3-14) d

dt
(
∂L

∂θ̇4
) − (

∂L

∂θ4
) = −b4θ̇4 



 Tartous University Journal. Eng. Sciences Series 2019( 2( العدد )3العلوم الهندسية المجلد )    مجلة جامعة طرطوس العلمية

 

7 
 

( النموذج الرياضي اللاخطي للبندول المقلوب المدروس، ولأجل 3-14( حتى )3-11)تشكل مجموعة المعادلات 
الحصول على نموذج فضاء الحالة يجب تقريب هذا النموذج إلى الشكل الخطي باستخدام التقريبات حول وضعية قطع 

 :[1,12] يلي شاقولية ونحو الأعلى باستخدام ما
=0θ̇𝑛

2 ) = 1,nθCos( ,nθ ) =nθSin( 
تعبّر عن الحالات المرتبطة بزوايا القطع الأربعة،  ]=4θ,d4θ,3θ,d3θ,2θ,d2θ,1θ,d1θqq[بار المصفوفة وباعت

 عل قيمها مساوية للصفر.ونج qqq=qq'*qqسنحصل على مجموعة الحدود التي تظهر ضمن المصفوفة 
(، نقوم بإعادة ترتيب 3-1الجدول ) في النموذج اللاخطي، وتعويض قيمبعد تعويض التقريبات المذكورة 

ن تشكلان نموذج فضاء الحالة الخطي للنظام ( اللتي3-16( و)3-15المعادلتين ) المعادلات الناتجة لنحصل على
 كمايلي: 4θ,d4θ,3θ,d3θ,2θ,d2θ,1θ,d1θ=[x,dx,'X[متغيرات الحالة مصفوفة بدلالة المدروس 
(3-15) Ẋ= A X + B u 
(3-16) Y = C X + D u 

، وتمّ MATLAB Symbolic Toolboxتم تنفيذ خطوات إيجاد النموذج الرياضي الخطي المذكور باستخدام 
(، وعلى 3-1بشكل رموز، ثم قمنا بتعويض قيم الثوابت من الجدول ) A,B,C,Dالمصفوفات  محتوىالحصول على 

السطر الثاني والعمود الثالث من سبيل المثال نذكر محتوى عنصر مصفوفة الرموز الموافقة للعنصر الواقع عند 
 كالآتي: Aالمصفوفة 

A(2,3)= I2*I3*I4*L1^2*m0*m2 + I1*I3*I4*L2^2*m0*m3 + I2*I3*I4*L1^2*m0*m3 
+ I2*I3*I4*L1^2*m1*m2 + I1*I2*I4*L3^2*m0*m4 + I1*I3*I4*L2^2*m0*m4 
+I1*I3*I4*L2^2*m1*m3 + I2*I3*I4*L1^2*m0*m4 + I2*I3*I4*L1^2*m1*m3 + 
I1*I2*I4*L3^2*m1*m4 + I1*I3*I4*L2^2*m1*m4 + I1*I3*I4*L2^2*m2*m3 + 
I2*I3*I4*L1^2*m1*m4 + I1*I2*I4*L3^2*m2*m4 + I1*I3*I4*L2^2*m2*m4 + 
I1*I2*I4*L3^2*m3*m4 + I2*I3*I4*l1^2*m0*m1 + I1*I3*I4*l2^2*m0*m2 + 
I1*I2*I4*l3^2*m0*m3 + I1*I3*I4*l2^2*m1*m2 + I2*I3*I4*l1^2*m1*m2 + 
I1*I2*I3*l4^2*m0*m4 + I1*I2*I4*l3^2*m1*m3 + I2*I3*I4*l1^2*m1*m3 + 
I1*I2*I3*l4^2*m1*m4 + I1*I2*I4*l3^2*m2*m3 + I1*I3*I4*l2^2*m2*m3 + 

I2*I3*I4*l1^2*m1*m4 
 ة:الآتي وبعد التعويض نحصل على المصفوفات
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A= 

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 3.1367 0 -0.5257 0 0.0765 0 -0.0071 0 
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 
0 0 -1.123 0 0.8955 0 -0.1302 0 0.012 0 
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 
0 0 1.2139 0 -1.6508 0 0.5679 0 -0.0525 0 
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 
0 0 -0.3443 0 1.1076 0 -0.9538 0 0.1683 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 
0 0 0.4565 0 -1.4686 0 2.4153 0 -1.3737 0 

0.0023] 1 -0.0018 1 0.0061 1 -0.0268 1 0.9656 [0 B'= 
0] 1 0 0 0 0 0 0 0 [0 C= 
         [0] D= 

 :LQRبناء متحكم  (3ـ1
 :الآتي بالشكل Discrete Timeليكن لدينا نظام خطي موصوف بالزمن المتقطع 

(3-17) Xk+1 = AXk + Buk 
 كالآتي: لأجل عدد عينات لانهائي يعطى Performance Indexله تابع كلفة 

(3-18) J = ∑
 

T T
k 1 k 1 k kx Qx u Ru

∞

𝑘=0
 

ي تكالآ setpoint=0وذلك لأجل  (3-18)يكون قانون التحكم الأمثل الذي يعطي أصغر قيمة لتابع الكلفة 
[14]: 

(3-19) kk Kx u   
 [:15,14] كالتالي Kيتم إيجاد المصفوفة  حيث

(3-21)  T -1 TK (R +B PB) P SA 
تحقق حل معادلة ريكاتي الجبرية في الزمن المتقطع  Semi Definiteهي مصفوفة وحيدة  Pوالمصفوفة 

discrete time algebraic Riccati equation (DARE)   [:15,14]التي تُعطى كمايلي 

(3-21) 
0PA) + Q =  (BPB)PB)(R+BAPA - P - ( A T1-TTT

 
 اختيارتم عدد متغيرات الحالة، و  nحيث  nxnمصفوفة قطرية أبعادها ك، تم اختيارها Qلمصفوفة بالنسبة إلى ا

المسافة التي ستسيرها العربة وسرعة  تُعدّ ، وفي النظام المدروس [15]حسب أهمية متغير الحالة الموافق له بكل عنصر 
 Qأعلى قيمة، وتم اختيار باقي عناصر المصفوفة  2x2Qو 1x1Qالعربة المتغيرين الأهم، لذلك تم إعطاء العنصرين 

 ي:كالآت
 

https://en.wikipedia.org/wiki/Algebraic_Riccati_equation
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Q= 

 10000 0 0 0 0 0 0 0 0 0  
 0 7500 0 0 0 0 0 0 0 0  
 0 0 750 0 0 0 0 0 0 0  
 0 0 0 250 0 0 0 0 0 0  
 0 0 0 0 250 0 0 0 0 0  
 0 0 0 0 0 100 0 0 0 0  
 0 0 0 0 0 0 100 0 0 0  
 0 0 0 0 0 0 0 50 0 0  
 0 0 0 0 0 0 0 0 50 0  
 0 0 0 0 0 0 0 0 0 20  

 .R=100، ولذلك قمنا باختيار Rقيمة صغيرة، نختار قيمة كبيرة للوزن  ذي( u)وللحصول على أمر تحكم 
ظهر فيه طريقة ربط ( الذي ت3-2وذج الموضح في الشكل )لبناء النم MATLAB Simulinkتم استخدام 

لتحديد الحد الأعلى والحد الأدنى لقيمة  Saturationاستخدام البلوك وطريقة  مع النموذج الرياضي المُنفَّذ LQRالمتحكم 
( نموذج فضاء الحالة المبني يدوياً والذي تم استخدامه في هذا البحث، 3-3يظهر في الشكل )و ، u (±u_limit)الدخل 

 كالآتي: Kلتنفيذ خطوات إيجاد مصفوفة الربح  MATLABكما تم الاستعانة بالتعليمة الموجودة في برنامج 
[K_dlqr,P_dlqr] = dlqr(A,B,Q,R); 

 مكونة من سطر واحد وعشرة أعمدة(: K)المصفوفة  ةالآتي Kوحصلنا على مصفوفة 
K=[0 2.43E-18 9.22E+1 -1.67E-9 -1.38E+2 4.34E-9 7.84E+1 …. 
   …. -4.09E-9 -2.03E+1 1.41E-9]  

 
 .مع النموذج الرياضي المُنفَّذ LQR(: طريقة ربط المتحكم 0-1الشكل )



 د.شيحا ، أسعد                                  التحكم ببندول مقلوب مكون من أربع قطع باستخدام المتحكم                              

 
 .(0-1المُستخدَم في الشكل ) My_State_Space(: نموذج فضاء الحالة الموافق للبلوك 0-0الشكل )

 :OMPC [17]بناء متحكم  (4ـ1
تعمل خوارزمية ، (3-18)( وله تابع الكلفة الموصوف بالمعادلة 3-17لدينا نظام خطي موصوف بالمعادلة )

LQR بالاعتماد على  مجموعة قيم أوامر التحكم التي تعطي أصغر قيمة لتابع الكلفة لأداء النظام المدروس على إيجاد
ما الفائدة من استخدام التحكم التنبؤي طالما أننا استطعنا الحصول  :القوليمكن وهنا  ،التي تم إيجادها سابقاً  Kالمصفوفة 

الأداء الذي نحصل عليه باستخدام خوارزمية  ي أداءً يتفوق علىيعط، والجواب هو أن التحكم التنبؤي ؟هذه القيمعلى 
LQR  [17] أثناء مناقشة النتائجفي عند الحاجة لمراعاة القيود، وهو تماماً ما سنعرضه. 

قانون التحكم الأمثل  يكون( 3-17إذا كان لدينا نظام موصوف بالمعادلة )، يمكن القول إنه LQRمن خوارزمية 
 :الآتي نحصل علىس( 3-17( ضمن المعادلة )3-19المعادلة ) فإذا عوضنا(، 3-19المعادلة )وفق 

(3-22)  
   k 1 k kx [A BK]x x 

مر واوكذلك أ ،وبطريقة مشابهة يمكن الحصول على شعاع القيم التي يتم التنبؤ بها لأجل متغيرات حالة النظام
 كالآتي: أصغر قيمة لتابع الكلفةوافق تي تالتحكم ال

(3-23) 



    
   

    
      
   

    
   

  

k k
2

kk

k 1 kx k u k
n 1n

kk

x Kx
K xx

x P x ; u P x ;
K xx

 
kحيث  1x  شعاع القيم المستقبلية لمتغيرات حالة النظام ابتداءً من العينةk+1و ،ku شعاع القيم المستقبلية لأمر

ن المصفوفت ين في القيم المستقبلية، حيث إمرونة ، ومن هذه المعادلة نلاحظ أنه لا توجد أية k عينةالتحكم ابتداءً من ال
uP و xP وهنا يأتي دور التحكم التنبؤي في تحسين اختيار أمر التحكم وبالتالي تحسين الأداء الذي  ن،ثابتت ان ومعروفت ا

 .LQRنحصل عليه باستخدام خوارزمية 
تقدمه الذي  ،مة أمر التحكمتقوم خوارزمية التحكم التنبؤي بتحسين الأداء من خلال إضافة تعديلات على قي

تساعد على الحصول على  Degree of freedomدرجة حرية حيث يمكن اعتبار هذه التعديلات  ،LQRخوارزمية 
 :ةالآتي خطوة كما في المعادلة cnأمر تحكم معدّل ضمن أول 

(3-24)  
 





      

    

k 1 k k k k k c

k 1 k k k c

x x Bc ; u Kx c ;k n
x x ; u Kx ;k n
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 Optimal Model Predictive Control( تصف عمل خوارزمية 3-24باختصار، يمكن القول إن المعادلة )
(OMPC)نها تعتمد على إيجاد المصفوفة ، حيث إK  التي تمنحنا إياها خوارزميةLQR ثمّ تقوم بإضافة قيم ،kc  لأجل

من خلال إيجاد الحل الأمثل الذي يعطي أصغر قيمة لتابع الكلفة الموضح في  kcعينة، حيث يتم اختيار القيم  cnأول 
 :الآتي ، وليصبح تابع الكلفة المُستخد م بالشكلkcلقيم ( بالنسبة إلى ا81-3المعادلة )

(3-25) 
 

 
 

    
k

T T T
k 1 k 1 k k k k

k 0 k 0c
min J x Qx u Ru (x) c Sc 

نمط على (( لنحصل 3-24)المعادلة )كنوع من ترتيب المصفوفات، دمج المعادلات المعبّرة عن الوضعين يمكن 
 واحد موسع كما يلي:

(3-26) 









  
  
  

            
        

  
    

k 1

k 1 k
k 1 k

k 1 k

Z

B 0 0
0 I 0x x ;Z Z0 0 Ic c0 0 0 0

 

(3-27) 
 

      
  

k
k k z k

k

xu [ K, 1 0 0 ] ;u K Zc 

 :[17] يلي وفق ما  kuو kcو  kxمع العلم أنه يمكن استعادة كل من 

(3-28) I
 

   
  

k
k k

k

xx [ ,0] Zc 

(3-29) I
 

   
  

k
k c k

k

xc [0, ] Zc 

(3-31)  k z ku K Z 
 حيث: kc( بدلالة الشعاع 3-52والآن سنقوم بكتابة المعادلة )

(3-31) 

 

 

 
 
 

  
 
 
  

c

c

k

k 1
k k n i

k n 1

c
cc ;c 0, i 0

c

 

 يلي:( وسنحصل على ما 3-25( ضمن المعادلة )31-3( و)29-3( و)28-3لذلك سنعوض المعادلات )

(3-32) 


 


   
k

T T T T
k 1 k 1 k z z k

k 0c
min J Z Q Z Z K RK Z 

( سنحصل على 3-23( ضمن المعادلة )3-27من المعادلة ) ku( و 3-26من المعادلة ) k+1zوبتعويض 
 مايلي:



 د.شيحا ، أسعد                                  التحكم ببندول مقلوب مكون من أربع قطع باستخدام المتحكم                              

(3-33) 




     T T T T
k z z k

k 0
J Z ( Q K RK )Z 

 :[17إن ]القول  ( نستطيع3-26ومن المعادلة )
(3-34) 


 n

k n kZ Z 
 كالآتي: 0Z( بدلالة الحالة الابتدائية 3-33نستطيع إعادة كتابة المعادلة )وبالتالي 

(3-35) 




 
       

 
T k T T T T k

o z z 0
k 0

J Z ( ) ( Q K RK ) Z 

 ة:الآتي ونلاحظ هنا أن هذه المعادلة تشبه معادلة ليابونوف
(3-36) 


  T i T i

i 1A SA (A ) QA S Q 
عدد عناصرها لانهائي، ليصبح شكل المعادلة  convergentع سلسلة متقاربة و التي يمكن استخدامها لإيجاد مجم

 :[17] الآتي ( بالترتيب35-3)

(3-37) 




 
 

       
  

T k T T T T k
o z z 0

k 0
W

S

J Z ( ) ( Q K RK ) Z

 
 كالآتي: والآن نستطيع صياغة معادلة ليابونوف

(3-38)    TS S W 
( MATLABالمتاح في بيئة  )Wdlyap,()باستخدام التابع  Sلمتغير وبحل هذه المعادلة بالنسبة إلى ا

 كما يلي:(( 3-52)المعادلة ) kc، والآن أصبح بإمكاننا صياغة تابع الكلفة بدلالة الشعاع Sسنحصل على قيمة 

(3-39) 
    

      
         

  

T
x xck k
T

k k xc c
TT T

k k kk x k k xc c

S Sx xJ S ; Sc c S S
J x S x 2x S c c S c 

 ة:الآتي حل المعادلةيجب ( 3-39المعادلة ) من kcلإيجاد قيمة الشعاع 

(3-41)   T
kc xc k

k

dJ 2S c 2S x 0dc 

 المطلوبة: kcوبذلك تكون قيمة الشعاع 
(3-41)   1 T

k c xc kc [S ] S x 
 أصغر من الواحد للمصفوفة c_costإعطاء وزن  خلال من kc: يمكن زيادة قيم عناصر الشعاع 1ملاحظة

باستخدام التابع  c_costوالوزن  (( حيث يتم الحل بدلالة 3-38)المعادلة ) حل معادلة ليابونوفعند 
),Wdlyap(c_cost* وهذا يوافق تصغير أثر زيادة قيم عناصر الشعاع ،kc .على المجموع الكلي لتابع الكلفة 

على  kcيوافق تكبير أثر زيادة قيم عناصر الشعاع أكبر من الواحد  c_costإن استخدام قيم : 2ملاحظة
تكون ذات تأثير مهمل في تحسين  kcأصغر لعناصر الشعاع وبالتالي الحصول على قيم  ،المجموع الكلي لتابع الكلفة

 الأداء.
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( الذي يظهر فيه طريقة ربط متحكم 3-4لبناء النموذج الموضح في الشكل ) MATLAB Simulinkتم استخدام 
OMPC  4مجي الذي يليه محتوى التابع المُستخدم ضمن الشكل )مع النموذج الرياضي المُنفَّذ، كما يوضح المقطع البر-

، cnسيتم إضافتها إلى أمر التحكم طالما أن رقم العينة أصغر أو يساوي التي  kc(، وهو باختصار يعطي قيم الشعاع 3
 .cnوسيعطي القيمة صفر عندما يكون رقم العينة أكبر من 

function [ck,index] = fcn(ck_matrix,past_index,nc_KKK) 
if (past_index<=nc_KKK) 
    index=past_index+1; 

    ck=ck_matrix(past_index); 
else 

    ck=0; 
    index=100000;%A value larger than nc_KKK 

end 

 
 مع النموذج الرياضي المُنفَّذ OMPC(: ربط متحكم 0-4الشكل )

 النتائج والمناقشة:
(، حيث 4-1تم تلخيص نتائجها ضمن الجدول )من التجارب تتالية مبعرض النتائج من خلال تنفيذ مجموعة  قمنا
والحد الأعظمي  cnالتحسين ضمنها  العينات التي حدثوعدد  c_costح أثر تغيير كل من الوزن توضي عملنا على

، التي نحصل عليها في كل تجربة kcوقيم الشعاع  وأوامر التحكمعرض الخرج ب و قمنا، u_limit±المسموح لقيم الدخل 
الحالة الابتدائية المُستخد مة هي حالة سكون للعربة وزاوية وأن  0.01secsT=زمن أخذ العينات المُستخد م مع العلم أن 

 .أي أن القطع في الوضعية الشاقولية للأسفل ˚181جميع القطع تساوي 



 د.شيحا ، أسعد                                  التحكم ببندول مقلوب مكون من أربع قطع باستخدام المتحكم                              

 ملخص التجارب: (:4-0الجدول )
رقم 
 التجربة

c_cost cn u_limit  ملاحظات الموافقرقم الشكل 

1 
1 8 ±5000 (4-1) OMPC  ًيُذكرلا يقدّم تحسينا 

kc= [0 6.02E-17 -0.00378 7.29E-10 …. 
 …. 0.006951 -1.26E-09 -0.00549 0] 

 

2 
1 8 1800± (4-1) OMPC لا يقدّم تحسيناً يُذكر 

kc= [0 6.02E-17 -0.00378 7.29E-10 …. 
 …. 0.006951 -1.26E-09 -0.00549 0] 

 

3 
1 11 1800± (4-1) OMPC لا يقدّم تحسيناً يُذكر 

kc= [0 6.02E-17 -0.0037 7.29E-10 0.0069 …. 
 …. -1.26E-09 -0.0054 8.43E-10 0.0016 -2.46E-10] 

 

4 
1 6 1800± (4-1) OMPC لا يقدّم تحسيناً يُذكر 

kc= [0 6.02E-17 -0.0037 7.29E-10 0.00695 -1.26E-09] 
 

5 
1.9 6 1800± (4-2) OMPC  ًيقدّم تحسينا 

kc= [0 6.02E-17 -10.865 7.19E-10 22.2647 -1.24E-09] 
 

6 
 OMPCأفضل تحسين يقدمه  (4-3) 1800± 6 1.5

kc= [0 6.02E-17 -80.0701 6.85E-10 124.95 -1.20E-09]  
7 

 لا يوجد تعديل يُذكر (4-3) 1800± 6 1.4
kc= [0 6.02E-17 -88.098 7.21E-10 135.91 -1.25E-09]  

8 
 لا يوجد تعديل يُذكر (4-3) 1800± 8 1.4

kc= [0 6.02E-17 -88.941 7.27E-10 137.075 …. 
   …. -1.26E-09 -78.204 8.41E-10] 

 

9 
 لا يوجد تعديل يُذكر (4-3) 1800± 5 1.4

 kc= [0 6.02E-17 -88.098 7.46E-10 135.9128] 
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 .4،0،1،0(: أوامر التحكم والخرج الموافقين للتجارب 4-0الشكل )

على موازنة أجزاء البندول المقلوب  OMPCو LQR( قدرة المتحكمين 4-3( )4-2( )4-1نلاحظ في الأشكال )
 لكن الاختلاف في الأداء ظهر في، ˚181المكون من أربع قطع على الوضعية الشاقولية ابتداءً من زاوية قدرها 

 
 .5(: أوامر التحكم والخرج الموافقين للتجربة 4-1الشكل )

( تساوي هذا الزمن عند عدم وضع قيود 4-1مقدار الزمن اللازم لبلوغ حالة الاستقرار، حيث نشاهد في الشكل )
 OMPC( قدرة متحكم 4-2الشكل )، وبعدها نرى في أو إعطاء مجال كبير لقيمة أمر التحكم على قيمة أمر التحكم

-<u<1800أمر التحكم عند تطبيق قيد على قيمة  ،بقارق زمني بسيط LQRعلى بلوغ حالة الاستقرار قبل متحكم 
على بلوغ حالة الاستقرار  OMPCقدرة متحكم  (4-3) ، وبعدها نلاحظ في الشكلc_cost=0.9ومعامل كلفة  1800

ومعامل  u>-1800<1800عند تطبيق قيد على قيمة أمر التحكم  LQRمما يحتاجه متحكم  %25بزمن أقل بمقدار 
 .c_cost≤0.5كلفة 



 د.شيحا ، أسعد                                  التحكم ببندول مقلوب مكون من أربع قطع باستخدام المتحكم                              

 الاستنتاجات والتوصيات:
ؤدي للوصول إلى ت ،لأوامر التحكم قيم يستطيعان الحصول على OMPCو LQR ينالمتحكمكلا إن  (1

 .˚181ن زاوية مقدارها ابتداءً مالوضعية الشاقولية لأجزاء البندول المقلوب المدروس 

 
 .2،8،8،9(: أوامر التحكم والخرج الموافقين للتجارب 4-0الشكل )

 (( زمن الوصول لحالة الاستقرار4-1)من الجدول ) 6في التجربة رقم  OMPCخوارزمية  اختصرت (2
 .LQRمقارنةً بخوارزمية  %25تجاوزي بمقدار

حلًا وسطياً يجمع بين التنبؤ ضمن مجال زمني محدود الذي توفره لنا  OMPCتقدم خوارزمية  (3
في المنطقة التي تلي الوصول إلى حالة  LQR، والأداء الأمثلي الذي توفره خوارزمية GPCخوارزمية التنبؤ العامة 

 الاستقرار.
عند وجود قيود على قيم متغيرات النظام،  LQRتحسيناً على أداء خوارزمية  OMPCتقدّم خوارزمية  (4

 وفي حالتنا ناقشنا وجود قيود على قيم أمر التحكم المقدَّم للنظام.
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