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ّوالتّشوهّفيّفضاءّريمانّالإسقاطيحويلّالتّّ
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□ّ ABSTRACT □ 

 
 

We show definition of a projective transformation of a Riemannian Space    , then we 

study a projective transformation of n- Sphere (  ) and geodesic mapping of a 

Surface revolution and Simple Surfaces of  a revolution which define a smooth 

geodesic deformation.Then we study a global geodesic mapping of ellipsoids. 

  KeyWords:ProjectiveTransformations – Geodesic Deformation. 
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 :ّىدفّالبحث
 : إلىييدف ىذا البحث 

 .لسطح الكرة الإسقاطيحويل ( دراسة التّ 1
 .اً أممس اً جيوديزي اً ىالبسيطة التي تعرّف تشوّ ة ورانيّ ( تحديد السّطوح الدّ 2
 .اقصمات القطع النّ اممة لمجسّ طبيقات الجيوديزية الشّ ( دراسة التّ 3

ّمةّالبحث:مقدّّ
حويلات دراسة التّ  توتمّ  كما , ] 15,6,4,22,21 [  باحثينالعديد من الة من قبل الإسقاطيحويلات دراسة التّ  تتمّ 

 .لةة غير المبتذالإسقاطي
مات القطع اممة لمجسّ طبيقات الجيوديزية الشّ لسطح الكرة ودراسة التّ  الإسقاطيحويل نتابع  في ىذا البحث دراسة التّ 

 .اقصالنّ 
 ]  1,2,3  [. الباحثينيوديزي من قبل العديد من ه الجدراسة التشوّ  تكما تمّ 

 اً.أممس اً جيوديزي اً ىف تشوّ ورانية التي تعرّ طوح الدّ نتابع في ىذا البحث دراسة تحديد السّ 
  ] [7,20,11 الباحثين طبيقات الجيوديزية من قبل العديد مندراسة التّ  تكما تمّ 

  .اً بشكل شاملق جيوديزيّ د فضاءات ريمان التي تطبّ تحدّ  اوغيرى )المترك( ق قياسائوباستخدام طر 
ّطرائقّومنيجيةّالبحث:

اعتمدنا في دراسة ىذا البحث منيجية عممية بحثية تفتح مجال لدراسة فرع جديد خاص من فروع الرياضيات, وقد 
 يقاتيا في الفضاءات الريمانية.  استخدمنا التنسورات وتطب

 
ّ:ّطوحشويوّلمسّّوّالتّّّالإسقاطيحويلّالتّّّ  

حويل التّ سقاطيّاً. ويدعى إتحويلًا ة جيوديزيّ إلى خطوط  ةجيوديزيّ ال ينقل الخطوطالذي    تحويل فضاء ريمان يدعى 
 .غير مبتذلتحويلًا إسقاطيّاً الذي  ليس أفيّني  الإسقاطي

 . [6,15,4,20,21]الأعمال في الإسقاطيحويل ة التّ نظريّ  لقد درست المسألة الأساسيّة في 
 ةة غير مبتذلالإسقاطي ياحويلاتغير مبتذلة و ت ةت العديد من فضاءات ريمان التي خطوطيا الجيوديزيّ أُسسّ 

[1,2,3]. 
 .ريمانلة لفضاءات مبتذالغير الإسقاطيّة حويلات لتّ ا أنّو لا يوجد أمثمة عمىكما نعمم 

 .nسطح كروي من البعد سقاطي غير مبتذل للتحويل إ سنبني مثالاً 
ّ:ّبعدnّّـلكرةّبّالإسقاطيحويلّالتّّّ    
بعد و  n– ـ) التي نقول عنيا فضاء ريمان ب    بعد نصف قطرىا  - n ـكرة ب                    ليكن 

 تقّوس ثابت ( 
                       

    
          

      
مثيل الوسيطي لنأخذ التّ      قميدي في الفضاء الإ المتعامدة يكارتيةالدّ  اتالإحداثيّ                حيث 

 :   الي لمكرة التّ 
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    حيث 
 

 
 
 

 
 ة .ات الكروية عمى كرة الواحدة الأساسيّ الإحداثيّ    يمثل عامل خط العرض و   

        {               
    

       
    }                                                 

 
قاط الموافقة للإحداثيات النّ وتدعى , ولخطوط الطّ  ثابتة             الموافقة لـ    المنحنيات عمى تدعى 

  الخطمع سّطح الكروي تقاطع الويدعى  ,     السّطح الكروي أقطاب                       
 .ستواءخط الإ        

ئيس الذي يقطع الكرة بمستويين القسم الرّ  إنّ )   وائر العظمى في ىي الدّ    الخطوط الجيوديزية في  واضح أنّ 
 مركز الكرة (.           )المركز( ان من نقطة الأصل يمرّ 

 واحد التّحويل بوسيط يعرّف
           

 :كما يمي 
 .البعض والواقعة عمى خطّ طول واحدمطابقة لبعضيا        النّقاط  .1
 وفقاً لمصّيغة    من   من خطوط العرض  ناتجة   من    خطوط العرض  .2

                                                                                             
                 

    التّحويل  وسيط    

   

{
 
 

 
                                   * 

 

 
  +

                                                      

                                         *  
 

 
+     

 

تحويل مستمر  نتحقق أنّويحافظ عمى ثبات نقاط خطّ الاستواء والأقطاب                بملاحظة أنّ  
 .   لـ 

    ىو معامل طبيعي وىو واحد من مجموعة معاملات التّحويل الإسقاطي   المعامل حيث   
 (          ᴼ  ,         )تأخذ القيمة 

 
ّ:   ّمبرىنة

 .ىو تحويل إسقاطي غير مبتذل   التّحويل 
 :الإثبات

 . ( إلى جزء رئيس أي دائرة عظمى )   رئيس في الجزء ال ينقل   يكفي إثبات أنّ 
 .  من قبل التّحويل  اً بقى ثابتمحتوى في خط الإستواء ي   . من الواضح أنّ القسم الرّئيس لـ 1
 .  استناداً إلى خاصّية التّحويل ىي أيضاً تبقى ثابتة الأقطاب ىي أقواس خطوط الطّول و ب . الجزء الذي يمرّ 2
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         ويان المحور تيح ϱالكرة مع مستويين سطح . بدون فقدان العموميّة يمكننا أن نعتبر أنّ نقطة تقاطع 3
 :   ))فصميما المشترك

                         {     } 
 .ثابت     حيث 
   حيث         إلى دائرة     التّحويل  بواسطة  تنقل           بسيولة التّحقق من أنّ الدّائرة يمكن 

 مستويين معطيين وفق 
                           {     } 

     نقطة مطابقة لمنّقطة                  :في الحقيقة لتكن
      

                
 .اً الإحداثيّات لياتين النّقطتين متزامنالتّطابق في  يكون عندئذ    

 :نحصل عمىّ   وبحسب العلاقات    و   لخطوط العرض من      نرمّز 
                                 
  

                        
           

 إذا وفقط إذا كان         عمى الدّائرة  خط الإستواء واقعة عمىغير   النّقطة تكون 
                                                                    

لذلك  ,     وىذا يدلّ أنّ                 يمكننا كتابة المساواة الأخيرة بالشّكل      بالاستناد إلى 
           . 

النّقاط عمى وحيث تكون  خط الإستواء, واقعة عمى نفسو الوقتب          الحالة عندما  بقي أن نأخذ
 .     بالنّتيجة عمى  فنحصل   ثابتة وفق  خط الإستواء

أي النّقاط ذات الإحداثيّات اط القطبية, نقالفقط من أجل  حققةيمكننا بسيولة أن نتأكّد أنّ ىذه الشّروط م
لا     ,     عندئذ  من أجل . و   عمى كامل المستويين      النّقاط  عندئذ   ,             

 . . ومن ىنا ىو تحويل إسقاطي غير مبتذلاً ليس أفيّنيّ وىو بيعي مثيل الوسيطي الطّ يحافظ عمى التّ 
 

 .ينقميا إلى دوائر عظمىبعد( n-كرة بـ سطح الالجزء الرئيس ل يمثل. )   وائر العظمى لـ الدّ  بعبارة أخرى تطبيق
 أو أفيّني و أيضاً تطبيق جيوديزي غير مبتذل.  إمّا ايزومتري أو توافقي وفقاً لتحويل      بناء تمّ   وبملاحظة أنّ 

    الكرة سطح عمى    ة سقاطيّ حويلات الإلمجموعة التّ          ξجيات الأساسي أن حقل المتّ  يظير بسيولة
ξ ىي                           * 

 

 
 
 

 
+  

 :ىذا و أنّ 
                                                          

الكرة  سطح أيّة نقطة أخرى عمىتكون , بينما القيمة صفر       المتّجويأخذ بالإضافة لخطّ الإستواء  ,في الأقطاب
 عمى استقامة واحدة مع شعاع المماس لخط الطّول .   

 ىذا الحقل المتّجيي مجموعة تحويلات إسقاطيّة بمعامل واحد لامتناه في الصّغرولّد 
 إنّ التّطبيق:

 ̅                                                              
 : معرّف وفق الشّرطين الآتيين

 نيا مع الأخرى عمى  خط الطّول نفسو.الموافقة كل م    ̅ النّقاط .  1
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 :وفق القاعدة  من   مرتبطة مع خطوط العرض   ̅ من   ̅ . خطوط العرض  2
 ̅       

 
 ⁄       

t ىو عامل لا متناه في الصّغر لـ : ̅  .  
ّ:السّطحّالدّورانيّ    

إضافة إلى بشكل عام,  طبّق جيوديزيّاً يُ            ـ بعد    ذو  *السّطح الدّوراني المتراصّ نبيّن في ىذه الفقرة أنّ 
, يمكننا إنشاء تطبيقات    سطح الكرة مع  *, من أجل سطوح دورانيّة خاصّة, والمتماثمة استمراريّاً ذلك

 .جيوديزية مشوّىة ) جيوديزيّة بين بعضيا البعض (
ـ بعد والتي  الكرة  سطحالمتماثل استمراريّاً مع      في الفضاء الإقميدي    من الصّف  اً دورانيّ  اً سطح   ليكن 

 :بالصّيغة                تعطى معادلتيا في نظام إحداثي مستمرّ 
 
 

 [24])*(: راجع المرجع  
                                                                          ّ

                                                                                                              
                                                                         

 قيم ثابتة و       حيث ,من نمط أفقي      الإحداثيات عمى الكرة الواحديّة الأساسيّة    حيث 
               

 :الخواصّ الآتية يحقق تابع 
                                          
                     ‖       ‖  ‖       ‖    

       ∫     √         
 

  

 

‖      ‖ التي تحقّق   مستمر في ىذه النّقاط و         عمى اً مستمر قطعيّ         التّابع إنّ      
       يحقّق بعض الشّروط الطّبيعيّة حول نقاط النّياية      بالإضافة إلى أنّ التّابع , متزايد     حيث 

المنحنيات عمى و تدعى . اً أقطاب بشكل خاصّ      أو       الموافقة لموسطاء     النّقاط عمى تدعى 
 .جيوديزيّة حيث أنّيا خطوطخطوط الطّول  ثوابت              حيث    

الذي يتحقّق إذا وفقط إذا و تزايد ) م     والتّابع      وفق الصّيغةإذا أعطي  اً بسيط   السّطح الدّوراني يدعى 
        ) 

    سطح دوراني بسيط إذا تحقّق الشّرط نّوبشكل واضح إ   يقال عن  
 .اً حرّةوأقطابيا ليست نقاط          لكل          

̅  بمعامل واحد من عائمة السّطوح      المعطى بالتّابع    من أجل السّطح 
 يمكن أن يعرّف بـ :  

    ̅                        ̅                                                                              
 : حيث

 ̅        

√        
⁄  
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 ̅    ∫  ̅   √
               

(        )
   

 

  

                     

 
                                                :حيث
 .         لكل 

 العلاقة الآتية:  مستمر لكل ال       ̅  التّابع الأممس القطعيّ يحقّق 
                   

      ̅  تزايد التّابعيجب  إيجاد مجال وىنا 
 لنرمز

                                               ,
 

     
          -  

      {
        

     
          } 

         {     } 
̅  السّطوح  يمكن أن تبنى

 .      لكل    
̅  بشكل خاصّ 

̅   تبنى وبوضوح         ̅ إذا كان      
 مع متماثمة استمراريّاً فوق السّطوح الدّورانيّة ال  

 .ـ بعد  بـ  السّطح الكروي
ّ:   مبرىنة
̅               غير مبتذل عمى السّطح  شاملاً  اً جيوديزيّ  اً الدّوراني تطبيق   السّطح يعرّف 

 . 
 :الإثبات

 لنتحقّق من أنّ التّطبيق
           ̅

                                                                   
̅ إلى نقطة                 الإحداثيّات  ذات        نقطة  ينقل كلي الذ    ̅

نفسيا الإحداثيّات ب   
 .جيوديزيّ شامل غير مبتذل تطبيق عمى السّطح الثاّني ىو

خطوط الطّول عمى بشكل عام.  عرّفم   و   من الصف    إذا كان   من الصّف   من الواضح أنّ 
̅  بالإضافة إلى ,   

في  طولالإلى خطوط    طول في الخطوط  تطبيق ينقل   جيوديزيّة و اً ىي خطوط , 
  ̅

 .  
 

̅  و     أقطاب السّطح الكرويمن كل الخطوط الجيوديزيّة  تمرّ  وعندما
ىي  خطوط ,عمى التّرتيب فإنّ ىذه ال  

 . الطّولخطوط 
 . التّطبيق    بالأقطاب  تنتقل إلى خطوط جيوديزيّة  وفق  نا من أنّ الخطوط  الجيوديزيّة المارّةنكون قد تحققّ وبيذا 

 . لنثبت ذلك عمى بقيّة النّقاط  وبطريقة مماثمة
̅  عمى   ̅   و    عمى      , يمكن حساب المسافةباستثناء الأقطابفي كل النّقاط, 

في النّظام الإحداثي    
  بـ:           مع                 
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    ̅                                                                                                
 حيث 

        
     

        
      عمى دائرة الواحدة  صيغة المسافة

غير مبتذل  اً بشكلجيوديزيّ  ةوافق, متعمى التّرتيب,   و    الصّيغة ب عرّف عمييا المسافة الفضاءات التي تُ  إنّ 
     و           عندما 

̅  السّطوح  ليس من الصّعب التأكّد من أنّ 
 . بسيطة           

 ̅ من أجل السّطح يمكننا 
 ̅ بسيط بناء سطح بسيط وحيد ال غير     

 السّطح مع اً الذي يكون متقايسو       
 ̅ 

 .المعطى     
 .اً إذا حافظ عمى الجيوديزيّةتشويو السّطح جيوديزيّ يدعى 

 
ّ:   مبرىنةّ
 اً أممس اً جيوديزيّ  اً ـ بعد تشويي  مع كرة واحديّة بـ  متماثمة استمراريّاً ال        السّطوح الدّورانيّة البسيطة تعرّف 

 . بتذلغير م شاملاً 
 :الإثبات

̅  من حقيقة أنّ أسرة السّطوح  تنطمق فكرة الإثبات
من ناحية أخرى  ,و           تشويو أممس لمسّطح ب تتعيّن  

بشكل خاص  ىي وسيط التّشويو. حيث  .    مبرىنةغير مبتذل وفقاً لمبشكل  اً جيوديزيّ  متوافقةالسّطح فإنّ 
  ̅

̅  بتحويل لـ    التّشويو لـ  أن يمدّد بوضوحيمكن ,     إذا كان  ,     
وبتغيير ,      في   

̅  مع عائمة السّطوح اً جيوديزيّ  اً يث يكون متوافق, حيمكننا تعريف أي سطح دوراني    بسيط في 
    من   

     .  
, والذي يقابل جيوديزيّاً عائمة من   , تحديد أي سطح من السطح الدّوراني    يمكننا بإجراء تغييرات بسيطة في 

̅  السّطوح 
طارة, وىو سطح غير بسيط, ويقابل  - ىوميومورفي مع    . وىنا يكون    حيث     في   

̅  السّطوح 
    لمسطح لا يوجد تطبيق جيوديزي شامل  فإنّو . من ىنا*طارة - غير المتماثمة استمرارياً مع   

̅  إلى 
 :ةالتّاليالمبرىنة  . معنى ذلك يمكننا ىنا, اثبات  

 
ّّ    مبرىنةّ
  .لةذغير مبت شاممة تطبيقات جيوديزيّة ,  الطارة ذات البعد, مع تماثل استمراريّاً الم,   السّطح الدّوراني يعرّف 

 :لإثبات ىذه المبرىنة نأخذ التّمييديّة الآتية
ّ:ّ   تمييديّةّ

  بالصّيغة   عمى  𝜆التّابع يعطى 
                                           𝜆  ∫       

 

 
                             

        والتّابع    𝜆    𝜆يعطى بشكل محمّي بـ    عمى    𝜆   شاممة )متّجو مقابل (  1-يعرّف صيغة 
 بشكل شامل :   حيث أنّ  التّالي يتحقّق عمى    بشكل شامل عمى  أيضاً عرّف
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 (.   مركّباات التّنسور المتري عمى     حيثّ         )المركّبات 
 .  عمى  اً وليس سمّميّ  اً ليس ثابت  التّابع  فإنّ ـ بعد ,  مع الطّارة بـ  متماثمة استمراريّاً    بملاحظة أنّ السّطوح 

 .) ليست متّجو المماس بشكل عام ( تامّة في العموم ليست     1بالإضافة لذلك الصّيغة ـ
 :   إثبات المبرىنة 

 .ـ بعد مع الطّارة بـ  متماثمة استمراريّاً لنبدأ بوصف دقيق لمسّطوح الدّورانيّة ال
        بشرط    بالعلاقة    يمكن أن تعّرف   

     ∫     √           
 

 

   

   𝜆 1الصّيغة ـ بالاستناد إلى
 
 
 [24]*( راجع المرجع )

 موجود حيث   يمكننا أن نتحقق من أنّ الثاّبت 
              

 (.       غير التّافو ) حيث    ىي مركّبات الحقل التّنسوري لـ 
 بالإضافة لذلك التّنسور يحقّق المعادلات الأساسيّة لمتّطبيقات الجيوديزيّة 

                            𝜆  
 .يكون التّطبيق غير مبتذل    وفي حالة , شاملاً  اً جيوديزي اً بنتيجة ىذه المعادلات يمكننا أن نعرّف تطبيق

ّ:الدّورانيةّالشّاممةّلمجسّماتّالقطعّالنّاقصالتّطبيقاتّالجيوديزيّةّ 
 .     القطوع النّاقصة الدّورانيّة التّشويو الجيوديزي لمجسّمات  سندرس في ىذه الفقرة

, والتي ىي بشكل ورانيّةسطوح دلى إ التي تشوّه القطوع النّاقصة ,بوسيط واحد ,عائمة التّطبيقات الجيوديزيّة عرضن
 عام من نمط مختمف.

لمقطوع النّاقصة الدّورانية, ونعرض أنّ ىذه السّطوح لا يمكن أن  نبني ىنا سطوح دورانيّة تظير من التّشوه الجيوديزي
  تكون قطوع ناقصة دورانيّة.

 :معطى بالمعادلات   في الفضاء الإقميدي     بفرض السّطح الدّوراني
                                                                 

                                           
  :الصّيغة المتركيأخذ 

                                                                      
 ىي توابع مختمفة       و     حيث 

                   
           

  مع المسافة ̅ تطبيق جيوديزي عمى السّطح ىو      ذو المسافة   السّطح إنّ , كما ىو معروف
  ̅  

      

(       )
     

     

       
                                                             

 .الاحداثيّات المشتركة    , وسيطان حقيقيّان    حيث  
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 بوسيط واحد محدد: ̅   عائمة السّطوح الدّورانيّة الآن لنفرض أنّ 
   ̅                       ̅                       ̅        

  ن خلال التّحويلات:م   من السّطح الأصمي نتجت 

     ̅    
    

√        
             ̅   

 ∫ √
               

(        )
   

 

  

                        

 وسيط   حيث
  ̅  ̅  التّوابع حيث أنّ ,   ̅  ̅  طول لممنحني  يو ليس معاملاً فلذلك نفسو السّابق الإحداثي ىو   الإحداثي إنّ 

̅ حيث ,                     لسّطوح الممساء عند الأقطاب يجب أن تحقق شروط ا   :بمعنى,   
  ̅

  
                    

  ̅

  
    

 .   من أجل محققة  الإثبات أنّيا بيذا يتم
 

ّ:نيّةتطبيقاتّمجسّماتّالقطعّالنّاقصّالدّورا
  متماثمة استمراريّاً التي ىي بين السّطوح الممساء الدّورانيّة, عرضنا تطبيقات جيوديزيّة  ةالسّابق في الفقرة

 .    سّطح الكرويمع ال
. بواسطة التّطبيقات الجيوديزيّة ولنتحقق من تشوييو ,إقميديّ  في فضاء   عمى  قطع ناقص دوراني الآن لنأخذ مثال

وفيما يخصّ طول القوس  ,علاوةً عمى ذلك ,من السّطح اً واحد اً تغطّي نصف وىذا يكون في رقعة إحداثيّة  محميّة
 :𝜑الشّروط لممتغيّر  ,تتحقّق  

  𝜑      𝜑                 𝜑       𝜑                                            
 :مربّع عنصر طول القوس ىو

                   𝜑      𝜑  𝜑  
𝜑     نختار    طول القوس )متقايسان (.و  𝜑الأصل )المركز ( لـ  نقطة حيث إنّ ,      

 
 

𝜑     ثمّ إنّ   .ىو نصف محيط القطع النّاقص    
 .ىو استيفاء              الشّرط يعني 

  

  
 

  

  
 
 𝜑

  
 

    𝜑

√      𝜑      𝜑
 

 نجد أنّ: لذلك
   

  
               

  

  
         

  بـ: 𝜑 بدلالة     التّحويل يعطى 
 ̅ 𝜑  

     

√          
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  ̅ 𝜑  ∫ √
                 

(         )
 

  

   
 𝜑  

 
                                                    

 ىو    𝜑   لذلك    𝜑, أيضاً عندما يكتب كتابع  لـ  اً دائماً مشتقّ      يعني
   

   

   

  
 فنجد  

                             ̅ 𝜑  

 
    𝜑

             𝜑 
 
           𝜑 

 
 

                           

    ̅ ىي  ̅ القيمة العظمى لـ 
 

√     
𝜑تتحقّق عند ,    

 

 
 .مثل مركز القطع النّاقص 

̅  نعتبر المشتق بشكل صريح       مكاممةبدلًا من 

  ̅
 نحذف الذي يعطي معادلة تفاضميّة لممنحني و ,  

 ية:وىذا يكون في الخطوات التال .𝜑 الوسيط
 

̅  أوّلًا: نعبّرعن  

  ̅
̅  الصّيغة  ب  

  

  ̅

  
⁄   

 عمى     و     من نحصل 

    ̅

  
 

     

            
 
 

               
  ̅

  
 √

               

(        )
 

  

  
             

 :وفق المعادلة الصّريحة     عندئذ  من التّعريف 

       
  

  
   

و    نعبّر عن     𝜑  فنجد  كدوال في ,: 
  ̅

  ̅
 

 √                

 √     
 

       العكسية لمعلاقة العلاقة نأخذ 
  

 ̅

√    ̅ 
 

  ̅ لنتمكّن من الاشتقاق بالنّسبة لـ 

  ̅

  ̅
 

 ̅√
 
                ̅ 

√    ̅ √           ̅ 
 

 لقطع النّاقص مباشرة مع التّفاضل الموافق لتغير ا من أجل مقارنة ,أخيراً 
  

  
 

 

 √     
 

 يمكننا أن نتوصل إلى التّحويل السّممي 
 ̂   ̅√                  ̂   ̅√      

كافة وسطاء السّطحين ىي في حالة القطع النّاقص و   , نأخذ القيمة العظمى لـ     تساوي  ̂ حيث القيمة العظمى لـ 
 .نفسيا
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 المحدّدة ليذه المتغيّرات:الشّروط  ضمن

  
  ̂

  ̂
 

 ̂

 √    ̂ 
  √

          ̂  

        ̂  
                                        

يمة العظمى عند الق ,مع القطع النّاقص , لا يتوافقتحويل المنحني من نمط مختمفمن ىنا يمكن أن نرى أنّ 
  عند خط الاستواء  كل من المشتقّات  لممتغيّرات المتّجية,

  
̂  لمقطع النّاقص و  

  ̂
  .لمتّشويو 

 
 .(    √ سمّميعامل )لا متغيّرة      دوائر ل بقيلخاصية الاستثنائيّة ليذه التّحويلات ىي أنّيا تُ اإنّ 

 .يحّول المنحني تقريباً إلى دائرة     في   معامل التّحويل الأعظمي  تعديل في النّياية
 :لمسّطح الدّوراني ىو المتركبالنّتيجة يكون 

      .
  ̂ 

  ̂ 
/  ̂   ̂     

 
       (

 
        )  ̂ 

     ̂           ̂  
  ̂   ̂     

ويمكن أن تكون منتظمة   .النّصف العموي أو السّفمي لمسّطحمحميّة توافق فقط  ̂ في الشّروط لـ  المترك ىذاصيغة 
 سطوح كرويّة  ذات أبعاد كبيرة,تستبدل بحيث   ̂ ت مع الثاّب عند وجود أبعاد متعدّدة لمدوائر

 .البعد ذاتومن    بعنصر زاوية     من الضّروري أن يستبدلعندئذ  
   في الشّروط لـ  ̂ مركز القطع النّاقص بتعبير بسيط تابع المسافة نفسو  العودة إلى بيمكننا 

              *
   (

 
    )   

               
     

  

     
   +                          

 يعطى بـ:عمى مركز القطع النّاقص  بينما تابع المسافة

    
   (

 
    )   

       
           

ىي الإحداثيّات  ̂ و ̂ , حيث    ̂ , نعتبر أنّ معادلة خطوط الطّول في الصّيغة ىو تشويو السّطح بتعبير آخر
 .لمقطع عرضي عبر المحور الدّورانيالدّيكارتية 

      من أجل ىذا الغرض نكامل 

            
     

   
 
    

                                                  

 عندئذ  

       
 

 √ 
 ∫

√            𝜑 

    𝜑 

    

    

 𝜑                                                    
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 حيث 

 𝜑           √
   

     
       𝜑           √

        

         
 

 بالتّجزئة نحصل عمى :     بتكامل

∫ √              
    

    

   

      
 √                𝜑      

     

 
 

    
∫ √              

    

    

   

 
 

    
∫

   

√              

    

    

 

 .اسيين من النّوع الأوّل والثاّنيحيث التّكاممين الآخرين ىما تكاممين أس
     مع مناقشة 

       ∫ √          𝜑
 

 

                     ∫
 𝜑

√         

 

 

 

 
 
 
 

   وبالعودة إلى 
 الآتية: علاقةنحصل عمى ال

      
√     

 
√

           

         
 √

     

     
  

 

√        
* (       √

     

   
 

 
   

 √    )   (       
 

√   
 

 

 √    )  

 (       √
     

   
 

 
   

 √    )   (       
 

√   
 

 

 √    )+  

 .  التّشويو الجيوديزي في      العلاقة  السّابقة و علاقاتالتصف 
 يتحوّل السّطح إلى ما يقارب كرة في نياية السّطح.كبيرة إلى قيم معاملات التّحويل ونجد أنّو عندما تنتيي 

 
 :ة الآتيةنتيجنخمص إلى ال عندئذ  
ّ:   مبرىنة
السّطوح فإن  ,الذي يحافظ عمى السّطوح الدّورانية ,غير مبتذل اً جيوديزيّ  تطبيقاً مجسّم القطع النّاقص الدّوراني يعرّف 

 . سطوح قطوع ناقصةالنّاتجة ليست 
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ّالاستنتاجاتّوالتوصياتّ:
غير مبتذل أي أنّ السطوح الناتجة ليست قطوع  توصمنا إلى أن القطع الناقص الدوراني يعرف تشويو جيوديزي

ناقصة, يمكن متابعة البحث ودراسة سطوح أخرى بالاستفادة من التنسورات وتطبيقاتيا لما ليا من أىمية عممية 
 قيمة في مجالات الرياضيات و الفيزياء) الحركة والكم والضغط و ...( والطب و غيرىا من العموم الأخرى.
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