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عمى  لاعتماد، وذلك با   لسطوح التربيعية في الفضاء الإسقاطي ثلاثي الأبعادا تصنيف في ىذا البحث نحاول
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ABSTRACT 

In this paper, we try to classification for quadratic surfaces in projective 3D-

space   , depending on projective transformations in this space in addition to the 

classification of quadratic surfaces in the Euclidean space followed by the method of 

applying the corresponding (necessary) transformations of coordinates on the general 

equation. 
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 :مقدمة
يرتبط ظيور  .وب مسممات خاصنظام  مبني عمىالرياضية  اليندسة الإسقاطية فرع مستقل من فروع اليندسة

، وذلك في النصف الأول من القرن  (1788-1807اليندسة الإسقاطية باسم الباحث اليندسي الفرنسي بونسيمي  )
 التاسع عشر، من خلال تعريفو لمموضوع الأساسي الذي تقوم عميو اليندسة الإسقاطية وىو:
 " دراسة خصائص الأشكال اليندسية اللامتغيرة بالنسبة لأي إسقاط ليذه الأشكال ".

الإسقاطية لمشكل  بالخصائص -التي لا تتغير بالنسبة لأي إسقاط -تمك الخصائص اليندسية تدعى
 .[4]اليندسي

ساىمت أبحاث كل من شتينر وشال بإغناء اليندسة الإسقاطية بمواضيع عديدة وىامة، إلاا أنيما درساىا كجزء 
من اليندسة الأساسية، وليس كفرع ىندسي مستقل عن باقي فروع اليندسة. ولم يحدث ذلك إلاا في النصف الثاني من 

يد اليندسي شتاود، من خلال إدخالو مفيوم كل من المستقيم الإسقاطي، المستوي وذلك عمى القرن التاسع عشر، 
في اللانياية ) النقطة القاصية (؛ إذ تم تعريف الإسقاطي والفضاء الإسقاطي، وذلك اعتماداً عمى النقطة الواقعة 

توي الإسقاطي بأنو مستوٍ يحتوي المستقيم الإسقاطي بأنو مستقيم يحتوي عمى نقطة واحدة فقط واقعة في اللانياية، المس
                                                                                                                                                                                                                                                                                      عمى مستقيم واحد فقط واقع في اللانياية والفضاء الإسقاطي بأنو فضاء يحتوي عمى مستوٍ واحد فقط واقع في اللانياية.

لتصبح دراستيا مقتصرة عمى  -التي قيدتيا  -وبذلك يكون شتاود قد حرر اليندسة الإسقاطية من مفاىيم القياس
 خصائص التموضع المتبادل للأشكال اليندسية.

 عناصرالدور  يختمف عندوراً أساسياً لا  العناصر الواقعة في اللانياية )النقطة، المستقيم، المستوي( تمعب
  [6] .(، المستوي)النقطة ،المستقيم العادية 
   

 أىمية البحث وأىدافو:
لاعتماد عمى التحويلات مسطوح التربيعية في الفضاء الإسقاطي الثلاثي بالإيجاد تصنيف  إلى ييدف ىذا البحث

العام  مشتقة من الشكل عدة معادلات؛ إذ تنتج تسييل دراسة السطوح والمنحنيات التربيعيةمما يساىم في  .الإسقاطية
 . تربيعي وكل منيا تمثل معادلة سطحلمسطح التربيعي 

  
 طرائق البحث ومواده:

الإسقاطي ثلاثي لسطوح التربيعية في الفضاء ايعتمد ىذا البحث عمى التحويلات الإسقاطية في إيجاد تصنيف 
 .الأبعاد

وذلك من خلال تحويل المعادلة العامة إلى إحدى المعادلات القياسية من خلال تطبيق التحويلات اليندسية 
 للإحداثيات الإسقاطية.
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 projective coordinates :سقاطيةالإحداثيات الإ
 homogeneous. عتمد في الفضاء الإسقاطي مختمف الأبعاد عمى الإحداثيات المتجانسة ي

coordinates            في الفضاء  لنقطة الإحداثيات المتجانسة،      حيث ، (       )تدعى
      ، الإقميدي أحادي البعد

في الفضاء الإقميدي ثنائي الأبعاد باستخدام الإحداثيات المتجانسة بالشكل يتم تمثيل أي نقطة كذلك 
في الفضاء الإقميدي ثلاثي الأبعاد باستخدام كما يتم تمثيل أي نقطة ، و      حيث  (          )

في . وبالتالي تكون الإحداثيات الإسقاطية     حيث  (             )الإحداثيات المتجانسة بالشكل 
مع إلغاء شرط أن يكون الإحداثي الأخير الإحداثيات المتجانسة نفسيا ىي الفضاء الإسقاطي مختمف الابعاد 

نقطة أي تمثيل يتم (   لمصفر. ففي الفضاء الإسقاطي ثنائي الأبعاد )المستوي الإسقاطي  غير مساوي
 .(         )  عندئذٍ تكون النقطة واقعة في اللانياية     ، في حال كانت (          )متجوالب

لا                                                                                                        [1]
كل نقطة من المستوي الإسقاطي عدد لانيائي من يقابل تمثَّل النقاط في المستوي الإسقاطي بشكل وحيد؛ إذ 

 أي:الثلاثيات الحقيقية، 
(          )   (          )                        

إحداثياتيا    ، ليا نقطة مقابمة في المستوي الإسقاطي   في المستوي الإقميدي (     )إن أي نقطة 
بنقطة في الفضاء    من البعدعام يتم تمثيل أي نقطة في الفضاء الإقميدي  . وبشكلٍ (       )المتجانسة
 [2] بعد.    بـ      الإسقاطي

 الديكارتية في الفضاء الإسقاطي بالعلاقات:ترتبط الإحداثيات المتجانسة مع الإحداثيات 
  

  

  
    

  

  
     

  

  
 

 
 [5] التحويلات الإقميدية:

 بالعلاقات: قميديةفي اليندسة الإ )الانسحاب والدوران(التحويل الإقميدي يعطى

        {
                       

                      

      
                

 

عند تطبيقو عمى المعادلة العامة لمسطح التربيعي في  -باختيار مناسب لممعاملات -يؤدي ىذا التحويل
 الفضاء الإقميدي إلى حذف الحدود الخطية والمستطيمة.

 
 التحويلات الإسقاطية:

لوصف كيفية تحويل مجموعة من الكائنات  التحويل الإسقاطي ىو مفيوم يستخدم في اليندسة الإسقاطية
  اليندسية إلى مجموعة أخرى من الكائنات اليندسية في الفضاء الإسقاطي.
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 [3]تعريف: 
يمثل  ،ل خطي عمى متجيات رباعية متجانسةىو تحويفي الفضاء الإسقاطي ثلاثي الأبعاد التحويل الإسقاطي 

 :بالشكل المصفوفي

(

  

  

  

  

)  [

            

            

            

            

]

(

 

  
 

  
 

  
 

  
 )

     

 أو يمكن كتابتو بالشكل:

{
 

 
         

        
        

        
 

         
        

        
        

 

         
        

        
        

 

         
        

        
        

 

    ( ) 

 [5]:في القضاء الإقميديمعادلة السطح التربيعي  نأخذ
 (       )      

      
      

                         
                      

 بوضع:
  

  

  
    

  

  
     

  

  
 

 الفضاء الإسقاطي:مسطح التربيعي في العامة لمعادلة النحصل عمى 
 (            )        

       
  +     

  +       
           +          

                                                                       
يمكن كتابة المعادلة السابقة ، لذلك لا يمعب مفيوم القياس أي دور عمى الإطلاق في اليندسة الإسقاطية

 بالشكل:
 (            )    

    
  +  

  +   
       +                         

        
كتبنا المعادلة السابقة بأمثال مساوية لمواحد لتسييل حل المعادلات، عمماً أن ىذا لا يؤثر عمى عمومية تنويو: 

  المسألة.  
 
 

نحصل ، عمى معادلة السطح التربيعي في الفضاء الإسقاطي ( )بتطبيق التحويل الإسقاطي الخطي المتجانس 
 عمى المعادلة الآتية:

(   
            

                   
                       

   
 )   

    (                                                          
                                                         )   

     
                                          

(   
            

                   
                          

 )   
     

(                                                                              
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                                                         )   
   

       
(                                                          
           
                                                 )   

   
                                        

(   
            

                   
                       

   
 )   

    (                                                   
                                                                    
              )   

    
   (                                     

                                                                 
                     )   

    
                       (                      

                                                              
                                   )    

    
                            (   

  

          
                   

                          
 )    

      
 سيؤدي ىذا التحويل الإسقاطي إلى حذف الحدود المستطيمة ، وىنا نميز الحالات الآتية:

  عندئذٍ نحل جممة المعادلات الآتية: تساوي المعادلة العامة رتبة مصفوفة أمثال، 
                                                          

                                                              
                                                          

                                                             
                                                          

                                                             
                                                          

                                                             
                                                          

                                                             
                                                          

                                                             
 

متغير، نعتبر ستة منيا أساسية والباقي اختيارية، أي نحل ىذه    نلاحظ أنيا ست معادلات ب 
 : عمى سبيل المثال ضع، ن                        المعادلات بالنسبة لستة متغيرات ولتكن 

                                                                
                

 :تكون قيم المتغيرات الأساسية ىي عندئذٍ 
     

 

 
                                         

 وبالتالي نحصل عمى التحويل الإسقاطي الآتي:
    

 

 
   

     
     

  
      

     
      

       
      

     
      

         
       

     
      

          
 نعوض ىذا التحويل في معادلة السطح نحصل عمى المعادلة :
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 عمى الشكلوبالتالي نحصل ، (جميعيا من إشارة واحدةالحدود إشارة الحدود)ىنا ما ييمنا من ىذه المعادلة 
 :القياسي

   
      

      
      

                              
 الأشكال التالية:عمى نحصل  الاختياريةكذلك باختيار مناسب لممتغيرات 

   
      

      
      

     
   

      
      

      
     

  عندئذٍ نحل جممة المعادلات الآتية:  رتبة المصفوفة تساوي ، 
                                                          

                                                             
                                                          

                                                             
                                                          

                                                             
                                                          

                                                             
                                                          

                                                             
                                                          

                                                             
   

            
                   

                          
     

   تنويو: ىنا جعمنا أمثال 
   اختيار أمثالكان من الممكن مساوية لمصفر    

   أو    
   أو    

    . 
 نحل ىذه المعادلات بالنسية لممتغيرات:  

                            
 نعطي قيم لممتغيرات الاختيارية ولتكن:

                                                                
 فنحصل عمى قيم المتغيرات الأساسية: 

                                             
 وبالتالي يكون التحويل الإسقاطي ىو:

         
     

     
  

         
    

                    
                               

  
      

     
                

 وبتعويض ىذا التحويل الإسقاطي في معادلة السطح نحصل عمى المعادلة الآتية:
    

      
        

     
 عمى الشكل القياسي: نحصلأي 

   
      

      
                                     

 :شكل الآتيالعمى كذلك باختيار مناسب لممتغيرات الاختيارية نحصل 
   

      
      

      
 

 عندئذٍ نحل جممة المعادلات الآتية:  رتبة المصفوفة تساوي ، 
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   تنويو: ىنا جعمنا أمثال 
   و    

   اختيار أمثال أيضاً مساوية لمصفر كان من الممكن    
   أو    

    . 
 وباعتبار:                                نحميا بالنسبة لممتغيرات : 

                                                        
 نحصل عمى :

     
 

 
                                                  

 وبالتالي يصبح التحويل الإسقاطي:
    

 

 
   

  
      

         
      

        
       

    
 نعوض ىذا التحويل في معادلة السطح نحصل عمى المعادلة:
   

   
 

 
   

     
 أي حصمنا عمى الشكل القياسي:

   
      

     
 الشكل الآتي: عمى الاختيارية نحصلكذلك باختيار مناسب لممتغيرات 

   
      

     
   ممكن أن تكون المعادلات بدلالة من التنويو: كان 

   أو   
  . 

  عندئذٍ نحل جممة المعادلات الآتية:  رتبة المصفوفة تساوي ، 
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                                     نحميا بالنسبة لممتغيرات :

                                          
 نحصل عمى :

                                                      
 وبالتالي يصبح التحويل الإسقاطي:

      
                                               

        
                                                 

 نعوض ىذا التحويل في معادلة السطح نحصل عمى المعادلة:
    

     
 أي حصمنا عمى الشكل القياسي:

   
     

   ممكن أن تكون المعادلات بدلالة ال من تنويو: كان
   أو   

   أو   
 . 

 
 

 :والتوصيات ستنتاجاتالا
  ، تأخذ أحد الأشكال الآتية تبعاً لرتبة المصفوفة.جميع السطوح التربيعية في الفضاء الإسقاطي ثلاثي الأبعاد

 :الآتية الأشكالتأخذ معادلة السطح ، عندئذٍ  رتبة المصفوفة تساوي
   

      
      

      
     

   
      

      
      

     
   

      
      

      
     

 :الآتية تأخذ معادلة السطح الأشكال، عندئذٍ  رتبة المصفوفة تساوي 
   

      
      

     
   

      
      

     
 :الآتية تأخذ معادلة السطح الأشكال، عندئذٍ  رتبة المصفوفة تساوي 

   
      

     
   

      
     

 :الآتي تأخذ معادلة السطح الشكل، عندئذٍ  رتبة المصفوفة تساوي 
   

     
لذلك نوصي بإيجاد تصنيف  نظراً لأن المنحني التربيعي ىو تقاطع سطحين أحدىما عمى الأقل تربيعي،

 لممنحنيات التربيعية في الفضاء الإسقاطي ثلاثي الأبعاد. 
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