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□ ABSTRACT □ 

 

 

In this paper, we present an estimate for the Fekete-Szegö inequality in the 

subclass         which is defined by Frasin. This estimate leds to improe the third 

coefficient in this class and its subclass         . 
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 مقجمة
 ستكسالا التهابع ثشائية التباين ا في بعس صفهف تقجيخات معاملات التهابع تحدينالبحث مدألة نجرس في ىحا 

تقجيخ للسعامل الثالث في الرف  تهصلشا إلىحيث   [5,6,7]في كل من السخاجع  عسل بعس الباحثين الدابقينل
وحجود "  Fekete-Szegö إيجاد تقجيخ لسدألة " شخيقة مدتخجمين         والرف الجدئي          

معاملات التهابع في صف التهابع ذات القدم الحقيقي السهجب وأيزا مصابقات خاصة مبشية على شبيعة تعخيف 
 .السجروسالرف 

 
 أهمية البحث وأهجافة

هابع ـــــــــــخة التــــــــــبأنيا أس خّفةــــــوالسع  𝜎تكسن أىسية البحث من كهنو يُعشى في دراسة التهابع السختلفة للأسخة 
من خلال دراسة خهاص معاملات ىحه التهابع عشجما تشتسي لرفهف   على قخص الهاحجة السفتهح  ائية التباينـــــــــــــــــثش

سسكشة لبعس الويتجلى ىجف ىحا البحث في محاولة الحرهل على أفزل تقجيخات   .𝜎جدئية معيشة من الأسخة 
 . 𝜎للتهابع في بعس الرفهف الجدئية من  املاتالسع

 
 طرائق البحث ومهاده

الشظخية, وبذكل خاص ضسن التحليل العقجي والتهابع التحليلية يقع ىحا البحث ضسن اختراص الخياضيات 
خ التابع التحليلي في العقجي مثل قابلية نذــــ لصخق الستبعة بذـــــــكل أساســـي على مفاىيم التحليلتعتسج ا والستبايشة, لحلك

أويلخ للأســــــذ الحقيقية بستغيخات عقجية,  - ج نيهتنثشائي ح وأيزاا على مشـــــذهر ,ما  نقصةــدلة تايلهر في جهار لــــــســـــــــ
 نظخية التهابع الستبايشو. مفاىيم وبذكل عام على

 
  تعاريف ومفاهيم أساسية

| |    }    السفتهح التحليلية على قخص الهاحجة      الى مجسهعة التهابع   𝒜يخمد بالخمد   

 الآتي: والسعخوف بأنيا تسثل بدلدلة تايلهر ذات الذكل                والتي تحقق الذخط  { 
        ∑      

                                                                                                       
والتي تكهن متبايشة على  𝒜   الستبايشة والتي تعخّف بأنيا مجسهعة التهابع  لرف التهابع  ويخمد بالخمد 

مجاه يحهي القخص   كل تابع من الرف  , انّ Koebe "[1]للباحث " , ومن السعخوف أنو وفقاا لشظخية الخبع 
{  | |    ⁄  :يحقق أن       يسلك معكهساا     متباين من الرف     . لحلك كل تابع{

       | |                ⁄                                        
 :يلي )تايلهر( كسا عشة بدلدلة قهى  وبدبب التباين يسكن ليحا السعكهس أن يعبخ 

                           ∑     
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  اذا كان كل من   و ثشائي التباين على قخص الهاحجة نّ إ 𝒜  يقال عن التابع  :[7]تعريف 
 𝜎ومن الأمثلة على تهابع من الرف  . 𝜎 على قخص الهاحجة. ويخمد اليو بـ اا متبايش       ومعكهسو 

 

   
                      

 

 
   (

   

   
)   

 اذا حقق الذخط الآتي:  و نجسي من السختبة نّ إ    يقال عن التابع  :[9]تعريف 

                                  ℜ (
  ́   

    
 )                       (     )  

 .       بالخمد  ويخمد لرف التهابع الشجسية من السختبة 
 الآتي:اذا حقق الذخط   و محجب من السختبة نّ إ    يقال عن التابع  :[9]تعريف 

                              ℜ (  
  ́́   

 ́   
 )                       (     )   

و   𝒦بـ  إليو يخمد    وفي حالة   .    𝒦 بالخمد  ويخمد لرف التهابع السحجبة من السختبة 
 السحجبة وصف التهابع الشجسية على التختيب.  لرف التهابع   

  و من الرف نّ إ 𝜎  يقال عن التابع  :[9]تعريف 
صف التهابع ثشائية الشجسية من السختبة )     

 حيث  
 .   من السختبة  اا نجسي    ومعكهسة   اذا كان كل من (         

𝒦و من الرف نّ إ 𝜎  يقال عن التابع  :[9]تعريف 
 
صف التهابع ثشائية التحجب من )     

     , في حال من السختبة  اا محجب    ومعكهسة   اذا كان كل من (          حيث  السختبة 
   نحرل على صف التهابع ثشائية الشجسية

𝒦وصف التهابع ثشائية التحجب   
 

 . 
التحليلية على قخص الهاحجة والتي تشقل قخص  𝓀ة صف التهابع نّ بأ  𝒫يعخف الرف  :[8]تعريف 

, مثل ىحه التهابع تسثل بدلدلة         𝓀الهاحجة الى نرف السدتهي العقجي الأيسن والتي تحقق الذخط  
     الآتي: قهى من الذكل

    𝓀      ∑    
                                                        

 

   
 

حيث نهقر ىحا السحجد من قبل العجيج   لسعاملات التابع    [2]لسحجد ىانكل       يخمد بالخمد 
            الحي يعصي محجد ىانكل الثاني         من الباحثين من أجل 

والسعخوف   
 Fekete-Szegö" "بتابع

      بالذكل   وذلك بهجهد الثابت 
"  Szegö "  و ""Feketeللباحثين  حيث تعهد تدسية ىحا التابع . 

 :[11]  والتي تشز على ما يلي  في ال صف  أوججا التقجيخ الأمثل ليحا التابعالحين 
 عشجئحٍ يكهن      و        و        من أجل 

|      
 |      

 
  

                            
 .        من أجل  وىحا التقجيخ الأمثل

|  |يحقق الستخجحة    𝜎   أن السعامل الثالث لكل تابع Lewin [3]الباحث  تحقق ,وفي عام      
|  | Brannan and Clunie [4]الباحثان خسّن  0891 أثبت الباحث  1985في عام  و   √ 

Kedzierawski [5] ن تخسين الباحثيBrannan and Clunie [4]   وذلك من أجل التهابع ثشائية الشجسية
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و  |  |على تقجيخ لكل من السعاملين  Brannan and Taha [6] تهصّل الباحثان 0899, وفي عام   

  في كل من صف التهابع ثشائية الشجسية  |  |
𝒦وصف التهابع ثشائية التحجب      

 
    . 

على تقجيخ لكل من السعاملات   3102في عام  Murugusundaramoorthy et al. [7] حرل الباحث 
 في كل من الرفين  |  |و  |  |

 
 والتي كانت على الذكل التالي : 𝜎الجدئيين من         و         

 فإن:        ,       حيث             من أجل كل 

|  |  
  

     √   
   |  |  

   

      
 

 

   
                         

 فإن:        ,       حيث             من أجل كل 

|  |  
√      

   
   |  |  

       

      
 

   

   
        
في كل من  Fekete-Szegöمن إيجاد تقجيخ لسدألة  3102في عام    Zaprawa [8]تسكن الباحث 

 الرفين 
 
في كل من الرفين السعخفين في  |  |الأمخ الحي أدى الى تحدين تقجيخ السعامل         و       

 والتي كانت على الذكل التالي : [7]السخجع 
 فإن:        ,       حيث             من أجل كل 

|  |  {

   

           
                    

 

   
                                        

                            

 فإن:        ,       حيث             من أجل كل 

|  |  
      

      
                                                        

بالذكل  𝜎الجدئيين من         و          بتعخيف الرفين   Frasin [9]في نفذ العام قام الباحث 
 التالي:

 اذا حقق مايلي:        من الرف  𝜎  يكهن التابع  :[9]تعريف 

 |   ( ́       ́́   )|  
  

 
        |   ( ́       ́́   )|  

  

 
                    

 حيث أنّ               
                                 ∑

       

    
    

    
 اذا حقق مايلي:        من الرف  𝜎  يكهن التابع  :[9]تعريف 

ℜ ( ́       ́́   )           ℜ ( ́       ́́   )                            
 حيث أنّ     

                                  ∑
       

    
    

    
  [9] :1 مبرهنة

 يكهن       و      إنّ حيث             من أجل  
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|  |  
  

√                   
       

|  |  
  

      
 

  

       
             

 [9] :2 مبرهنة
 يكهن       و        إنّ حيث            من أجل   

  |  |  √
      

       
                  |  |  

      

      
 

      

       
                   

 [9] :1 نتيجة
 يكهن        إنّ حيث            من أجل   

    |  |  
  

√     
                 |  |  

      

  
                            

 [9] :2 نتيجة
 يكهن        نّ إحيث            من أجل   

|  |  
 

 
√                              |  |  

               

  
             
 [1] :3 مبرهنة

∑      𝓀حيث  𝒫من صف التهابع  𝓀ليكن التابع      
  

 عشجئحٍ     
 |  |                                                       

 . 𝒫الحج الجقيق لسعاملات التهابع في الرف ىه                  
 [10] :1مبرهنة مداعجة 

|  |حيث          و        ليكن      ,|  |  يكهن :   
               |               |  {

  | |        | |  | |

    | |         | |  | |  
                       

 [10] :4 مبرهنة
 يكهن      و         حيث             من أجل 

|      
 |  {

     |   |         |   |      

                             |   |        
                                 

     و   ℝ  حيث               
   

       
 . 

 
 [10] :3 نتيجة

 يكهن      و         حيث             من أجل 

|  |  
      

       
                                                          

 [10] :4 نتيجة
 يكهن:                     حيث             من أجل 
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|  |  
      

 
                                                            

 النتائج والمناقذة
السبخىشات لبعس التقجيخات التي وردت في تحديشاا  [10]استكسالا لعسلشا الدابق في السخجع  نقجم فيسا يلي

 :  [9]" في السخجع "Frasinالسقجمة من قبل الباحث  الدابقة  والشتائج
  مبرهنة:
 يكهن      و         حيث               من أجل

|      
 |  

{
 

      |   |        |   |  
 

       
 

   
  

       
            |   |  

 

       
 
                                                

     و  ℝ  حيث 
  

                     
 . 

 البرهان:
 :( نجج الآتي2العلاقات ) و منفإنّ           من أجل كل تابع 

 ́       ́́                                                                       
 ́       ́́                                                                   

 لحلك يكهن :  𝒫          حيث 
                  

     

            
    

      

  
  

                 
                  

     

            
    

      

  
  

          
 وايزاا 

               (    
      

  
  

 )                                       

               (    
      

  
  

 )                                 

 : نجج أنّ      و     العلاقات )   وتابعة العكدي   ومن مشذهر التابع 
 ́       ́́                                                                  

 ́       ́́                     
                               

 :نحرل على الآتي      ,            ,من العلاقات 
                                                                                 

              
      

  
  

                                          
 الآتي:نحرل على       ,            ,أيزاا من العلاقات 
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 الآتي: بالسصابقة ثم بالتخبيع والجسع نحرل على     و      من العلاقتين نحرل 
                                                                                          

         
       

    
                                                      

 : نجج أنّ      و      بجسع العلاقتين 

   
                 

      

  
   

    
                                                  

 نحرل على     و      من العلاقتين 

(
                     

 
)  

                                                     

 ومشة نجج

  
  

  

                     
                                                         

 :نحرل على     من      بصخح العلاقة 

             
                 

      

  
   

    
                        

  : نحرل على     و      و      من العلاقات 

          
                

                     
                                    

 :ومشو

   
  

                     
        

 

       
                      
  :وأيزاا يسكن أن نكتب

               
 

       
                                                                                             

 نحرل على      و      من العلاقتين 
      

              
 

       
                                 

      
    [          

 

       
]    [          

 

       
]             

 
 نجج الآتي:     على العلاقة  (0بتصبيق السبخىشة السداعجة )

|      
 |  {

 |         ||  |                      |         |  |
 

       
|  

  |
 

       
| |  |                       |         |  |

 

       
|  

                    

 ( على العلاقة الدابقة نحرل على:2ثم بتصبيق السبخىشة )

|      
 |  

{
 

      |   |        |   |  
 

       
 

   
  

       
            |   |  

 

       
 
                                                   

 يتم البخىان. وبحلك
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 : نتيجة 

 يكهن       و         حيث             من أجل  
|  |  

  

       
                                                                                  

 البرهان:
 نحرل على الآتي: (  ) فإن العلاقو       بهضع 

|  |  

{
 

                                 
 

       
 

   
  

       
                

 

       
 
                                            

       حيث لجيشا التابع
  

                     
   

 مهجب تساماا               فإنّ السقجار         وبسا آن 
   ولجيشا السقجار

       
    يكافئ السقجار   

        
  

  ثم بسلاحظة أنّ 

                     
 

  

        
 

       أنّ بالتالي نجج 
 

       
         في الرف    وىه الفخع الثاني من متخاجحة السعامل  

 .     العلاقة وبحلك نحرل على 
 : نتيجة

 يكهن         حيث             من أجل  
|  |  

 

 
                                                                     

 البرهان:
           في الرف الجدئي    (  نحرل على التقجيخ للسعامل   العلاقو ) في       بهضع 

 .     في العلاقة  التي تهصّلشا إلييا
 

مع التقجيخ ليحا  في كل من الشتيجتين الدابقتينلو الحي تهصلشا   |  |بسقارنة التقجيخ للسعامل  ملاحظة :
 السعامل 
فيسا نجج أن تقجيخنا يحدن الشتائج  [9]السحكهرة في السخجع ( 0) الشتيجة ( و0) في كل من السبخىشة            

 . |  |التقجيخللسعامل-يخز
             

 هصياتوالتّ  الاستنتاجات
تقجيخ للسعامل أيزا و         في الرف   Fekete-Szegö لى تقجيخ لسدألة تهصلشا في ىحه السقالة إ

|  | 
 . [9]في السخجع  ىحا التقجيخ يحدن الشتائج السهجهدةو         و            في كل من الرفين
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صفهف ججيجة معخفة حجيثاا بسؤثخات  في Fekete-Szegö نهصي بسحاولة إيجاد  تقجيخ لسدألة 
 تفاضلية أو تكامليو بيجف الهصهل الى تقجيخات مثلى لسعاملات التهابع في صفهفيا.
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