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 □ملخّص  □
 وىينقؽم في ىحا السقال بالبخىان عمى وجؽد التغطية الستكافئة لثلاثة أنؽاع مؼ السخاريط 

السؤلفة مؼ الجوال الستشاقرة والسعاد تختيبيا والسعخفة عمى نرف السحؽر الحقيقي السؽجب،  ( )  ( )  ( ) 
𝜌ليا عمى التختيب ىي )مثمى( شبو مشعسة  الة السخاريط حيث د

 
  𝜌

 
  𝜌

 
تكافؤ معخفة بذكلٍ وحيج. ومؼ ثػ  

    السخاريط مؼ أجل الكسؽن  
و بذكل خاص كسؽن بيدل و ريذ السعسستيؼ و طسخىا في الفزاء  (   ) 

   . 
 .   التغطية الستكافئة، مخاريط الجوال، الفزاء  الكلسات السفتاحية:
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□ ABSTRACT □ 

 

In this paper, we  prove the existence of the equivalent cover for the following 

three types of cones:  ( )  ( )  ( ), where these cones consist of  rearranged 

decreasing functions defined on the positive real numbers, and the unique semi-norm 

functions of  them  are 𝜌   𝜌   𝜌  respectively.  

Also, we prove the equivalence of the cones for the potential 

     
 (   ). In particular, for the generalized Rize and Bessel potentials and 

embedding of it in the space RIS. 

Key words and phrases: The ordered cover, The cones of functions and The 

space RIS. 
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 السقدمة
تمعب فزاءات الجوال دوراً ميساً في حل مختمف السدائل الشعخية و التطبيقية في الخياضيات حيث درس 

بيدؽف ، امانؽف ،غؽلجمان..... خؽاص ىحه الجوال وتطبيقاتيا في نعخية التفاضل و الخياضيؽن أمثال نيكؽلدكي ، 
(  Potentialفي فزاءات الكسؽن )  (Embedding)السعادلات التفاضمية و قج تسكشؽا مؼ بشاء نعخية الطسخ 

و ريذ ولؽرنتد  الكلاسيكية وقج تػ استكسال ىحه الجراسة في تطؽيخ نعخية الفزاءات السعسسة  مثل فزاءات بيدل
 وأورلير .

 الدراسة السرجعية :
الفزاء  في( بجراسة فزاء الكسؽن عمى الفزاء الإقميجي نؽني البعج M. L. Goldmanقام )  2010في عام 

. و ثػ دراسة الخرائز التكاممية لكسؽن     و دراسة كسؽن بيدل و ريذ السعسستيؼ كحالة خاصة مؼ الفزاء    
 - ,.     الفزاءو طسخىا في  السعسستيؼبيدل و ريذ 

( بجراسة فزاء باناخ الحي يحتؽي عمى M. L. Goldman  , P. P. Zabreikoقام ) 2013في عام 
مخخوط كيفي مؼ الجوال القيؽسة السؽجبة و ذلغ بالشدبة لمجالة شبو مشعسة التي تشتسي إلى الفزاء الأمثل مع الأخح 

 - ,و مقارنة الشتائج.     بعيؼ الأعتبار الفزاء 
الأمثل الحي   ( بجراسة فزاء باناخ Э. Г. Бахтигареева, М. Л. Гольдманقام )  2016في عام 

يحتؽي عمى مخخوط مؼ الجوال السؽجبة مع خؽاص التختيب، و تػ إيجاد الشتائج العامة لمقيػ السثمى الستؽافقة مع علاقة 
 - ,التختيب. والدؤال السطخوح ىؽ إيجاد التغطية السختبة و الستكافئة ليحه السخاريط. 

( بجراسة التغطية  Бокаев Н.А., Гольдман М.Л., Каршыгина Г.Жقام ) 2018في عام 
 - ,السختبة و الستكافئة لسخخوطيؼ مؼ الجوال السؽجبة مع خؽاص التختيب الستعمقة بكسؽن بيدل و ريذ السعسستيؼ. 

 هدف البحث :
عؼ   - ,بتعسيػ ما تست دراستو في السخجع  حيث قسشا - , السخجع في لجراستشاإن ىحا البحث ىؽ استسخار 

  ( )  ( )  ( )    الجوالمؼ مخاريط لثلاثة التغطية السختبة  إيجادطخيق 
و ىشا قسشا بإيجاد التغطية الستكافئة )الستبادلة( ليحه السخاريط مع خؽاص التختيب و ثػ طسخ ىحه السخاريط في 

 .    الفزاء 
تيا باستخجام التغطية حلغ نقؽم بجراسىؽ أمخ معقج لمغاية ، ل ةإن دراسة فزاءات كسؽن بيدل و ريذ السعسس 

 .    السختبة و الستكافئة لسخاريط الجوال السؽجبة و الستشاقرة و ثػ طسخىا في الفزاء 
 طرائق البحث ومشهجيته :

 :RISالتغطية الستكافئة لسخاريط الدوال مع خهاص الترتيب في الفزاء  1-1
 ; (   )  ،  ولتكؼ  ( )  ( )  ( ) في ىحا القدػ سيتػ ايجاد التغطية الستكافئة لمسخاريط 

Ω( )  مجسؽعة الجوال𝜑  والتي تحقق الذخوط الآتية :   مؼ 

    

{
 
 

 
 
 )     𝜑( )         𝜑(   )  𝜑( )   ∫𝜑( )     

 

 

        (   )

 )             
 
⇒  𝜑( )         ,   ,

        (   ) 
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𝜑في حالة   Ω( )          الجوال : تعخف 
               (   )  𝜑(   *   +)  {

𝜑( )          

𝜑( )       
                     (   )     

              (   )  𝜑(   *       +)  {
𝜑(   )          

𝜑(   )       
     (   ) 

              (   )  

{
 

  

 
∫𝜑( )  

 

 

       (   )

𝜑( )                    

                                          (   )     

 فإن :      اذا كان  
  (   )                         

  (   )                         
 .(   )في التعخيف  𝜑وىحا يشتج مباشخة مؼ الخاصة الثانية لمجالة 

̃ ليكؼ                 في ىحه الحالة ندتخجم ثلاث دوال مؽجبة  و RISء فزا  (  )̃  
حيث الجالة شبو مشعسة ليحه السخاريط     عمى التختيب عمى                متعمقة بثلاثة مخاريط 

 عمى التختيب :   𝜌    𝜌    𝜌وحيجة 
 

  ( )       ̃( )  {  ( )    (    )  ∫   (   )

 

 

   ( )        ̃  (   )} (   ) 

      𝜌 ( )(   )      * ‖  ‖ ̃       ̃  (   )   (    )    ( )         (   ) 

 ( )       ̃( )  {  ( )    (    )  ∫   (   )

 

 

   ( )        ̃  (   )} (   ) 

      𝜌 ( )(   )      * ‖  ‖ ̃       ̃  (   )   (    )    ( )             (   ) 
 

 ( )       ̃( )  {  ( )    (    )  ∫   (   )

 

 

   ( )        ̃  (   )} (   )  

  𝜌 ( )(   )      * ‖  ‖ ̃       ̃  (   )   (    )    ( )                  (    )   
̃    تتحقق مؼ أجل كل الجوال   (1,6)العلاقة   (   )   

 ( )    يتحقق مؼ أجل الجالة   (1,5)في العلاقة  السؽجؽد في التكامل (    )  ومؼ أجل 
 : الجالة السؽجبة وحيجة وتعشي (1,10) و  (1,8)وكحلغ الامخ بالشدبة لمعلاقتيؼ 

    ( )     
 

⇒ 𝜌 ( )(    )   𝜌 ( )(   )          
 . 𝜌  𝜌وكحلغ الامخ بالشدبة ل 

𝜑اذا كانت  :1ملاحظة   Ω( )        : فإن الستخاجحة الآتية محققة 

𝜑(   )  𝜑( )  𝜑( )  
 

 
 ∫𝜑( )   

 

 

                                       (    )   

 والعلاقة الآتية محققة 
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  (   )     (   )     (   )                                    (    )      
 فإن   وبتثبيت      :  بفخض 2ملاحظة 

    (   )     (   )     (   )   ̃ (  )                        (    )  
 (  ) ̃ ىؽ الفزاء السخافق لمفزاء  (  ) ̃ حيث 

        بفخض : 1تعريف 
عشجئح علاقة التختيب بيؼ الجوال تعطى   - ,السخجع دالتيؼ كسا ورد في    

 بالعلاقة:

         
     

{
 
 

 
      

 
⇔       

     
 

⇔ ∫  
 ( )  

 

 

 ∫  
 ( )  

 

 

        
                (    )   

      
 وىي تعطى بالعلاقة :   ىي الجالة الستشاقرة اللامتغيخة السعاد تختيبيا لمجالة   

  
 ( )      *   ,   [     ( )   }        

(    ,   ىي دالة تؽزيع ليبغ  ( )      ىي قياس ليبيغ  و    (    ,  
  ( )   *     | ( )|   +       ,    )   

    ( ) (  )  بحيث   (    ,   فإنو يؽجج        
  فإن    محقق في كل مكان تقخيبا عمى       إذا كانت 

    
   محقق في كل مكان تقخيبا عمى    

 محققة .  (    )ومشو العلاقة 
 : 2تعريف 

 مع ثؽابت التغطية    ( وفق علاقة التختيب   مغطى ب   )أو    يغطي السخخوط     ن السخخوط أ يقال 
   (   )       ,    ) 

 بحيث يتحقق:       يؽجج       إذا كان مؼ أجل 
   𝜌 (  )     𝜌 (  )                                             
        𝜌 (  )                          (    )      

   يغطي السخخوط   أي أن السخخوط     ونخمد لو بالخمد 
         )التغطية الستكافئة لمسخاريط(     

 
⇔        

(   )إذا تحققت الذخوط : 1مبرهشة   فإن التغطية الآتية محققة: (    ) 
( )         ( )   ( )      ( )   ( ) 

 تكؽن العلاقة الآتية صحيحة :مع ثؽابت التغطية  (    )وذلغ بحدب العلاقة  
  ( )       ‖   ‖     ( )    

̃    ولشؽجج   ( )    بفخض  البرهان :  بحيث يتحقق : ((   ) (   )) (   ) 
 :    في حالة 

  ( )    (    )  ∫   (   )

 

 

   ( )   

             ‖  ‖ (̃  )   𝜌 ( )(   )                           (    ) 
( )  ولشزع        ( 

  )            
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  ( )    (    )  ∫   (  

 

 

 )    ( )                             (    )     

    ( )      (   )    ( )           
  ( )         ,      - 

 فإنو :      وفي حالة 
‖  ‖ (̃  )     ‖  ( 

   )‖ (̃  )      ‖   ‖  ‖  ‖ (̃  )       ‖   ‖ 𝜌 ( )(  ) 
 وكحلغ الأمخ بالشدبة ل

    ̃  (      )    ( )    (    )   ( ) 
𝜌 ( )(  )   ‖  ‖ (̃  )       ‖   ‖𝜌 ( )(  )                         (    )        

  حيث الجالة    لتكؼ الجالة 
 الجالة الستشاقرة والسعاد تختيبيا ليحه الجالة وتحقق   

         (   )     ( )      
 
⇒   

       
         (   )     ( )      

 
⇒   

      
 يكفي أن نبخىؼ أن: (    )ولأجل بخىان علاقة التختيب في العلاقة 

∫     

 

 

  ∫       

 

 

             

( ) وىحه العلاقة تعطي بخىان     ( )  
( )   مع ثؽابت التغطية        ‖   ‖     ( )      

  ( )        ومؼ أجل (1,5)  ومؼ العلاقة 

 ( )  ∫    ( )  

 

 

 ∫(∫  (   )   ( )

 

 

  )  

 

 

 ∫(∫   ( 
        )   ( )

 

 

  )  

 

 

 

 نزع   في التكامل الأخيخ بالشدبة ل 
α                  

 نزع  وبالشدبة ل 
λ                λ   

( )   وبحدب  العلاقة   نجج : - ,في  ( )    

 ( )    ∫ (∫    (  

 

 

    )    ( )  )  

    

 

   ∫ (∫    (  

 

 

 )   ( 
  )   )   

    

 

 

 ∫ (∫    (  

 

 

 )     
( )   )   

    

 

 ∫    ( )  

    

 

 

 بحيث يتحقق : ( )     نجج  ( )     في ىحه الحالة مؼ أجل 

∫    ( )  

 

 

 ∫    ( )  

    

 

 ∫    ( )  
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  (    )في العلاقة         بحيث يتحقق  ( )     وججنا  ( )     ومشو لأجل 
( ) ومشو يتحقق    ( )  

( ) يكؽن اثبات  الاسمؽبوبشفذ    ( ). 
∑  )   ليكؼ  : 3تعريف     فزاء باناخ وليكؼ   (   

مخخوط دالتو شبو مشعسة    
   𝜌  يحقق : (   في فزاء باناخ    )طسخ السخخوط      عشجئح الطسخ 

 )                                                                          
 )       ,    )    ‖ ‖      𝜌 (  )        

 :1نتيجة 
 عشجئح :  حيث الشعيػ في فزاء باناخ يتؽافق مع علاقة التختيب       اذا كان 

        
 
⇒         

 يتحقق :      فإن    وذلغ أيا كان الثابت  
           ‖ ‖   

 (                  يرطمح أن و        ‖ ‖       ) 
 فإنو :   فإنو لأجل أي فزاء باناخ      بذكل خاص اذا كان 

        ⇔         
وريس السعسسة وطسرها في  مخاريط الدوال الستشاقرة والسعاد ترتيبها لأجل فزاءات كسهن بيدل  1-2
 : (   )الفزاء 

    في ىحا القدػ سيتػ الحرؽل عمى تكافؤ السخاريط مؼ أجل الكسؽن 
 وسشعتسج عمى الشتيجة في (   ) 

 .1والسبخىشة  - , السخجع
  لتكؼ لجيشا 

 ( )   ̃ 
حيث ىحه   مخخوطيؼ مؼ الجوال السؽجبة الستشاقرة لأجل نؽاة الكسؽن    ( ) 

 .  السخاريط مدودة بجالة وحيجة ، وسيكؽن اىتسامشا بقبؽل الشؽاة 
 (   )نأخح نؽعيؼ مؼ الذخوط لشؽاة كسؽن بيدل وريذ السعسسة ومؼ ثػ طسخ ىحا السخخوط في الفزاء 

 (   )فزائي  (   )   و  (   )   ليكؼ 
 أيزا . ويتحقق : (   )فزائي حيث انيسا  - ,تحقق خاصة ليكدسبؽرغ  (  )  (  )  

   {
‖ ‖ (   )  ‖  ‖ (  ) 

‖ ‖ (   )  ‖  ‖ (  ) 
                       (   ) 

 تحقق الذخوط :  𝜌  (  𝜌 )  ( 𝜌)∅نجج أن الجالة  (   )  مؼ أجل 

{
 
 

 
 
  ∅     ∫∅(𝜌 ) 𝜌

    𝜌

 

 

       (   )

   
    .  

 
  

/

[
∅(𝜌 )

∅( 𝜌 )
]   

         (   )    

   حجػ كخة الؽاحجة في    بحيث أن  (   )       لشزع 

𝜑(  )  ∅ (
  

   
)

 
 
       (   )                        (   )      
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𝜑اذا كانت   Ω( )  فإن   
     .  

 

    /
0

 (  )

 (    )
1    

𝜑فإنو      ضافة الى ذلغ اذا كانت إ    (   ) 
 يربح فزاء الكسؽن السعخف بالذكل : (   )   فإن الفزاء 

  
 (   )  *          (   )+                 (   )     
   ‖ ‖

  
       * ‖ ‖      (   )       +        (   )                     

 تعخف بالتكامل الآتي :    الريغة 

    (   )( )  (  )
  
 ∫ (   ) ( )  

 

   

            (   ) 

 تجعى التفاف . و
 ىي نؽاة الكسؽن وتحقق:    

 ( )  ∅(𝜌 )   𝜌  | |   (   )                                (   )      
 : 1ملاحظة

 فإن الكسؽن يجعى بكسؽن ريذ السعسػ )كسؽن ريذ الكلاسيكي ( حيث الجالة      في حالة -1
𝜑(  )      

 
            

 حيث          فإن       في حالة -2
∅(𝜌 )   𝜌                         𝜌  (   ) 

 اذا حققت :مقبؽلة    تكؽن الشؽاة 
  (     )(     ) 

    *      | |    الكخة السغمقة عمى  +  
 (  ) وىؽ الفزاء السخافق لمفزاء   (   )ىؽ فزاء  (  )   

∫إضافة الى ذلغ      
 

        
 في ىحه الحالة يطمق عميو كسؽن بيدل السعسػ )الشؽاة الكلاسيكية لبيدل ( .

حيث الجالة شبو السشعسة  (   )  ليكؼ لجيشا مخاريط مؼ الجوال الستشاقرة والسعاد تختيبيا عمى 
  ليحه السخاريط  وحيجة مؼ فزاء الكسؽن 

 (   ) : 
   ( )    

 ( )  * ( )    ( )    (   )       
 (   )+ (   ) 

   𝜌 ( )      *‖ ‖
  

        
       ( )   ( )    (   )+     (   ) 

   ̃( )   ̃ 
 ( )  * ( )     ( )    (   )       

 (   )+    (    ) 
𝜌 ̃( )      *‖ ‖

  
        

 (   )       ( )   ( )    (   ) + (    )    
 حيث أن 

   ( )  
 

 
∫  (  )

 

 

          (   ) 

   إن دراسة السخاريط 
 ( )    ̃ 

ىؽ أمخ معقج لمغاية لحلغ سيتػ دراستيا عؼ طخيق التغطية  ( ) 
 :- ,في السخجع السختبة 

    ( )    
 ( )    ̃ 

 ( )      ( )          (    )   
 وعؼ طخيق التغطية الستكافئة :
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    ( )    
 ( )    ̃ 

 ( )      ( )           (    )   
 .(    )نحرل عمى العلاقة  1وبحدب السبخىشة  -  ,مؼ الشتيجة في  (    )نحرل عمى 

 محققة دوماوالقدػ الأوسط مؼ التغطية  -  ,نحرل عميو مؼ  (    )و  (    )القدػ الأيدخ في العلاقتيؼ 
 .-  , السخجع أما الطخف الأيسؼ نحرل عميو مؼ

فإنيا تعطي   ( )وبحدب السبخىشة  (    )فإنو يعطي العلاقة      حيث  - , السخجع  وبحدب
(    ) 

 ومشو نحرل عمى التغطية الستكافئة لمسخاريط :
    ( )    

 ( )    ̃ 
 ( )      ( ) 

 (  ) نحرل عمى طسخ الكسؽن في الفزاء اللامتغيخ والسعاد تختيبو      في الشتيجة إذا كان 
 لأجل كسؽن ريذ السعسػ نجج : -  ,في 

  
 (  )   (  )

 
⇔      ( )   (  ) 

 ولأجل كسؽن بيدل السعسػ نجج :

  
 (  )   (  )

 
⇔ {

    ( )   (   )    (   )

 (  )    (  )   (  )
 

 الشتائج و التهصيات: 
  في الفزاء  ( )  ( )  ( ) سخاريط الجوال لإيجاد التغطية الستكافئة     . 
  الحرؽل عمى تكافؤ السخاريط مؼ أجل الكسؽن    

 (   )  . 
 في الفزاء          الطسخ الأمثل لسخاريط الجوال  نؽصي بإيجاد     

   تؽظيف ىحه الشتائج في الخرائز التكاممية لفزاءات كسؽن بيدل و ريذ السعسستيؼ بنؽصي 
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