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الذخوط اللازمة لمدألة القيم القرهى بمفاىيم التحجب وتحت ستبجال ا
 التفاضل

 *زكاء أحمج سجيع
 

 (2022/ 18/10تاريخ النذخ – 2022 /15/6)تاريخ الإيجاع  
 

 □ملخّص  □
 

تعتبخ مدألة القيم القرهى من أىم السدائل في التحميل التابعي وأوليشا الأىسية في ىحا البحث بتعسيم 
 الذخوط اللازمة لمقيسة القرهى الرغخى لجالة خظية حقيقية مدتسخة وذلك عشجما تكهن قيهد السدألة معظاة 

بالزخورة أن تكهن محجبة وأدخمشا فييا مفاىيم ججيجة  كسخخوط الأتجاىات السساسة جسهعات أو دوال ليدت بس
  والتقخيب السحجب وتحت التفاضل

مخخوط الإتجاىات السساسة, التقخيب السحجب الأعمى ,التحجب ,تحت مدألة القيم القرهى  :الكلمات المفتاحية
 التفاضل.
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□ ABSTRACT □ 

 

 

Consider  problem extreme value,which is the most important in the convex 

analysis. 

In this paper ,we generalize the necessary conditions for minma extreme value  of 

linear continoues function,in the case when the problem is given  by sets or 

functions,which are not necessary convex and we indroduce new defitions as tangent 

cone ,convex approximation and under differentiation.  

Key Words  :Problem extreme value Cone of tangent directions , HigherConvex 

approximation  ,the convex ,under differentiation. 
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 مقجمة:
لخياضية نظخاً لتظبيقاتو السختمفة في جسيع السجالات التظبيقية ايعج مفيهم الأمثميات أحج أىم الفخوع 

في مجالات عجة مشيا ربط مهضهعات التحميل  لباحثين لتظبيقات الأمثمياتمن قبل اوىشاك أىتسام  كبيخ 
السحجب مع نظخية التقخبب فسشيم عمى سبيل السثال العالم جهزيف لاغخانج  وبانتخياغن وكلارك وأنجريف 

 وغيخىم.
السساس لسجسهعة ومخخوط الأتجاىات السساسة  مفاىيم ججيجة حهل الستجو مىفي ىحا العسل تعخفشا ع

 لأعمى من أجل الجوال الغيخالسحجبة ومفيهم تحت التفاضل.ومفيهم التقخيب السحجب من ا
وعسسشا الذخوط اللازمة ليا في  لبعض السدائل  القيم القرهى إلى إيجاد في ىحا البحث كسا تهصمشا 

 حالتين :
 لى: عشجما تكهن السدألة معظاة بسجسهعة كيفية.الأو 

مخخوط ىشا أدخمشا مفيهم ومتخاجحات و شخوط السدألة معظاة بجلالة مظابقات عشجما تكهن الثانية: 
 .الأتجاىات السساسة والتقخيب السحجب الأعمى وتحت التفاضل. 

 أىمية البحث وأىجافو:
الى نتائج وتهصيات يسكن تظبيقيا وتعسيسيا عمى مختمف محاولة الهصهل  تكسن أىسية البحث في

ة لسدألة القيم من الحالة لمعامالأنتقال ما ىجف البحث يكسن في حالات  القيهد التي يتم التعامل معيا أ
بسفاىيم ججيجة كسخخوط أتجاىات السساسة والتقخيب السحجب وتحت بعض شخوطيا  القرهى  وأستبجال 

  فاضل وتسكشا من الهصهل لمشتائج السخجهة.الت
 :طخائق البحث ومهاده

والأمثميات فمحلك ختراص الخياضيات الشظخية وبذكل خاص التحميل الحقيقي يقع البحث ضسن ا
الظخق  الستبعة تعتسج بذكل أساسي عمى مفاىيم الأمثميات والتقخيب السحجب الأعمى ومخخوط الأتجاىات 

 السساسة.
 من أجل متظمبات البحث تمدمشا التعاريف الآتية:

 اريف ومفاىبم أساسية:تع
XM و خظياً  فزاءً Xليكن  :[1] ( (1تعخيف   الستجويقال عن Xx مساس إنو

 إذا وججت دالةMxفي الشقظة Mمسجسهعةل  Xيتحقق حيثب: 
 

 
0;0

0;










 Mxx

 

 .تدعى نحه الرفخ بقيم مهجبة0حيث 
 في مجسهعة ما بسخخوط الإتجاىات السساسة  تجاىات السساسةلإوبذكل عام يسكن جسع ا

 الجاخلية الندبية:
 إذاكان Mداخلية ندبياً للمجمهعة المحجبةxتجعى 

  MlinMx   , 
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 كخة مغمقةحيث
 riMب Mالشدبية لمسجسهعة  ويخمدلمجاخمية

 [3]  2-2-1)) المتمايل المحلي تعخيف
يجعى مخخوط الإتجاىات   0xKM   0في الشقظةxM    متسايل محمي إذا كان من اجل كل

اتجاه  00 xKrix M  يهجج مخخوط محجبQ  ويهجج تظبيق مدتسخ في جهار مبجأ الإحجاثيات x 
 بحيث تتحقق الذخوط 

   000 ,,)1 xKQxKLinQLinQrix MM  
   xrxx )2 

حيث 
 

0
0

 


x

xr
 

    0,,)3   QxMxx 
 كخة مغمقة حيث 
 لتكنمثال:

    IixfIixfxM ii   ,0,,0: 
 أن السخخوط السعظى بـ:تبين 

      

  Iif

IifxK

i

iM



 

,0,

,0,:

0

0

1

00




  

 متسايل محمي
حيث مجسهعة الأدلة  0, 00   xfIiI i. 

الحل: نجج أن      00 xKxKri MM  
   بفخض إن 00 xKx M فإذا وضعشا  

     0,
1

000

0

  xIifxma
x

ii  

   

  




















Iif

xIixfx
Q

i

i

,0,

,,.,:

0

00




 

ةعشجئح نختار الجال 00 , xKQQrix M 
      xyxfxx .'

*

0 
 :عشجئحو 
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Ii

fxfxxf iii ,0, 000 
 

 إذا كان    0\ 00   ifxIIi 
    00 \,0   IIif i 

 وإذا كان
Qx   فإن   0xII  

    00 ,00 xIixxxxf i

  
 وبالتالي:

  
  QxMxx

Iixxf i









0

0 ;0  

فأنQxقيم صغيخة لوعشج  0xK M متسايل محمي 
 لتكن[7]:(1)تمييجية   };0;{ IixfxM i  ولتكن  IixfMx i  ;0; لشفخض و  00

التجرجات أن  0xf i
  مدتقمة خظيا عشجئح: 

    },0,;{ 00 IixfxxxK
iM  ىي مخخوط الإتجاىات  السساسة 

(Cone of tangent directions ) 
لتكن  :(2)  [8]تعخيف  xf الجالةدالة يقال عن xxh تقخيب محجب أعمى لمجالة  إنيا . xf 

 إذا تحقق الذخطين الآتيين:Xxفي الشقظة 
    1(0,,,  xxxfxxh  

  2(,xh  متجاندة و مهجبة ومغمقة ومحجبةدالة 
حيث  xfمتجاندة من الجرجة دالةn :إذا تحفف الذخط 

    0,,   Rxfxf n 
و xf الفهاصل أي تأخح القيم السهجبةدالة مهجبة أي خظيا البياني يقع فهق محهر 

إذا كانت : (3) [9]تعخبف xxh  :عشجئح  ندسيxالشقظةفي fمجالةلىه تقخيب محجب أعمى  ,
    }*,,*;*{, XxxxxxhXxxh  

 بالخمد ويخمد لو xفي  fمجالةبتحت التفاضل ل   xf. 
 
 
 
 
 



 ،سجيع                                                                                          استبجال الذخوط اللازمة لمدألة القيم القرهى 

09 
 

 النتائج والمناقذة:
صغخى للجالة قرهى  نقطة  0x : لتكن(1)مبخىنة xf  على المجمهعةM  وليكن  0, xxh  التقخيب

 عنجئح إذا كان : 0xفي النقطة  fلجالةالمحجب الأعلى  ل
     00,0int xKxdomh M 

فإن:     0

*

0 xKxf M 
صغخى فإن قرهى  نقظة  0xبسا أن الإثبات:   0, 0 xxh  من أجل كل 0xKx M  لأنو له

 فخضشا ججلًا أن    0,, 00  xxhxKx M دالة عشجئح  تهجج 
 




r

r
,0,   0عشجما

 بحيث 
  Mrxx  0 :وبالتالي 

    
    0,,

,
lim 00

00 



xxhxxF

xfrxxf
SupXo 




 

 بسافيو كفاية سيكهن لجيشا رغخى القيم الأي عشج      0,00   rxxfxf 
 صغخى . قرهى  نقظة0xكهن وىحا يشاقض 

ومشو   0, xxf  تحقق قيسة صغخى عمى السجسهعة الستخاصة 0,0 xKx M وىحا محقق فقط

:عشجما يكهن      0

*

0 xKxf M  .وىه السظمهب 
 : (1)نتيجة

 إلى الشتيجة الآتية:( يسكن التهصل 1من السبخىشة )
دالة ليا تقخيب محجب  أعمى  f لتكن 0, xxh  0فيx0الشقظة  عشجئح  حتىx  قرهى صغخى 

يجب أن يكهن  fلمجالة  00 xf. 
 :[9]مبخىنة الفرل

:  Xفي فزاء مشتيي الأبعاد مجسهعتين غيخ متقاطعتين,BAإذا كانت   عشجئح 
 . ين مختمفتين مشويسكن إيجاد مدتهي فاصل بيشيسا بحيث تقعان في جيت 

 مبخىشة الفرل تهصمشا إلى السبخىشة الخئيدية في ىحا البحث والتي يسكن صياغتيا بالذكل الآتي:   بإستخجام
 :(2)مبخىنة

نقظة قرهى صغخى لمجالة  0xإذا كانت  xf  مع الذخوط:0
   

    MxmIixf

mIixf

i

i



 

,,.....1,0

,.......0,0 
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 الآتية:وتتحقق الذخوط 

الجوال (1   Iif i ليا تقخيب محجب أعمى  ,0 0, xxh  0في الشقظةx. 
Iifالجوال (2 i .ليا تجرجات مدتسخة 
السساسة السحجب  مخخوط الأتجاىات 0xيهجج في الشقظة (3 0xK M  لمسجسهعةM  

الفزاء الخظي السهلج ب Lوإذا كان  0xK M  حيث 0xLinKL M أصغخ فزاء جدئي 
خظي يحهي     0xK M 

0L فزاء جدئي خظي ويحهي مجسهعة الستجيات Rexx jj

m

j

i  


 ,,
1

0 

 :تهجج  عشجئح
 0,0 21   يتحققبحيث: 

 السجسهعة








 


m

j

jjj mjexx
1

10 .......1,,  محتهاة في 0xK M. 

  تهجج دالة x 00معخفة من أجل كل Lx  الكفاية قابمة لمسفاضمة مدتسخة فيصغيخة بسا فيو 
 مجسهعة تعخيفيا بحيث

  :
   

 

 
0

20

,0,0

,,

,

Lxx
x

xr

xQxMxx

xrxx







 

السجسهعة حيث

























 



1

1

0 ,0,,  j

m

j

jjexxxConQ 

كان إذا     4)
 

    


oM

Ii

i xKxdomh  0

0

, 

 الآتيتين: في ىحا البحث يمدمشا التسييجتين  لمهصهل إلى الشتيجة الأساسية
 [10](:2)تمييجية

لتكن   mixli .....1,   دوال خظية معخفة عمى الفزاء الجدئيXL :عشجئح 
 يتحقق: ليدت جسعييا معجومة بحيثiaأما أن تهجج أعجاد 

   1.....................,0
1

Lxxla i

m

i

i 
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 أوتهجج الستجيات 

  )2..(
,0

,1
,.......1,














ji

ji
eLmjLe ijjij  

ستجيية لتكن الجالة ال الإثبات:       m

mi Rxlxlxll ,......,.......1 وليكن LlA   صهرة
mRAإذا كانت lوفق Lالفزاء  فإن أي متجيو mRy  يهضع بالذكل  LxxlY  , 

mوفي حالة خاصة إذا كانت 

j Rq   أشعة واحجة فإن من أجلmiq i

j ......1,   يكهنij

i

jq   وتهجج

Le الستجيات j   حيث
 

 















ji

ji
el

elq

ijji

jj

,0

,1


      

 
 [10](:(3تمييجية

أن تهججإما عشجئح   ( (3(و2ضسن تحقق الفخضتين)
   00 ,,1,0, xLinKLLxaxfxa M

Ii

ii

Ii

i  


 

وأما من أجل   0, 000  xxKx M  يحقق الذخط  mixfx i ........1,0, 0  
تهجج دالة   XMr 0  0معخفة من أجل كل القيم الرغيخة : بحيث يكهن 

 

  
 

0,0,......1,0 0

000

000













r
mirxxf

Mrxx

i

   

عنجئح: تهجج الأعجاد   IIiy i   0,
 بحيث يكهن : *
 

 

 

 
 

 



























0

0

0

0

*

0

0

*

,

0,,

xdomhxKx

xfxyxxhy

Ii

iM

Ii

i

Ii

i





 

 عنجئحٍ:
 

  0,

,,0

0,0

00

*

*













xfIiI

Iiy

Iiy

i

i

i 

 

 . (2نعهد الآن للأثبات السبخىشة )
 إذا كان الأثبات :

  )1........(0, 0  xfxa ii  محققة فأن السبخىشة 

iiنزع Iiمن أجل  ay *  أما قيم*

iy . الأخخى نختارىا تداوي الرفخ 
 ( غيخ محقق عشجىا نجخل الخمهز الآتية:1بفخض الذخط )
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  Ii

xdomhxKK

IJJIIJ

Ii

iM










0

,

,\0

0

0

0

0






















 

 : الآتي بالذكلpشعخف السجسهعة لو Jقيم الأدلة في bحيث 
 

  Iixfxy

JixxhyKxpyRP

ii

ii

b








,,

,,,,

0

0

 

ihوبالتالي محجبة L .محجبة وغيخ خالية 
لتكن السجسهعة  IigJiyRyN ii

b  PNولشبخىن أن ,0,,0, غيخ  ,
 متقاطعتين.

شعاع لشفخض ججلًا أنو يهجج 
NPy 0  وشعاعKx 0 : بحيث 

(2) 
 

بسا أن  00 , xKKKx M  فإن 00 xKx M. 
00(إن 2)والعلاقة الأولى يشتج من  x و  0, 0  xhi 

تهجج الجالة (  إنو 2ثانية و)ويشتج من العلاقة ال 
 Mrr

r

Mr
0

0 ,0,0,    والتي من

أجميا تتحقق : 

   )3.(,0000

000

Iirxxf

Mrxx

i 





 

لجيشا ( يكهن 2) حدب التسييجية
      

  0,lim 00

0000

0





xxh
xfrxxf

Sup i

ii






 

 يكهن :0أي من أجل قيم صغيخة  بسا فيو كفاية   

       1

000000 ,,
2

1  Jixxhxfrxxf iii  

وبسا أن   Jixxhi  ,,0  يكهن : 0قيم صغيخة بسافيو الكفاية لعشجئح من أجل  00
 

    

   )4(\,0 0000

000000

IIirxxf

xfrxxf

i 






 

  السقاديخ  000 ,, Iixxhi   محجودة لأنKx 0 و 0, xdomhK i  :لحلك يكهن 
    

 00

0000

0 ,lim xxh
xfrxxf

Sup i

ii 






 

 ندتشتج من ىشا إن الستخاجحة

 

  Iixfx

Jiyxxh

i

ii










,0,

,0,

00

00
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        )5.(0, 000000   xxhxfrxxf iii 
ذلك لأن  0وقيم صغيخة ل0فيي محققة من أجل أي  0Iiعشجما   00 ,0 Iixf i  

والتي فييا قيم  0xنجج أنو تهجج الشقاط   مختمفة  عن   (5(و)4(و)3)العلاقاتبسظابقة  xf وجسيع  0
 نقظة قرهى صغخى . 0xالذخوط السظابقات والستخاجحات محققة وىحا يشاقض كهن 

bRyوأستشاداً إلى مبخىشة الفرل يهجج شعاع  * :بحيث 
NyPyyyyy ii  ,,, ** 
)6..(*1*1**

1













 Ii

ii

Ji

ii

Ii

ii

Ji

ii yyyyyyyy 

   0

* \0,0, IIiyNyPy ii  
ن نجعل في العلاقة )***(Kxليكن   Jixxhy ii  ,, 0 

نزع من أجل   Iixfxy ii  ,,  فشحرل عمى : 0
    Kxxfxyxxhy i

Ii

ii

Ji

i 


,0,, 0

*

0

* 

نختار  0

* ,0 Iiy i :فشحرل عمى العلاقة 

 

   

 










0

*

*

0

*

0

0

*

,0

0,0,

0,,

Iiy

IiyKx

xfxyxxhy

i

i

i

Ii

ii

Ii

i





 

 وىه السظمهب .
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 التهصيات:النتائج و  
 الشتائج الآتية:تهصمشا في ىحه السقالة إلى 

  إذا كانت  IixfxM i  Mxوكانت   :0, 0  والتجرجات
 0xf i
 : مدتقمة خظياً عشجئح     IixfxxxK iM  ,0,, ىي مخخوط  00

 الأتجاىات السساسة.
 :تم تعسيم الذخوط اللازمة لمقيسة القرهى وىشا ميدنا الحالتين الآتيتين 
شخوط السدألة معظاة بسجسهعة أختيارية حيث حرمشا في ىحه الجراسة عمى  (1

 الشتيجة الآتية:
ليدت محجبة  Mعمى السجسهعة  fنقظة قرهى صغخى لمجالة  0xإذا كانت 

بالزخورة و 0, xxh  التقخيب السحجب الأعمى لمجالةf  0في الشقظةx : فإذا كان 
     00,int xKxdomh M 

  :  عشجئح 
                             0

*

0 xKxf M 
 شخوط مدألة معظاة بجلالة مظابقات ومتخاجحات : (2

 

  MxIixf

Iixf

i

i





,,0

,0 

 تم في ىحه الجراسة التهصل إلى الشتيجة  الخئيدية الآتية :
 مع الذخوط : 0fنقظة قرهى صغخى لمجالة  0xإذا كانت 

  MxIiIixf i  ,,,0 
:  عشجئح 

تهجج الأعجاد   IIiyi 0,*  : بحيث يكهن 
 

 

  0,, 0

*

0

0

* 


xfxyxxhy ii
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ii



 

      000 , xdomhxKx iIiM 
 

 
 
 في ىحه الحالة يكهن: 

  Iiy i 0,0*  
 حيث:

  0,,

,0

00

0

*





xfIiI

Iiy

i
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