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 □ممخّص  □
فخيجىؾلؼ التكاممية -فؾلتيخالسعادلات تجسيع عجدية لإيجاد الحل العجدي  تقشيةنقجم في ىحا البحث 

تعتسج الظخيقة السقتخحة عمى إنذاء كثيخات حجود مؽ . الخظية التفاضمية التكامميةفخيجىؾلؼ -فؾلتيخا معادلاتو 
نقظة تجسيع تحقق شخوط السدألة، نحرل عمييؼ  n+1استخجام  ثؼكتقخيب لجالة حل السدألة،  nالجرجة 

1)(كأصفار لكثيخة حجود تذيبتذيف  xTn  1)(أو كثيخة حجود ليجشجر xLn .  السقتظعتؼ تحجيج دالة الخظأ 
-لسعادلات فؾلتيخامدائل  خسذ. قسشا باختبار فعالية الظخيقة السقتخحة بحل السقتخحة وإثبات التشاسق لمظخيقة

إلى  أخخى طخائق مع لظخيقتشا  العجديةالسقارنات ، حيث تذيخ نتائج فخيجىؾلؼ التكاممية و التفاضمية التكاممية 
 أىسية الشتائج التي تؼ التؾصل إلييا.
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□ ABSTRACT □ 

 

In this paper, we present a numerical collocation technique to find the numerical 

solutions of linear Volterra-Fredholm integro-equations and Volterra-Fredholm integro-

differential equations. The proposed method is based on the creation of polynomials of 

degree n as an approximation of the problem solving function, and with the use of n+1 

collocation points that fulfills the conditions of the problem, we get them as zeros of 

Chebyshev polynomial or Legendre polynomial. The truncated error function of the 

proposed method is defined and consistency is proven. The effectiveness of the proposed 

method is tested by solving four problems of the Volterra-Fredholm integro-equations and 

Volterra-Fredholm integro-differential equations. The numerical results of our method and 

comparisons with others' methods indicate the importance of the results obtained.  

Keywords: Legendre Polynomials,  Chebyshev Polynomials, Volterra-Fredholm Integro-

Differential Equations, Global   Truncation Error, Consistence.  
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 Introduction مقدمة1-
حغيت السعادلات الستكاممة في العقؾد الساضية ومازالت حتى الآن تحغى باىتسام كبيخ مؽ الباحثيؽ 

عؾاىخ الحياة  في نسحجة اً ميس اً لأنيا تغيخ في العجيج مؽ مجالات العمؾم واليشجسة وتمعب دور اً والسيتسيؽ، نغخ 
الؾاقعية في مجالات العمؾم السختمفة. طؾر الباحثؾن طخائق كثيخة لإيجاد الحمؾل العجدية والتقخيبية لسعادلات 
فخيجىؾلؼ و معادلات فؾلتيخا التكاممية، ولكؽ في الأعؾام الأخيخة ، كان ىشاك اىتسام متدايج بالسعادلات التكاممية 

أو معادلة  فخيجىؾلؼ التكاممية-و فخيجىؾلؼ في نسؾذج واحج يجعى معادلة فؾلتيخافؾلتيخا تكاملات التي تغيخ فييا 
التفاضمية دورًا ميسًا في العجيج -فخيجىؾلؼ التكاممية-التفاضمية. تمعب معادلة فؾلتيخا-فخيجىؾلؼ التكاممية -فؾلتيخا
يكانيكا، الفيدياء والكيسياء وعمؼ فخوع التحميل الجالي الخظي وغيخ الخظي وتظبيقاتيا في نغخية اليشجسة والسمؽ 

لحلػ  ،ق التقميجيةائالظخ ب كؾرة عادة ما يرعب حميا تحميميًاالأحياء والاقتراد. وىحا الشسط مؽ السعادلات السح
 التقخيبي ليا.العجدي أو يمجأ الباحثؾن لتظؾيخ طخائق وخؾارزميات عجدية لإيجاد الحل 

 الأول ىؾ معادلة الشسؾذجيؽ مؽ السعادلات، ذجنسؾ ل عجدية لح طخيقة تجسيعسشقجم في ىحا البحث 
 :ةالآتي ةالخظي فخيجىؾلؼ التكاممية-فؾلتيخا
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 التفاضمية الخظية الآتية: -فخيجىؾلؼ التكاممية-الثاني ىؾ معادلة فؾلتيخاالشسؾذج 
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(2) 
aحيث x b  وa t b   2,1(و(],[],[:  ibabaK i  دالتيؽ مدتسختيؽ تجعيا

و [a,b]مدتسخة عمى السجال  الو د   f(x), q(x)نؾاتي السعادلة التكاممية لفؾلتيخا وفخدىؾلؼ عمى التختيب، و
1 2,  ثؾابت ليا دلالات فيديائية، و[ , ]u C a b  سجيؾلة يظمب تعييشيا.الحل الدالة 

 دراسات سابقة:   
، (2)-(1)فخيجىؾلؼ -معادلات فؾلتيخا لشسظي عجديةالحمؾل اللإيجاد  كثيخةالباحثؾن طخائق عجدية  قجم 

 نحكخ مشيؼ:
فخيجىؾلؼ -طخيقة جالخكيؽ لحل معادلة فؾلتيخا 2010عام  [10]في  Hendi and Albugamiطبق 

 التكاممية.
تقشية عجدية تدتخجم طخيقة السخبعات الرغخى  2012عام  [7]في  Dastjerdi  and Ghainiاوجج 

 2012عام  [5]في  Chen and Jiangقجم  فخيجىؾلؼ التكاممية.-وكثيخات حجود تذيبتذيف لحل معادلة فؾلتيخا
 2013عام  [2]في  Al-Jarrah and Linقجم  فخيجىؾلؼ التكاممية.-طخيقة مشذؾر تايمؾر لحل معادلة فؾلتيخا

في  Mustafa and Muhammadقجم  فخيجىؾلؼ التكاممية.-طخائق الاستيفاء ودوال السؾجة لحل معادلة فؾلتيخا
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فخيجىؾلؼ -لاغخانج السعجلة لحل معادلة فؾلتيخاطخيقة عجدية تعتسج عمى كثيخات حجود لاغخانج وصيغة  2014عام  [16]
طخيقة تعتسج عمى  2016عام  [15]في  Mirzaee and Hadadiyanقجم  .الأولىالتفاضمية مؽ السختبة -التكاممية

في  2017وآخخون عام Deepmala  قام فخيجىؾلؼ التكاممية.-نبزية لحل معادلة فؾلتيخا (Wavelet) دوال مؾيجات
 التفاضمية الخظية مؽ السختبة الأولى.-فخيجىؾلؼ التكاممية-باستخجام كثيخات حجود تذيبتذيف لحل معادلات فؾلتيخا [8]

طخيقة عجدية تعتسج عمى مؾيجات ىار الستعامجة  2017عام  [17]في  Shiralashetti and Mundewadiأوجج 
التقارب لظخيقة  2017عام  [18]وآخخون في  Zainidinدرس  فخيجىؾلؼ التكاممية غيخ الخظية.-لحل معادلة فؾلتيخا

 Mirzaeeدرس  .mالتفاضمية مؽ السختبة -فخيجىؾلؼ التكاممية-اضظخاب اليؾمؾتؾبي السعجلة مظبقة لسعادلة فؾلتيخا
and Samadyar  تقارب طخيقة تجسيع بكثيخات حجود بخنذتايؽ مظبقة لحل معادلة فؾلتيخا 2018عام  [14]في-

طخيقة عجدية تعتسج عمى دوال زائجية القظع  2020عام  [9]وآخخون في   Esmaeiliقجم  التكاممية السختمظة. فخيجىؾلؼ
 فخيجىؾلؼ التكاممية.-وليا خرائص تعامجية  استخجمت لحل لسعادلة فؾلتيخا

-فؾلتيخاطخيقة التجسيع الظيفية مع دوال مثمثية متقظعة لحل معادلة  2020عام  [4]وآخخون في   Amiriطؾر 
طخيقة تجسيع تعتسج عمى كثيخات  2020عام  [3]في  Al-Saif and Ameenأوجج  فخيجىؾلؼ التكاممية غيخ الخظية.

 فخيجىؾلؼ التكاممية السختمظة.-حجود مظبقة مع نقاط تجسيع لحل معادلة فؾلتيخا
ة لحل معادلة مظبق block pulseمعج التقارب لظخيقة تعتسج عمى دوال  2021عام  [1]في  Ahmadدرس 

طخيقة اضظخاب اليؾمؾتؾبي لمحل  2021عام  [11]وآخخون في  Houطبق  فخيجىؾلؼ التكاممية السختمظة.-فؾلتيخا
طخائق تجسيع متعجدة  2022عام  [6]في  Darania and ishbinقجم  فخيجىؾلؼ التكاممية التفاضمية.-معادلة فؾلتيخا

 فخيجىؾلؼ التكاممية غيخ الخظية.-لحل معادلة فؾلتيخا الخظؾة باستخجام كثيخات حجود لاغخانج
 طخائق شخائحية لحل معادلات فؾليتخا وفخيجىؾلؼ التفاضمية التكاممية. [13-12]وآخخون في  Mahmoudدرس 

 أىمية البحث وأىدافو:
سعادلات المؽ  يؽذجؾ لشس عجدية فعالة لإيجاد الحل العجدي تجسيع تقشية إلى إيجاد السؾضؾعىحا  ييجف

تعج ىحه . التفاضمية-فخيجىؾلؼ التكاممية-معادلات فؾلتيخا والثاني فخيجىؾلؼ التكاممية-فؾلتيخاىؾ معادلات  الأولالتكاممية، 
ق التقميجية السألؾفة، ليحا حغيت مؤخخا باىتسام الباحثيؽ في مجالات التحميل ائالأنساط نساذج صعبة ومعقجة الحل بالظخ 

دورًا ميسًا في العجيج مؽ فخوع التحميل الجالي الخظي وغيخ الخظي وتظبيقاتيا في نغخية اليشجسة تمعب العجدي لأنيا 
 والسيكانيكا، الفيدياء والكيسياء وعمؼ الأحياء والاقتراد.

 Methodologyطرائق البحث ومهاده:
. التظبيقيةختراص الخياضيات يشجرج تحت او ضسؽ مجال التحميل العجدي بذكل خاص البحث مؾضؾع  يقع

ولحلػ فإن التقشيات  .بؾ عمؾم الحاسلغات البخمجة و نغخية السعادلات، والخؾارزميات العجدية و عمى تعتسج طخائق البحث 
تشفيح ىجه و التفاضمية -لحل نساذج مؽ السعادلات التكاممية السدتخجمة ىي خؾارزميات عجدية تيجف العجدية

 .11 الإصجار Mathematicaلغة البخمجة عالية السدتؾى جم الخؾارزميات بإحجى لغات البخمجة، وىشا ندتخ
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 Legendre Polynomials [19] كثيرات حدود ليجندر
 :كالآتي ,…n=0,1,2 ات مؽ الجرجحجود ليجشجر  كثيخاتتعظى 

]1,1[,...;2,1,0,)1(
!2

1
)( 2  xnx

dx

d

n
xL n

n

n

nn 

مكتبية  دوالىي و السدايا اليامة  ببعضوتتستع  [1,1-]قيسيا في السجال  كثيرات حدود ليجندر تأخح
 . LegendreP[n, x]كالآتي:  Mathematicaمغة بمعخفة 

 Chebyshev Polynomials [19] كثيرات حدود تذيبتذيف
 :كالآتي ,…,n=0,1,2 مؽ الجرجات كثيخات حجود تذيبتذيفتعظى 

]1,1[,...;2,1,0],[)( 1   xnxCosnCosxTn 
xCosفشزع  تغييخاً لمستحؾل لتبديط عسمية الحداب نجخي و  [1,1-]تأخح قيسيا في السجال  1 ، 

)()(وبالتالي  cosxشجج أن ف nCosxTn   ببداطةومشة يشتج لجيشا: 

xxCosCosxT

xCosxT

343cos4)3()(

121cos2)2()(

33
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22
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 . ChebyshevT[n, x]كالآتي  Mathematicaكجوال مكتبية في لغة وتعظى 
 أىم الخهاص:بعض 

زوجية إذا  وتكؾن دوال ةفخديد اعجأ  nفخدية إذا كانت  والد xTn)(كثيخات حجود تذيبتذيف: 1الخاصة
 .ةزوجيأعجاد  nكانت 

تحقق العلاقة التكخارية: : كثيخات حجود تذيبتذيف 2الخاصة
,...2,1),()(2)( 11   nxTxxTxT nnn 

العلاقة عظى بت [1,1-]صفخا حقيقياً متشاعخاً في السجال  nتسمػ  xTn)( كثيخة الحجود :3الخاصة
 : الآتية

nk
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k
xk ,...,2,1,

2

12
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: كثيخات حجود تذيبتذيف متعامجة مثشى مثشى مع دالة الؾزن 4الخاصة
1
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 :ويتحقق الآتي  ]1,1[السجال 
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 :ويتحقق ما يمي ،في الحالة السشفرمة: كثيخات حجود تذيبتذيف متعامجة مثشى مثشى 5الخاصة
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,2,1,...1حيث 
22

12
cos 




 nk

n

k
xk   1)(ىي أصفار كثيخة الحجود xTn. 

 .11(:  صفار كثيرات حدود ليجندر وتذيبتذيف من الدرجة 1جدول)
11)(أصفار كثيخة حجود ليجشجر   xL  تذيبتذيف أصفار كثيخة حجود )(11 xT  

0.978229 -0.978229 0.989821 -0.989821 
0.887063 -0.887063 0.909632 -0.909632 
0.730152 -0.730152 0.75575 -0.75575 
0.519096 -0.519096 0.540641 -0.540641 
0.269543 -0.269543 0.281733 -0.281733 

0 0 
 

 Results and Discussionالنتائج والمناقذة:
تحقق شخوط نقاط تجسيع تعخيف و ( 1كتقخيب لجالة حل السدألة ) n جرجةالمؽ نقؾم بإنذاء كثيخات حجود 

 n+1ثؼ نقؾم بإنذاء كثيخات حجود مؽ الجرجة  السحكؾرة. الحجودبكثيخة  ؾلةسجيالسعاملات العجدىا يداوي عجد السدألة و 
تؼ إجخاء و  ،ا التقخيبليح السقتظع الخظأدالة قجر . ثؼ ن(2) واختيار نقاط التجسيع السؾافقة بحيث تتحقق شخوط السدألة

 طخائق أخخى.نتائج مع  طخيقتشانتائج  ةاختبار الظخيقة بحل عجة مدائل ومقارن
 طريقة الحل التجميعية:

 الآتية: nلشأخح كثيخة حجود مؽ الجرجة 
n

n xaxaxaaxp  2

210)(                                           (4) 
)1,0,...,(حيث  niai   معاملات حقيقية مجيؾلة يظمب تعييشيا لتكؾنp(x)  (1)تقخيب لجالة حل السدألة. 

 (:1في السدألة ) (4)نعؾض كثيخة الحجود 
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          (5) 

)1,0,...,(مجيؾلا n+1تتزسؽ( إلى معادلة 5السكاممة عمى كثيخات الحجود التقخيبية تتحؾل )بإجخاء و  niai   
1)(حجود ليجشجر  ةأصفار كثيخ  ؼنقظة تجسيع وى n+1ندتخجم ولحداب ىحه السجاىيل  xLn  أصفار كثيخة أو

1̀)(تذيبتذيف حجود  xTn يحه الشقاط بـمعمؾمة وعجدىا يداوي عجد السجاىيل، لشخمد ل، وىي نقاط  
),...,1,0( nici  11 ، حيث 210  ncccc ( نحرل 5وبتعؾيض نقاط التجسيع في السعادلة )

)1,0,...,(عمى جسمة معادلات خظية في السجاىيل  niai   الآتي مؽ الذكلوىي: 

nnnnnn

nn

nn

fararar

fararar

fararar







,11,00,

1,111,100,1

0,011,000,0

...

...

...


                                        (6) 

 كالآتي: بالذكل السرفؾفي  ويسكؽ إعادة كتابتيا
FAR  
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FRA( نحرل عمى متجية السجاىيل 6وبحل جسمة السعادلات ) 1  وبالتعؾيض في كثيخة الحجود
 :(1لمسدألة) نحرل عمى الحل العجديبالتالي ( و 1كثيخة الحجود التقخيبية لمسدألة ) نحرل عمى (4)

Nixp i ,...,2,1),(   
Niihaxiحيث  ,...,2,1,  ،Nabh /)( . 

 تظبيق الظريقة عمى المدألة الثانية:
 السعظاة بالعلاقة حجودالندتخجم كثيخة حجود أعمى بجرجة مؽ كثيخة ، (2السدألة)نغخاً لؾجؾد السذتق في 

 :كالآتي يا( كتقخيب لجالة حم4)
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i xaxp                                                (7) 

 :نحرل عمى xوبالاشتقاق بالشدبة لـ 
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 ( يشتج لجيشا:2( في السدألة )8( و)7وبتعؾيض )
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)2,1,...,1(مجيؾلا n+1 إلى معادلة تتزسؽ( 9)بأسمؾب مذابو تتحؾل السعادلة   niai أما ،

)0(0 ua  .فيؾ معمؾم غالبا مؽ شخوط البجء 
)1,0,...,(نقظة تجسيع  n+1 أيزاً  ولحداب ىحه السجاىيل ندتخجم nici  (1في السدألة ) كسا ،

( نحرل عمى جسمة معادلات خظية في السجاىيل9وبتعؾيض نقاط التجسيع في السعادلة )
)1...,2,1(  niai الذكل: ليا 

BAD                                                           (10) 
 حيث 
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BDA( نحرل عمى متجية السجاىيل 10وبحل جسمة السعادلات ) 1 قيؼ الستجية  وبتعؾيضA  في كثيخة
 الحل العجدي: متتالية لجيشاوتشتج ( 2نحرل عمى كثيخة الحجود التقخيبية لمسدألة ) (7)الحجود 

Nixp i ,...,2,1),(   
Niihaxiحيث  ,...,2,1,  ،Nabh /)( . 

 :والاتداقتحديد دالة الخظأ 
 :الآتية (1اختبار مؽ نسط السدألة) بتظبيقيا عمى مدالةالسقتخحة نختبخ الظخيقة التجسيعية 

 

1

00

)()()2()( dttudttuexu

x

 
 . u(x)=exp(x)دالة أسية حميا الجقيق ىؾ  و

  :كثيخة حجود مؽ الجرجة العاشخة( 1لأجل السدألة )ندتخجم 
10

10

2

210)( xaxaxaaxp    
 وبتعؾيض كثيخة الحجود بسدألة الاختبار وإجخاء التكامل نحرل عمى السعادلة:
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)1,0,...,10(إحجى عذخة نقظة تجسيع  إلى وىشا نحتاج ici وىحه مجاىيل كثيخة الحجود  ىا يداوي عجدعجد
نحرل عمى جسمة  xوبتعؾيض كل نقظة مؽ نقاط التجسيع في السعادلة أعلاه بجلا عؽ (، 1الشقاط مؾجؾدة في الججول)

 ( كالآتي:6) السعظاة بالذكل الخظية السعادلات
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 وبحميا نحرل عمى السجاىيل:
                      

 

 
      

 

  
     

 

   
    

 

  
  

   
 

  
    

 

  
    

 

  
     

 

   
 

 :تكؾن  وبالتالي دالة الحل التقخيبي لسدألة الاختبار
1032

!10

1

!3

1

2

1
1)( xxxxxp    

 بعذخة حجود:مع الاكتفاء  1ixحؾل  u(x)=exp(x)وبإيجاد مشذؾر تايمؾر لجالة حل مدألة الاختبار 

)()(
!

)(
)( 11

1

)(
10

0

1 hOxu
k

xx
xu i

k

k

k
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Nabxxhحيث إن  ii /)(1  . 
 :كفخق بالقيسة السظمقة بيؽ الحل الجقيق والحل التقخيبي يشتج لجيشا و بحداب الخظأ السقتظع

|p(xi)-u(xi)|= 
   

        
  

|)(,|],[حيث  1

)11(

ii xxuMaxM   ، 
Niihaxi و ,...,2,1, ،  كثيخة الحجود التقخيبيةبيؽ ونجج تظابق p(x)  ودالة الحل الجقيق

u(x)=exp(x) وبالتالي فإن:ة العاشخة، جرجحتى ال 

M
h

abM
h

NxuxpMax ii
i 3991680039916800

1011

)(|)()(|   
 ومشو

RCbaxhCxuxp  ],,[,|)()(| 10  
حيث 

39916800
)(

M
abC  ، ىي العاشخة يامختبة تقاربو  متدقةفالظخيقة وبالتالي. 

  Methodcollocation Algorithm of:المقترحة التجميعيةخهارزمية الظريقة   
كثيرة  ،( 1لأجل المدألة) n=10درجة من الإدخال كثيرة الحدود مجال الحل،  [a, b] المدخلات:

 . المدألة نقاط التجزئة لمجال حل N، (2)لأجل المدألة  n=11درجة من الالحدود 
( عمى 8)-(7نظبق كثيرتي الحدود ) و ، (1( عمى المدألة )4نظبق كثيرة الحدود ): (1الخظهة)

 (.2المدألة )
11)(وىم أصفار كثيرة حدود ليجندر   تجميع:نقظة  n+1نحدد : (2الخظهة) xL  أصفار كثيرة أو

11)(حدود تذيبتذيف   xT (، أو 1لأجل المدألة ) (5المعادلة )( ونعهضيم في 1في الجدول) معمهمة
 .(2( المدألة )9المعادلة )

FAR: نحل جممة المعادلات(3الخظهة)  ( 1لأجل المدألة)، نحل جممة المعادلات  وأ
BAD  (2لأجل المدالة.) 

( أو في كثيرة 1المدألة )( لأجل 4في كثيرة الحدود التقريبية ) A الحل: نعهض متجية (4الخظهة)
 (.2(  لأجل المدالة)7الحدود التقريبية )
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طهل الخظهة : نحدب(5الخظهة)  / )(h b a N  ، الحل العدديمتتالية ونظبع قيمة 
p(xi), i=1,2,..,N 

Niihaxi حيث ,...,2,1, . 
 Numerical Testsاختبارات عددية:

نقارن الشتائج و  السدائل السجروسة مؽ نسط ةاختبار مختمف مدائل خسذالسقتخحة بحل  الظخيقة التجسيعيةنختبخ 
لتشفيح  Mathematicaلغة البخمجة  التي تؾصمشا إلييا مع نتائج لظخائق وخؾارزميات في مخاجع أخخى ، ندتخجم

 البيانية.العجدية والخسؾم  الشتائجالخؾارزمية السقتخحة والحرؾل 
 :[9,2020]الآتية   فخيجىؾلؼ التكاممية-فؾلتيخا(: لشأخح معادلة (1المثال

 

1

0

)()1()()12(1
20

59

4

5

5

2
)(

0

2347 dttutxdttutxxxxxxu

x

 
)(1مع الحل الجقيق 3  xxu. 

حميا بإنذاء كثيخة حجود مؽ الجرجة العاشخة بحدب الخؾارزمية، و  (1)السثال عمى نظبق خؾارزميتشا السقتخحة
11)(أصفار كثيخة حجود ليجشجر استخجامب xL  أصفار كثيخة حجود تذيبتذيف  كشقاط تجسيع، ثؼ إعادة حميا باختيار

)(11 xT (1وىحه الاصفار معمؾمة في الججول) .(مقارنات الخظأ السظمق لظخيقتشا مع طخيقة 2نزع في الججول )
Esmaeili السظمق في الحل التقخيبي  مع الحل الجقيق والخظأ التقخيبيالحل  (3)-(1) الأشكال. ونخسؼ في   [9]في

 باستخجام نقاط تجسيع ليجيجر ونقاط تجسيع تذيبتذيف عمى التختيب.
 

 [9]في  Esmaeiliفي الحل العددي لخهارزميتنا مع طريقة المظمقة الأخظاء  : مقارنات(2)الجدول

 

 الخظأ السظمق لمظخيقة السقتخحة
 x [9]في  Esmaeiliالخظأ السظمق لظخيقة 

 نقاط تذيبتذف نقاط ليجشجر
1.66589 E−16 4.878654 E−17 2.8883 E−03 0.0625 
2.11201 E−16 6.5120986 E−17 2.8887  E−03 0.1875 

2.22045 E−16 2.345127 E−16 2.8898  E−03 0.3125 
2.58065 E−16 2.32467 E−16 2.8917  E−03 0.4375 
3.52045 E−16 4.541258  E−16 2.8953  E−03 0.5625 
6.66134 E−16 4.509134 E−16 2.9053  E−03 0.6875 
1.11022 E−15 2.260915 E−16 2.9556  E−03 0.8125 
2.88658 E-15 4.5013538 E−16 2.9530  E−03 0.9375 
4.88498 E−15 4.5167834 E−16 ------ 1.0 
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 .h=1/16 ( بخظؾة1مع الحل الجقيق لمسثال ) السقتخحةبالظخيقة التجسيعية  العجديحل ال(:(1الذكل

 
 .h=1/16ظؾة باستخجام نقاط ليجشجر، وخ( 1لمسثال )بالظخيقة التجسيعية السقتخحة الخظأ السظمق (: (2الذكل

 
 .h=1/16( باستخجام نقاط تديبتذيف، وخظؾة 1الخظأ السظمق بالظخيقة التجسيعية السقتخحة لمسثال )(: (3الذكل

 :[2012 ,7]الآتية   فخيجىؾلؼ التكاممية-فؾلتيخا(: لشأخح معادلة (2المثال 
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)()sin()()cos()()(
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dttutxdttutxxfxu

x

 
 ( )  

 

 
(       (   )      ( )      (   )) 

)()exp(مع الحل الجقيق    xxu  . 
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أصفار كثيخة الحجود  باستخجام( بإنذاء كثيخة حجود مؽ الجرجة العاشخة، وحميا 2نظبق خؾارزميتشا عمى السثال)
)(11 xL 11)(أصفار، ثؼ إعادة حميا باختيار xT. (مقارنات 3نزع في الججول ) لظخيقتشا مع أكبخ الأخظاء السظمقة

الحل الحل التقخيبي مع  (6)-(4). ونخسؼ في الأشكال   [7]طخيقة السخبعات الرغخى وكثيخات حجود تذيبتذيف في
 الجقيق والخظأ السظمق في الحل التقخيبي باستخجام نقاط تجسيع ليجيجر ونقاط تجسيع تذيبتذيف عمى التختيب.

 
 .[7]في ظريقة الفي الحل العددي لخهارزميتنا مع أكبر الأخظاء المظمقة : مقارنات (3)الجدول

 

 
 .h=1/23 ( بخظهة2(:الحل العددي بالظريقة التجميعية المقترحة مع الحل الدقيق لممثال )(4الذكل

 
 .h=1/23( باستخدام نقاط ليجندر، وخظهة 2المقترحة لممثال )(: الخظأ المظمق بالظريقة التجميعية (5الذكل 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x

1.5

2.0

2.5

p x

كثيخات حجود مع السخبعات الرغخى  لظخيقةأكبخ الأخظاء  السظمقة  أكبخ الأخظاء  السظمقة لظخيقتشا السقتخحة
 نقاط تذيبتذف نقاط ليجشجر [7]  تذيبتذيف 

3.63047E−11 2.84257 E−11 8.0 E−7 N=23 
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 .h=1/23( باستخدام نقاط تديبتذيف، وخظهة 2(: الخظأ المظمق بالظريقة التجميعية المقترحة لممثال )(6الذكل 
 :[2022 ,6]الآتية   فخيجىؾلؼ التكاممية-فؾلتيخا(: لشأخح معادلة (3المثال 

,)()1()()2()()(

1

0

22

0

2

  dttutxdttutxxfxu

x

 
 ( )  

 

 
(             (            )           ( )

      ( )   (    )   (    )) 
)()arctan(مع الحل الجقيق    xxu  . 

أصفار كثيخة الحجود  ، وحميا باستخجام10( بإنذاء كثيخة حجود مؽ الجرجة 3نظبق طخيقتشا عمى السثال)
)(11 xL 11)(أصفار، ثؼ إعادة حميا باختيار xT. (مقارنات أكبخ الأخظاء السظمقة 4نزع في الججول )

الحل التقخيبي مع الحل  (9)-(7). ونخسؼ في الأشكال   [6]لظخيقتشا مع طخيقة التجسيع متعجدة الخظؾة في
 ليجيجر ونقاط تجسيع تذيبتذيف عمى التختيب.الجقيق والخظأ السظمق في الحل التقخيبي باستخجام نقاط تجسيع 

 [6]في  التجميع متعددة الخظهةالمظمقة في الحل العددي لخهارزميتنا مع طريقة أكبر الأخظاء : مقارنات (4)الجدول

 

 
 .h=1/16 ( بخظهة3(:الحل العددي بالظريقة التجميعية المقترحة مع الحل الدقيق لممثال )(7الذكل

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

p x

 أكبخ الأخظاء  السظمقة لظخيقتشا السقتخحة
 [6] بظخيقة التجسيع متعجدة الخظؾةأكبخ الأخظاء 

 تذيبتذفنقاط  نقاط ليجشجر
6.42089 E−9 5.7544 E−9 4.36 E−9 N=16 
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 .h=1/16( باستخدام نقاط ليجندر، وخظهة 3(: الخظأ المظمق بالظريقة التجميعية المقترحة لممثال )(8الذكل 

 
 .h=1/16( باستخدام نقاط تديبتذيف، وخظهة 3الخظأ المظمق بالظريقة التجميعية المقترحة لممثال )(: (9الذكل 
 :[2017 ,18]التفاضمية الآتية  -فخيجىؾلؼ التكاممية-(: لشأخح معادلة فؾلتيخا(4المثال 

,)()()()1()()()('

1

0
0

  dttutxdttuxtxfxxuxu

x

 
 ( )              (    )                             

)()cos(مع الحل الجقيق    xxu  . 
11)(أصفار  ، وحميا باستخجام11( بإنذاء كثيخة حجود مؽ الجرجة 4نظبق طخيقتشا عمى السثال) xL ثؼ إعادة ،

11)(أصفارحميا باختيار  xT. (مقارنات أكبخ الأخظاء السظمقة لظخيقتشا مع طخيقة تقخيبات 5نزع في الججول )
الحل التقخيبي مع الحل  (12)-(10). ونخسؼ في الأشكال  [18]وطخيقة تجسيع متعجدة الخظؾة في [16]لاغخانج في 

 الجقيق والخظأ السظمق في الحل التقخيبي باستخجام نقاط تجسيع ليجيجر ونقاط تجسيع تذيبتذيف عمى التختيب.
 

 : مقارنات أكبر الأخظاء المظمقة في الحل العددي لخهارزميتنا مع طريقة التجميع متعددة الخظهة(5)الجدول
تجسيع  أكبخ الأخظاء لظخيقة أكبخ الأخظاء  السظمقة لظخيقتشا السقتخحة

 [18] متعجدة الخظؾة 
 [16].طخيقة تقخيبات لاغخانج 

 نقاط تذيبتذف نقاط ليجشجر
4.312 E−12 3.24563 E−12 1.9355063 E−11 3.071380039187E−09 
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 .h=1/10 ( بخظهة4(:الحل العددي بالظريقة التجميعية المقترحة مع الحل الدقيق لممثال )(10الذكل

 
 .h=1/10( باستخدام نقاط ليجندر، وخظهة 4(: الخظأ المظمق بالظريقة التجميعية المقترحة لممثال )(11الذكل 

 

 
 .h=1/10( باستخدام نقاط تديبتذيف، وخظهة 4الخظأ المظمق بالظريقة التجميعية المقترحة لممثال ) (:(9الذكل 
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 :[2017 ,8]التفاضمية الآتية  -فخيجىؾلؼ التكاممية-(: لشأخح معادلة فؾلتيخا(5المثال 

,)()()()cos()()('

1

0
0

  dttutxExpdttutxxfxu

x

 
 ( )                                           

)(2مع الحل الجقيق    xxu  . 
11)(أصفار  ، وحميا باستخجام11( بإنذاء كثيخة حجود مؽ الجرجة 5نظبق طخيقتشا عمى السثال) xL ثؼ إعادة ،

11)(أصفارحميا باختيار  xT. (مقارنات الأخظاء السظمقة لظخيقتشا مع طخيقة تجسيع تذيبتذف 6نزع في الججول )
الحل التقخيبي مع الحل الجقيق والخظأ السظمق في الحل التقخيبي باستخجام  (15)-(13)ونخسؼ في الأشكال  [8]في

 نقاط تجسيع ليجيجر ونقاط تجسيع تذيبتذيف عمى التختيب.
 [8] تذيبتذف العددي لخهارزميتنا مع طريقة تجميع: مقارنات الأخظاء المظمقة في الحل (6)الجدول

 

 
 .h=1/10 ( بخظهة5(:الحل العددي بالظريقة التجميعية المقترحة مع الحل الدقيق لممثال )(13الذكل

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

p x

 Chebyshev Collocation Method أكبخ الأخظاء  السظمقة لظخيقتشا السقتخحة
[8] 

x 
 نقاط تذيبتذف نقاط ليجشجر

1.04083 E−17 8.67362 E−18 3.7764 E−15 0.1 
3.46945  E−17 2.77556  E−17 4.2889 E−15 0.2 
4.16334  E−17 5.55112  E−17 4.8711 E−15 0.3 
2.77556  E−17 5.55112  E−17 5.5788 E−15 0.4 
1.007427  E−17 2.77556  E−17 6.2727 E−15 0.5 
5.664398  E−17 5.55112  E−17 7.0499 E−15 0.6 
1.66533  E−16 3.33067  E−16 7.8825 E−15 0.7 
5.664398  E−16 3.33067  E−16 8.9928 E−15 0.8 
1.77636  E−15 1.11022  E−16 9.8809 E−15 0.9 
4.44089  E−15 6.66134  E−16 1.0880 E−14 1.0 
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 .h=1/10( باستخدام نقاط ليجندر، وخظهة 5(: الخظأ المظمق بالظريقة التجميعية المقترحة لممثال )(14الذكل 

 

 
 .h=1/10( باستخدام نقاط تديبتذيف، وخظهة 5(: الخظأ المظمق بالظريقة التجميعية المقترحة لممثال )(15الذكل 

 Recommendations and Conclusionsالاستنتاجات والتهصيات:
تؼ في ىحا البحث إنذاء كثيخات حجود مع نقاط تجسيع كثيخات حجود ليجشجر وتذبتذيف وتؼ اختيار نقاط 

نسؾذجيؽ مؽ السعادلات التكاممية  لحلالتجسيع بحيث تتحقق شخوط السدالة، وتؼ تظبيق ىحه التقخيبات 
تؼ اختبار الظخيقة بتشفيحىا لحل خسذ  .فخيجىؾلؼ في نسؾذج واحجو فؾلتيخا  تغيخ فيو تكاملات التفاضمية نسط

التجسيع مدائل اختبار محمؾلة في مخاجع مختمفة، وتست مقارنات نتائج طخيقتشا مع نتائج الظخائق الآتية: طخيقة 
، [8]، طخيقة تجسيع تذيبتذف [7] طخيقة السخبعات الرغخى مع كثيخات حجود تذيبتذيف ، [6] متعجدة الخظؾة

تذيخ إذا  .[18]وطخيقة تجسيع متعجدة الخظؾة   ،  [16]طخيقة تقخيبات لاغخانج  ،[9]في  Esmaeiliطخيقة 
حيث مؽ تفؾق خؾارزميتشا  التي تست السقارنات معيا إلىنتائج السقارنات لشتائجشا مع نتائج الظخائق الأخخى 

 .الحل تقارب الحل العجدي مؽ الحل الجقيق عمى كامل مجالو  عمى معغؼ ىحه الظخائق الجقة العجدية
في   كثيخات حجود ليجشجر و كثيخات حجود تذبتذيفالتجسيعية مع نقاط تجسيع لظخيقة انغخا لشجاح 

نقتخح تظؾيخ الخؾارزمية الخظية. في الحالة التفاضمية -التكاممية فخيجىؾلؼ-لسعادلات فؾلتيخا العجديالحل  إيجاد
نؾصي التفاضمية في الحالة غيخ الخظية و -التكاممية فخيجىؾلؼ-السقتخحة لإيجاد الحل العجدي لسعادلات فؾلتيخا
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في التفاضمية -ومعادلات  فؾلتيخا فخيجىؾلؼ التكاممية  فخيجىؾلؼ التكاممية-حل معادلات  فؾلتيخا باستخجام خؾارزميتشا ل
 .الحالة الخظية
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