
 

311 
 

      

   
 قرص الواحدة رُبعفي  التكاممي بومبيو –كوشي  تمثيل

 
 محـمد أحمـد سمره* 

 
 (2022/ 11/9تاريخ النذر – 2022 /27/7)تاريخ الإيداع  

 
 □ممخّص  □

 
وذلك  المدتهي العقجي،قخص الهاحجة من  رُبعبهمبيه التكامميّة في  –صيغة كهشي  يينقمنا بتعىحا البحث في 

بهمبيه التكاممية المعخفة في قخص  –من خلال تعجيل صيغة كهشي  ىحه المنظقة ،في  لحل مدألة شهارتد الحجية
المجروسة المتمثّمة بقهس دائخي و قظعتين حهل حجود المنظقة  باستخجام مبجأ الانعكاس، المهجهدة مدبقاً وذلك الهاحجة 

أربع نقاط منيا تقع داخل دائخة الهاحجة ،أما مدتقيمتين، حيث استخجمنا ثماني نقاط لإيجاد التمثيل التكاممي المظمهب، 
 النقاط الأربع الباقية فيي تقع خارج دائخة الهاحجة.

 مبجأ الانعكاس . ، مدألة شهارتد ، التكامميالتمثيل ، بهمبيه التكاممية  - صيغة كهشي كممات مفتاحية:
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□ ABSTRACT □ 

 

In this research , we found the integral Cauchy – Pompeiu's formula in quarter 

unit disc of the complex plain , for solving the boundary Schwarz  problem in this 

domain , by editing the integral Cauchy – Pompeiu's formula in the unit disc by using 

reflection principle around boundary of the domain  represented by a circular arc and 

two straight segments, we used eight points to find the required integrative 

representation , four of these points lie within a circle, the remaining four points are 

outside the unit disc. 

Keywords: Integral Cauchy- pompeiu's formula , Integral's representation , Schwartz's 

problem , reflection principle .  
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 :ودراسة مرجعيّة مقدمة
إنّ العجيج من المدائل الفيديائية )كيخبائية و مغناطيدية و ميكانيكية و ...( غالباً ما تؤول إلى معادلات 

قُجمت حمهل ضمنية  ، من ىنا تنبع أىمية حل المدائل الحجية في مختمف الاختراصات ،تفاضمية مع شخوط حجية 
 غيخىا( لبعض المناطق الخاصةشهارتد و  نيهمان و ،لبعض مدائل القيم الحجية التقميجية )مثل ديخيخميو 

 الباحثين ام ق H.Begehr,T.Vaitekhovich( بحل مدألة شهارتد في نرف قخص 9002عام )
 . - ,  والحمقة   الهاحجة 
  قام الباحثH.Begehr ( بحل مدألة شه 9002عام ) ارتد الحجّية ،في المنظقةlune [2 التي ، ]

تنذأ من تقاطع دائختين غيخ مذتخكتين في المخكد ،وذلك من خلال تعيين دالة غخين في ىحه المنظقة وتعجيل 
 .صيغة كهشي بهمبيه التكاممية لتمثيل حل المدألة

  قام الباحث B.shupeyeva( بحل مدألة شهارتد9002عام ) [3في النرف العمهي لممدجس]. 
 أهمية البحث وأهدافه:

حل داعج في تعيين تُ ،     في المنظقة  ةبهمبيه التكاممي  –كهشي  صيغة  أنتكمن أىمية البحث في 
 مدألة شهارتد الحجيّة الآتية:

{
  ̅             

  ( )             
 

 البحث إلى:وييجف 
o  المدتهي العقجي قخص الهاحجة من رُبعالتكاممية في  بهمبيه –تعيين صيغة كهشي 

   {    | |          ( )  
 

 
} 

o  لحل مدألة شهارتد في ىحه المنظقة .   بهمبيه التكاممية في  –استخجام صيغة كهشي 
 ده:طرائق البحث وموا

دتنج بذكل أساسي يو الي و التمثيل التكاممي التحميل الجّ  يعتمج ىحا البحث عمى الاستفاده من مفاىيم وأساسيات
قخص الهاحج في  م مع رُبعلتتلاء ،  بهمبيه التكاممية المعخّفة عمى منظقة نظاميّة كيفية  –تعجيل صيغة كهشي عمى 

 . المدتهي العقجي
 التعاريف الأساسية:

 البحث دراسة مدألةالتي تداعجنا في  نتائجالتعاريف الأساسية وبعض ال نحتاج لإنجاز ىحا البحث إلى بعض
 . وإيجاد حل ليا
 : Regular Domain [4] طقة النعاميّةالمن (1) تعريف

أو اجتماع منتوٍ  منظقة نظامية إذا كانت مفتهحة ومحجودة و حجودىا منحنٍ أممذ ،    تُجعى المنظقة 
 ومهجّو بعكذ عقارب الداعة. لمنحنيات ممداء،
القخص الجائخي ، الدظهح المدتهية ) نرف الجائخية ، نرف الحمقية ، ثمةً لممناطق النظامية : الجائخة ، نحكخ أم

 المثمثية والمدتظيمية الذكل وماشابييما(
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 :Cauchy – Pompeiu's representation formula [4] ةبومبيو التكاممي –كوشي  صيغة
(   )      ولتكن منظقة نظامية ،    لتكن       عنجئحٍ لكل  ،دالّة ما (  ̅ )  

 بإحجى الريغتين: ( )   تُمثّل الجالة        و 

 ( )  
 

   
∫  ( ) 

  

     

 
 

 
∫   ̅( ) 

    

    

 

 ( )   
 

   
∫  ( ) 

  ̅

   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
  

 
 

 
∫   ( ) 

    

   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 

 

 
 ممحوظة:

 عمى النحه الآتي: الدابقتين بهمبيه –بح صيغتا كهشي تر ، ̅     عنجما 

  
 

   
∫  ( ) 

  

     

 
 

 
∫   ̅( ) 

    

    

 

   
 

   
∫  ( ) 

  ̅

   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
  

 
 

 
∫   ( ) 

    

   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 

 

 
 عمى النحه الآتي: ،  [2]بهمبيه التكاممية بذكل آخخ  –يمكننا صياغة مبخىنة كهشي  ومنو ،

 

   
∫  ( ) 

  

     

 
 

 
∫   ̅( ) 

    

    

 {
 ( )         

                 ̅
 

 
 

   
∫  ( ) 

  ̅

   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
  

 
 

 
∫   ( ) 

    

   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 

 {
 ( )         

                 ̅
 

 
 :The Schwartz's problem [5]( مدألة شوارتز الحديّة 2تعريف )

 بالذكل الآتي:  تُعخّف مدألة شهارتد الحجية في منظقة نظامية 
  ̅ ( )   ( )                (   )      
,   -( )   ( )                  (    ) 

لتحقيق الذخط الحجّي لمدألة  يه التكاممية من منظقة إلى أُخخى،بهمب –تُعجّل صيغة كهشي  :حوظةمم
 شهارتد. 
  :والمناقذة النتائج

  قخص الهاحجة بالذكل الآتي: رُبعيُعخّف 
   *    | |  :ولنفخض +             

 -   ,لمقظعة المدتقيمة       
  ,  ، حيث       -   ,لمقهس       

 

 
- 

  -   ,لمقظعة المدتقيمة      
 .   وتعخيفيا في المنظقة  بهمبيه التكاممية ، –يل صيغة كهشي لتعج سندتخجم طخيقة الانعكاس ،

،  ̅  يعظي      بالندبة لمقظعة المدتقيمة   إنّ انعكاس ،     حيث  ،       نفخض 
 عمى التختيب .   و  ̅  ىما  الفهاصلبالندبة لمحهر  ̅  و   منو يكهن انعكاس و 
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 إنّ انعكاس النقاط الآتية:
     ̅       ̅ 

 يعظي عمى التختيب النقاط الآتية:  بالندبة لقهس دائخة الهاحجة 
 

 ̅
   

 

 
   

 

 ̅
  
 

 
  

 
(    )    كل دالّة  :1مبرهنة    (  

̅̅ ̅̅  تُمثّل بالذكل الآتي: (  

 ( )  
 

  
∫ {  , ( )- [

     

     
 

      

      
]}

  

 
 | |  

       
 
 

 
 

 
∫   , ( )-

  

 
 | |  

       
 
 

  

 
 

  
∫   , (  )- [
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∫   , ( )- [
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∫ {  ̅( ) [

  

     
 

    

      
]    ̅( )

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  [
  ̅

  ̅    
 

   ̅ 

    ̅   
]}    

  

 

 البرهان:
 عمى النقاط الآتية:بهمبيه  –نظبّق مبخىنة كهشي 

     ̅       ̅ 
 

 ̅
   

 

 
   

 

 ̅
  
 

 
  

 فنجج: ،   فيي تنتمي إلى   باستثناء  ،   مع ملاحظة أنّ جميع النقاط الدابقة تقع خارج 
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 من جية أخخى نجج: ( )و  ( ) بجمع و ، من جية ( )و  ( )بجمع 
 ( )  

 

   
∫  ( ) 

  

     
  

   

 
 

 
∫   ̅( ) 

  

     
    

  

    (  ) 

  
 

   
∫  ( ) 

  

    ̅ 
  

   

 
 

 
∫   ̅( ) 

  

    ̅ 
    

  

    (  ) 

 من جية أخخى نجج: ( )و  ( )وبجمع  ، من جية ( )و  ( )بجمع 
 

  
 

   
∫  ( ) 
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∫   ̅( ) 

   ̅ 
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    (  ) 

 من جية أخخى نجج: (  )و  (  )من جية، وبجمع  (  )و  (  )بجمع 

 ( )  
 

   
∫  ( ) [
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∫   ̅( ) [

  

    ̅ 
 

   ̅ 

 ̅     
]     

  

    (   ) 

 بالذكل الآتي: (   )يُمكننا صياغة 

 ( )  
 

   
∫  ( ) [

  

     
 

    

      
]   | |  

       
 
 

 
 

   
∫  (  ) [
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∫   ̅( ) [

  

     
 

    

      
]     

  

  ( ) 

 ينتج الآتي: (   )بأخح مخافق طخفي 

   
 

   
∫  ( )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ [
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   نحرل عمى: (   ) إعادة صياغة الناتجبو 
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 حيث:
| |        ̅        ̅   

  

  
 

  ( )       ̅    
 نحرل عمى: ( )من  (  )بظخح 
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( )  نعهض    , ( )-  في المداواة الدابقة نجج: -( ) ,    

 ( )  
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̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  [

  ̅

  ̅    
 

   ̅ 

    ̅   
]}     

 وبرياغة العلاقة الدابقة ينتج :

 ( )  
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 وىه المظمهب.
 : )رُبع قرص الواحدة(   في  إن حل مدألة شوارتز الحدّية :2مبرهنة 

{

  ̅                   

  , -                 

  ( )   ( )   ( )   

 

 : يُعطى وفق الريغة الآتية

 ( )  
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 وذلغ بذرط :
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 البرهان:
(    )    بأنّ كل دالّة    بهمبيه التكاممية المعجّلة في  –وججنا من مبخىنة كهشي    (  

̅̅ ̅  ) 
 تُمثّل بالذكل الآتي:

 ( )  
 

  
∫ {  , ( )- [
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 | |  

       
 
 

 
 

 
∫   , ( )-

  

 
 | |  

       
 
 

  

 
 

  
∫   , (  )- [

 

     
 

   

      
]   

 

 

 

 
 

  
∫   , ( )- [

 

     
 

   

      
]   

 

 

 

 
 

 
∫ {  ̅( ) [

  

     
 

    

      
]    ̅( )

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  [
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    ̅   
]}    

  

 

 بتعهيض الذخوط الحجية لمدألة شهارتد غيخ المتجاندة في الريغة الدابقة وبملاحظة أن :
 

 
∫   , ( )-

  

 
 | |  

       
 
 

 
  

 
∫   [ (   )]  

 
 

 

    

 نحرل عمى المظمهب.
 النتائج والتوصيات :

 : إلى في ىحا البحث تهصمنا
  إيجاد تمثيل كهشي بهمبيه التكاممي في المنظقة   . 
   باستخجام التمثيل التكاممي الدابق .   حل مدألة شهارتد في 

 كما نهصي بمتابعة البحث من خلال :
 . إيجاد تمثيل كهشي بهمبيه التكاممي في مناطق ججيجة 
  باستخجام  قظع مدتقيمةحجودىا عبارة عن أقهاس دوائخ و  ججيجةحل مدألة شهارتد في ىحه مناطق

 التمثيل التكاممي الدابق.
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