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مددئ  القيم الابتدائية من المرقية ل يجدد ل  ققريي لإ طريقة عددية ىجينة

 الأولى
  *الدكتهرة مندل لدين
      **لالدكتهر وسيم بل 
 ***    وسيم وسهف

 (2022/ 17/11قدريخ النذر – 2022 /7/8)قدريخ الإيداع 
 

 □ممخّص  □
 

لحل مدائل  ة شييخةعجدي ةطخيقعمى  عجيلتجخاء إعجدية تعتسج عمى  طخيقةتم في ىحا البحث تظهيخ       
من اجل تحدين  (contraharmonic Mean) مع طخيقة تيجيشياعن طخيق  طخيقة ىيهن  وىي بتتجائيةالقيم الا

 .تياءكفا
ومقارنة نتائج الظخيقة مع طخيقة  وتحجيج دالة الخظأ السظمق والاستقخار تداقالا دراسة يتزسن البحث      

رسم مشاطق  مع ؛ا  ايز (contraharmonic Mean)مع طخيقة  ميجشة معجلة أخخى  ىيهن ومع طخائق عجدية
 .ظخيقةالاستقخار التي تحجدىا ال

أن الظخيقة السقجمة فعالة حيث تبين السقارنات  قيسة ابتتجائية ثلاثة مدائل عمى جمةالسق ظخيقةال تم اختبار      
 .وتعظي نتائج جيجة
 ق.ادتالاستقخار، الإ، الاقتظاع السحمي، خظأ  لابتتجائيةمدائل القيم ا ،يجيشةالعجدية الخيقة الظ الكممدت المفتدلية:
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□ ABSTRACT □ 

 

     In this research, a numerical method that relies on a modification to a 

famous numerical method for solving initial value problems was developed, which is 

Heun's method, by hybridizing it with the contraharmonic mean method in order to 

improve its efficiency. 

     In this study, consistency and stability were proved, the absolute error 

function determined, and the results of this method were compared with Heun’s 

method and with other modified numerical methods that were hybrid with the 

contraharmonic mean method as well, the stability regions defined by the method are 

also plotted. 

     The presented method was tested on three initial value problems where 

comparisons show that the presented method is effective and gives good results. 

Keywords: Hybrid Numerical Method, Initial Value Problems (IVPs), Local Truncation 

Error (LTE), Stability, Consistency. 
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 مقدمة:1-
ا  دور  لكهنيا تمعبصشافيا أشكاليا و أبسختمف  وحمهليا السعادلات التفاضمية اىتم العجيج من الباحثين بتجراسة     

إذ ؛ وغيخىا والاقتراد ءوالكيسيا ءالفيدياكبيخ في  يزا  بذكلأكبيخا  في تفديخ الظهاىخ الظبيعية في حياتشا كسا تدتخجم 
 .[4] جدئيةغمب ىحه الظهاىخ يسكن تهصيفيا بسعادلات تفاضمية عادية أو أ  إن

الظخائق التحميمية تمك  تهفخ لشاولكن في بعض الحالات لا ة لحل ىحه السعادلات فتتهفخ طخائق تحميمية مختم
هبة والتعقيج لحلك تم المجهء الى استخجام الظخائق العجدية غاية  في الرعحلا  عشجما تكهن السعادلة التفاضمية الدابقة 

بسداعجة لغات البخمجة والتي تعتبخ أداة  ميسة ججا  لمحرهل عمى حل لمسعادلات السعقجة بديهلة وسخعة كبيخة 
 .[5] الحاسهبية

، يتم انذاء فاضمية العاديةمسعادلات التلحمهل  عمى قام العجيج من الباحثين بتتظهيخ تقشيات عجدية لمحرهل
، ويتم من وقت لآخخ [6] أفزلق ادتبأساليب تيجف الى الحرهل عمى دقة واستقخار وا العجدية تقشياتىحه الوتظهيخ 

 حتياجاتشا.لاوفقا  ق العجدية لمحرهل عمى أداء أفزل ائإجخاء بعض التغييخات في الظخ 
السعادلات تعجيلات عمى الظخائق العجدية الخاصة بحل  جخاءإ عمىركدت بعض الجراسات العمسية الحجيثة 

 بالذكل: ولىالأمن السختبة  ابتتجائيةالتفاضمية العادية والتي يسكن أن يعبخ عشيا كسدائل قيم 
 

  

  
  (   )                  (  )                  [   ]                                 (1) 

 
ذات  بتتجائيةلحل مدائل القيم الا ىجيشة العجيج من الأبحاث التي تقتخح طخائق عجدية ن مؤخخا  ه قجم الباحث     

 (. 1) الذكل
من طخيقة ججيجة من الجرجة الخابعة  1995في عام  DJ Evans and N Yaacobطهّر  ،فعمى سبيل السثال

 1996 في عام DJ Evans and AR Yaakubقجم و  .Heronian [1]باستخجام الستهسط  Runge-Kuttaنهع 
 Hوقجم  .[2] (1) لحل السدائل من الشسط مخاحل 5كهتا الججيجة السهزونة من الجرجة الخامدة ذات -نجاطخيقة ر 

Ramos  وتحجيجا   السعادلات التفاضميةخهارزمية صخيحة غيخ قياسية مشاسبة لحل أنهاع مختمفة من  2007في عام 
من  تظهيخا  لظخيقة أويمخ 2010 عام في MA Akanbi اقتخحكسا  .[3] السزظخبة عادلات، والسعادلات الرمبةالس

عجدية طخيقة  2015 عام في SO Ayinde and EA Ibijola قجمو  .[5]( 1السختبة الثالثة لحل السدألة من الشسط )
مشاسب لحل ( وتم الحرهل عمى مخظط تكاممي عجدي ججيج 1ججيجة لحل مدألة القيسة الابتتجائية من الشسط )

  [7].السعادلات الستحبتحبة والاسية
مخظظا  ججيجا  من خظهة واحجة لحل مدائل القيم  2017في عام  S Fadugba and B Falodunوطهّر 

 BF Etin and Osaوقجم  [8].( واستخجم في تظهيخه مديجا  من تهابع الاستيفاء وسمدمة تايمهر1الابتتجائية من الشسط )
بتشاء  عمى التخكيبة الخظية لمستهسط الحدابتي  الخابعة من الجرجة كهتا-رانج ــىجيشة لججيجة طخيقة  2018في عام 

 Tاقتخح و  .[9] (IVPsالأولى ) سختبةوالستهسط اليشجسي والستهسط التهافقي لحل مدائل القيم الابتتجائية من ال
Aliya, AA Shaikh and S Qureshi  طخيقة عجدية غيخ خظية ىجيشة ججيجة من السختبة الثانية  2018في عام

وفي عام  .[10] السحدشةوطخيقة أويمخ  Fatunlaبالاعتساد عمى طخيقة ( 1لحل مدائل القيم الابتتجائية من الشسط )
وطخيقة ويمخ السعجلة أعمى طخيقة  بالاعتساد (1من الشسط ) دائلطخيقة ججيجة لحل الس AH Workiقجم  2020

https://scholar.google.com/citations?user=BAbkMU4AAAAJ&hl=ar&oi=sra
https://scholar.google.com/citations?user=JNYfKwoAAAAJ&hl=ar&oi=sra
https://scholar.google.com/citations?user=fZx8VYkAAAAJ&hl=ar&oi=sra
https://scholar.google.com/citations?user=91TUNyYAAAAJ&hl=ar&oi=sra
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Contraharmonic Mean [12].  قجم  2020وفي عامT Ram, MA Solangi, AA Sanghahi  طخيقة
 Contraharmonic Mean وطخيقةلشقظة الهسظى ( بالاعتساد عمى طخيقة ا1من الشسط ) دائلججيجة لحل الس

[13]. 
 وأىدافو:أىمية اليحث  -2

عن طخيق التيجين بتين طخيقتين عجديتين كل  عجدية فعالة طخيقةىحا البحث إلى تظهيخ  ييجف     
 Contraharmonic Mean Methodوطخيقة Heun's Methodطخيقة ىيهن  مشيسا من السختبة الثانية وىسا

 نظخا  الأولى  بةلسعادلات التفاضمية العادية من السختا بتتجائية فيالحل العجدي لبعض مدائل القيم الا لإيجاد 
الهاسع. كسا نيجف انتذارىا في التظبيقات العمسية الحجيثة و ولكثخة استخجاماتيا الكبيخة ة ىحه السعادلات لأىسي

لزسان الجقة والفعالية في الحمهل العجدية التي  جمةالسق ظخيقةلم والخظأ السظمق والاتداقستقخار دراسة الالى إ
في دعم وتظهيخ البحث العمسي، وتدويج الباحثين وطلاب  يسشحرل عمييا. كسا ويتجمى ىجفشا بذكل أساس

 الجراسات العميا بسعمهمات إضافية من الشاحيتين الشظخية والتظبيقية.
  طرائق اليحث ومهاده: -3

عمى تقشيات التحميل العجدي والخهارزميات والبخمجة، بذكل أساسي وكبيخ البحث  يقةتعتسج طخ       
والتقشيات العجدية  ثةالحجي . كسا تم الاطلاع عمى بعض الظخائقسعادلات التفاضميةوكحلك بعض السفاىيم في ال

  السحكهرة في السخاجع العمسية الحجيثة التي تظخقت لحل مدائل من الأنساط السظخوحة.
 :دمةالمق اليجينة طريقةلا 4-

 .(1)السدائل من الشسط  في حل السدتخجمة الظخيقة العجدية اليجيشة ستشتاجا     
إن طخيقة ىيهن ىي طخيقة معجلة عن طخيقة أويمخ الذييخة لحل السعادلات التفاضمية عجديا  وىي طخيقة 

 من السختبة الثانية وتعظى صيغتيا بالذكل التالي:

        
 

 
* (     )    (   

 

 
     

 

 
  (     ))+                  ( ) 

 بالعلاقة:تعظى من السختبة الثانية  Contraharmonic Meanأما طخيقة 

         *
  

    
 

     
+                                                        ( ) 

 
                          (           )             (     )    حيث:

 بالذكل: (2)يسكن كتابة العلاقة 
            

]    بحيث:
 

 
 (     )  

 

 
 (   

 

 
     

 

 
  (     ))]                       

 بالذكل: ( )والعلاقة 
            

 بحيث:

  *
  

    
 

     
+ 

https://scholar.google.com/citations?user=yfEf_yUAAAAJ&hl=ar&oi=sra
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   )  والحج  (     ) والان نقهم باستبجال الحج 
 

 
     

 

 
السهجهدان في العلاقة  ((     )  

 التختيب فتربح العلاقة بالذكل:عمى   و   بكل من  ( )

        
 

 
[    ]                                                                    ( ) 

  تربح بالذكل:( 4)العلاقة  وبإصلاح

        
  

 
[
 

 
  *

  
    

 

     
+]                                               ( ) 

 .( )الشاتجة لحل السدائل من الشسط العجدية اليجيشة  تشاتسثل طخيق ( )العلاقة 
  :دمةمقدراسة استقرار الطريقة ال -5

 تيالآ Dahlquist اختبار باستخجام ييايسكن الحرهل عمدالة الاستقخار لمظخيقة العجدية السقجمة  إن     
[13]: 

  

  
        (  )             

 ، نحرل عمى الآتي:(5) السعظاة بالعلاقةبتتظبيق ىحا الاختبار عمى طخيقتشا اليجيشة 

        
  

 
*( 

 

  
    

 

 
 (   

 

 
    )  

(   )  [ (       )] 

(   )  [ (       )]
+ 

        
  

 
*( 

 

  
    

 

 
    

 

 
     )  

    
    (       ) 

          
+     

 وبالإصلاح نجج أن:

       *  
 

 
   

 

 
(  )  

 

 
(

  

    
)  

 

 
(

(  ) 

    
)  

 

 
(

(  ) 

    
)+ 

 تربح دالة الاستقخار بالذكل:     وبفخض 

 ( )  
    

  
 *  

 

 
  

 

 
   

 

 
(

 

   
)  

 

 
(

  

   
)  

 

 
(

  

   
)+ 

 وبعج الاختدال يربح بالذكل:

 ( )  
 

 
 

 

 
   

 

 
    

 

   
 

 
|( ) |مدتقخة عشجما:  جمةالسق وتكهن طخيقتشا       

بحيث جمة مشظقة استقخار طخيقتشا السقالحي يسثل ( 1الذكل )نخسم  Mathematicaباستخجام لغة البخمجة و 
 تكهن الظخيقة مدتقخة في السشظقة السظممة.
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 (1الذك  )

 :قدمةمالطريقة ال اقددقثيدت إ -6
تكتب  إذا كانت (1من الشسط ) الابتتجائيةمدألة القيسة متدقة مع لظخيقة ما الريغة العجدية تكهن        

 :[11]يل التالبالذك
           (       )                                                     ( ) 

(       )       بحيث يكهن                                (     )   
 نجج أن: ( )مع العلاقة  ( )وبسقارنة العلاقة نو أ حالتشانلاحظ في 

 (       )  
 

 
[
 

 
  *

  
    

 

     
+] 

 (       )  
 

 
[
 

 
 (

 

 
 (     )  

 

 
 (   

 

 
     

 

 
  (     )))  *

  
    

 

     
+] 

 ونجج من خلال حداب الشياية:
   
   

 (       )

    
   

 
 

 
[
 

 
 (

 

 
 (     )  

 

 
 (   

 

 
     

 

 
  (     )))

 *
  

    
 

     
+] 
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 (       )

  
 

 
[
 

  
 (     )  

 

 
 (     )

    
   

[
 (     )   (          (     ))

 

 (     )   (          (     ))
]] 

   
   

 (       )   
 

 
[
 

  
 (     )  

 

 
 (     )  *

   (     ) 

   (     )  
+] 

 
 

 
[
  

  
  (     )]   (     )    

 متدقة. جمةوىحا يعشي أن الظخيقة اليجيشة السق
 :دمةقحمي  خطأ الاقتطدع المحم  لمطريقة المق -7

مظخوحا  مشو      لظخيقة ما بأنو قيسة مشذهر تايمهر عشج الشقظة     يعخف خظأ الاقتظاع السحمي      
 ن: أأي الشاتجة عن تمك الظخيقة      القيسة 

     (    )                                                                           ( ) 
 :[10] تيةالآيعظى بالعلاقة     إن خظأ الاقتظاع السحمي 

           (   )( )   (    ) 
 مختبة تقارب الظخيقة.  يسثل ثابتت الخظأ و   حيث 

 :[13] بالذكلتعظى      عشج الشقظةإن قيسة مشذهر تايمهر 

 (    )   (    )   (  )      (  )  
  

  
    (  )  

  

  
     (  )   (  )           ( ) 

        (    )   (    )   (  )      
  

  
 (      ) 

 
  

  
 (                   

      )   (  )                              ( )  
(     ) بحيث               

 :[13] يميتكهن كسا  (8)لعلاقة اعشج نذخىا ب (5) السعخفة في العلاقة    و    عشج السشذهر ما قيسةأ
     

    (          (     )                                             
     (      )  

  

  
 (               )   (  )                         

 تكهن تحدب بذكل مذابو وىي:  وقيسة السشذهر عشج 

  *
 

 
 (     )  

 

 
 (   

 

 
     

 

 
  (     ))+                                    

 
 

 
  

 

 
*  

 

 
  (      )  

    

 
 (               )+   (  ) 

   
 

 
 (      )  

  

 
 (               )   (  )                        
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 (      )                                                                                     (  )

   (
  

  
    

  

  
     

  

  
      

 

 
   

  
 

 
     

 

 

  
 

 
)   (  )       

 نحرل عمى: ( )في العلاقة  (10)العلاقة ن وبتعهيض الآ
           

 

 
  (      )                                                                                 (  )  

   (
  

  
    

  

  
     

  

  
      

 

  
   

  
 

 
     

 

  

  
 

 
)   (  ) 

 السحمي بالذكل: الاقتظاعأ نحرل عمى خظ ( )في العلاقة  ( )و  (  )ن وبتعهيض العلاقتين الآ
     (    )       

      ( 
 

  
    

 

 
     

 

  
      

 

  
   

  
 

  
     

 

  
 
  

 

 
)

  (  )          (  )  
من السختبة متقاربة  جمةالسق ةالظخيقتبين أن و  قجمةطخيقتشا اليجيشة السالخظأ في  سثلت  (  )العلاقة 

 .الثانية
  :النتدئج العددية والمندقذة -8

 Modifiedةويمخ السعجلأوطخيقة  Heun's Method بظخيقة ىيهن مشاقذة الحمهل العجدية ت تس     
Euler’s Method   والتي يخمد ليا ب (MEM)  والظخيقة العجدية  [12]في  جمةقالعجدية اليجيشة السوالظخيقة

وحداب  (1)ئية من الشسط قيم ابتتجا ثلاثة مدائللوطخيقتشا العجدية اليجيشة السقتخحة  [13]في  جمةاليجيشة السق
 .MATLAB ةباستخجام لغة البخمجليحه الحمهل والاخظاء وتم تقجيم الججاول والخسهم البيانية الأخظاء السظمقة 
 :تيةالحل التقخيبي لمسعادلة التفاضمية الآ إيجاد: (1)المدألة 

   
 

 
 

  

  
       ( )          [   ] 

  والتي تقبل الحل الجقيق 
  

     
  

 
 

     
مع الحل       بخظهة بالظخائق السحكهرة  (1)الحمهل العجدية لمسدألة  (1)الججول في  عخضن
 (1)الأخظاء السظمقة الشاتجة عن الظخائق العجدية الدابقة لمسدألة  (2)الججول في  عخضون لمسدألةالجقيق 

 بتشفذ الخظهة.
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       بخطهة (1)(: الحمهل العددية لممدألة 1الجدول )

 
Exact 

Solution 
Our 

Hybrid Method 

 
Hybrid Method 

In [13] 

 
Hybrid Method 

In [12] 

 
(MEM) Method 

 
Heun's Method 

   

                                                                
                                                                

                                                                

                                                                
                                                                
                                                            

    
                                                                
                                                                
                                                            

    
                                                                

 
      بخطهة  (1)حمهل العددية لممدألة خطد  الندقجة عن ال(: الأ2الجدول )

Error By Our 
Hybrid Method 

Error by Hybrid 
Method 
In [13] 

Error By Hybrid 
Method 
In [12] 

Error By 
(MEM) 
Method 

Error By 
Heun's Method 

 

   

1.25456 E7 5.56944 E7 6.45079 E7 2.12739 E6 2.00988 E6     
2.53478 E7 1.13686 E6 1.31918 E6 4.34294 E6 4.09985 E6     

3.83958 E7 1.7403 E6 2.02315 E6 6.64878 E6 6.27165 E6     
5.16778 E7 2.36781 E6 2.75785 E6 9.04705 E6 8.527 E6     
6.51805 E7 3.01994 E6 3.52416 E6 1.15399 E5 1.08676 E5     
7.88893 E7 3.69726 E6 4.32297 E6 1.41295 E5 1.32952 E5     
9.27881 E7 4.40031 E6 5.15519 E6 1.6818 E5 1.58115 E5     
1.0686 E6 5.12965 E6 6.02173 E6 1.96076 E5 1.84182 E5     
1.21085 E6 5.88583 E6 6.92352 E6 2.25004 E5 2.11168 E5     
1.35443 E6 6.6694 E6 7.8615 E6 2.54985 E5 2.39091 E5     
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       مع الحل العجدي بظخيقتشا عشج (1): يسثل الخسم البياني لمحل الجقيق لمسدألة (2) الذكل
      في الحل العجدي عشج  (1): يسثل الخسم البياني لمخظأ السظمق لمسدألة (3)الذكل 

 (3) الذك                                                                   (2) الذك 
 

 (1) مقارنات لأكبخ الأخظاء السظمقة عمى كامل مجال الحل العجدي لمسدألة (3)لججول انعخض في 
 بالظخائق السحكهرة سابقا  

 
 (1): مقدرنة أكير الأخطد  المطمقة لممدألة (3) الجدول

0.00625 0.0125 0.025 0.05 0.1 Method \ h 
9.48617 E8 3.79053 E7 1.5130 E6 6.02714 E6 2.3909 E5 Heun's Method 
1.01267 E7 4.04622 E7 1.6149 E6 6.43117 E6 2.5498 E5 (MEM) 
3.0195 E8 1.20923 E7 4.8482 E7 1.9482 E6 7.8615 E6 Hybrid Method 

In [12] 
2.53908 E8 1.01746 E7 4.0843 E7 1.64517 E6 6.6694 E6 Hybrid Method 

In [13] 
6.94261 E9 2.73191 E8 1.0568 E7 3.94302 E7 1.3544 E6 Our 

Hybrid Method 
 

 :تيةإيجاد الحل التقخيبي لمسعادلة التفاضمية الآ: (2)المدألة 
              ( )           [   ] 

           والتي تقبل الحل الجقيق 
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مع الحل الجقيق       بالظخائق السحكهرة بخظهة  (2)الحمهل العجدية لمسدألة  (4)الججول في  عخضن
 بتشفذ الخظهة. (2)الأخظاء السظمقة الشاتجة عن الظخائق العجدية الدابقة لمسدألة  (5)الججول في  عخضون لمسدألة

       بخطهة (2)(: الحمهل العددية لممدألة 4الجدول )
Exact Solution 

Our 
Hybrid Method 

Hybrid Method 
In [13] 

Hybrid Method 
In [12] 

(MEM) 
Method 

Heun's 
Method    

                                                                 
                                                                 
                                                                 
                                                                 
                                                                 
                                                                 
                                                                 
                                                                 
                                                                 
                                                                 

 
 
 

 
      بخطهة  (2)حمهل العددية لممدألة خطد  الندقجة عن ال(: الأ5الجدول )

Error By Our 
Hybrid Method 

Error By Hybrid 
Method 
In [13] 

Error By Hybrid 
Method 
In [12] 

Error By (MEM) 
Method 

Error By Heun's 
Method 

   

1.24444 E4 4.17383 E5 1.66738 E4 1.67995 E4 1.32796 E6     
2.40782 E4 8.4394 E5 3.28266 E4 3.40643 E4 1.55083 E5     

3.37988 E4 1.26896 E4 4.74603 E4 5.15985 E4 5.24865 E5     

4.07799 E4 1.6746 E4 5.97321 E4 6.89677 E4 1.16778 E4     
4.46062 E4 2.03945 E4 6.90683 E4 8.55215 E4 2.0664 E4     
4.53024 E4 2.34327 E4 7.52209 E4 1.00498 E3 3.15016 E4     
4.32655 E4 2.57123 E4 7.8258 E4 1.13166 E3 4.31665 E4     
3.9134 E4 2.71624 E4 7.85013 E4 1.22958 E3 5.45631 E4     
3.36405 E4 2.77917 E4 7.64356 E4 1.29547 E3 6.47319 E4     
2.74871 E4 2.76744 E4 7.2616 E4 1.32878 E3 7.29767 E4     
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       مع الحل العجدي بظخيقتشا عشج (2)الخسم البياني لمحل الجقيق لمسدألة يسثل  :(4)الذكل 
      في الحل العجدي عشج  (2)لمسدألة : يسثل الخسم البياني لمخظأ السظمق (5)الذكل 

 
 (5)الذك                                                                   (4)لذك  ا

                                          
 (2) مقارنات لأكبخ الأخظاء السظمقة عمى كامل مجال الحل العجدي لمسدألة (6)الججول نعخض في 

 بالظخائق السحكهرة سابقا  
 

 (2): مقدرنة أكير الأخطد  المطمقة لممدألة (6) الجدول
0.00625 0.0125 0.025 0.05 0.1 Method \ h 

2.62218 E6 1.0548 E5 4.2669 E5 1.74549 E4 7.29767 E4 Heun's Method 
4.71947 E6 1.89976 E5 7.6957 E5 3.15732 E4 1.32878 E3 (MEM) 
2.9254 E6 1.17428 E5 4.7299 E5 1.91726 E4 7.85013 E4 Hybrid Method 

In [12] 
1.16867 E6 4.65868 E6 1.8495 E5 7.26692 E5 2.77917 E4 Hybrid Method 

In [13] 
1.72407 E6 6.91076 E6 2.7752 E5 1.11846 E4 4.53024 E4 Our 

Hybrid Method 

 
 ة:تيالحل التقخيبي لمسعادلة التفاضمية الآ إيجاد: (3)المدألة 

   
 

 
 

    

  
         ( )          [   ] 

   والتي تقبل الحل الجقيق 
 
 
 

  
  

  
   

 

   
  

 
  (       

     

 
)
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مع الحل الجقيق       بالظخائق السحكهرة بخظهة  (3)الحمهل العجدية لمسدألة  (7)نعخض في الججول 
 بتشفذ الخظهة. (3)الأخظاء السظمقة الشاتجة عن الظخائق العجدية الدابقة لمسدألة  (8)الججول لمسدألة ونعخض في 

 
       بخطهة (3)(: الحمهل العددية لممدألة 7الجدول )

 
Exact 

Solution 

Our 
Hybrid Method 

 
Hybrid Method 

In [13] 

 
Hybrid Method 

In [12] 

 
(MEM) 
Method 

 
Heun's 
Method 

   

                                                                
                                                                
                                                                
                                                                
                                                                
                                                                
                                                                
                                                                
                                                                
                                                                

 
 

      بخطهة  (3)حمهل العددية لممدألة خطد  الندقجة عن ال(: الأ8الجدول )
Error By Our 

Hybrid Method 
Error by Hybrid 

Method 
In [13] 

Error By Hybrid 
Method 
In [12] 

Error By 
(MEM) 
Method 

Error By 
Heun's Method 

 

   

1.01147 E6 1.11122 E6 1.86578 E6 3.07349 E6 2.07166 E6     
2.01125 E6 2.23443 E6 3.71471 E6 6.13964 E6 4.17564 E6     

2.97945E6 3.36219 E6 5.52357 E6 9.17910 E6 6.31372 E6     
3.89491 E6 4.48689 E6 7.26804 E6 1.21725 E5 8.48878 E6     
4.73536 E6 5.60083 E6 8.92303 E6 1.51005 E5 1.07049 E5     
5.47762 E6 6.69626 E6 1.04629 E5 1.79448 E5 1.29673E5     
6.09775 E6 7.76543 E6 1.18619 E5 2.06877 E5 1.52826 E5     
6.57121 E6 8.80063 E6 1.30942 E5 2.33130 E5 1.76587 E5     
6.87295 E6 9.79420 E6 1.41344 E5 2.58064 E5 2.01048 E5     
6.97755 E6 1.07385 E5 1.49576 E5 2.81557 E5 2.26316 E5     
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       مع الحل العجدي بظخيقتشا عشج (3): يسثل الخسم البياني لمحل الجقيق لمسدألة (6) الذكل
      في الحل العجدي عشج  (3): يسثل الخسم البياني لمخظأ السظمق لمسدألة (7)الذكل 

 
 

 (7)الذك                                                                   (6)لذك  ا
 

 (2) مقارنات لأكبخ الأخظاء السظمقة عمى كامل مجال الحل العجدي لمسدألة (9)نعخض في الججول 
 بالظخائق السحكهرة سابقا  

 (3): مقدرنة أكير الأخطد  المطمقة لممدألة (9) الجدول
0.00625 0.0125 0.025 0.05 0.1 Method \ h 

8.94925 E8 3.57678 E7 1.42838 E6 5.6949 E6 2.26316 E5 Heun's Method 
1.12162 E7 4.48060 E7 1.78755 E6 7.1129 E6 2.81557 E5 (MEM) 
5.88663 E8 2.35351 E7 9.40485 E7 3.75452 E6 1.49576 E5 Hybrid Method 

In [12] 
4.18457 E8 1.67415 E7 6.69908 E7 2.68148 E6 1.07385 E5 Hybrid Method 

In [13] 
2.65513 E8 1.06401 E7 4.27156 E7 1.72083 E6 6.97755 E6 Our 

Hybrid Method 
 

 (1)تعظي أفزل حل مسكن لمسدألة  جمةأن طخيقتشا اليجيشة السق (3)و  (2)و  (1)ول االجج تبين      
مجال الحل وذلك من أجل كل قيسة  لئا  مظمقا  أقل عمى كامق الدابقة وذلك لأنيا تعظي خظائمن بتين الظخ 

 . مجروسة ل 
 (1)مع الحل الجقيق لمسدألة  جمةالسق مجى تقارب الحل العجدي بظخيقتشا (2)ويهضح الذكل 



 Tartous University Journal. Basic Sciences Series 2222( 6( العدد )6مجلة جامعة طرطوس العلمية العلوم الأساسية المجلد )

 

767 

 

حيث يبين الذكل ان  جمةبظخيقتشا السق (1)لمسدألة يهضح كيفية تغيخ الخظأ السظمق لمحل العجدي  (3)والذكل 
 الخظأ يكهن أعظسيا  في نياية السجال السعظى لمحل العجدي.

لا تقجم أفزل دقة عمى طهل مجال  جمةأن طخيقتشا اليجيشة السق (6)و  (5)و  (4)من الججاول  تبينو       
 من حيث وجهد خظأ مظمق أقل عشج بعض القيم في مجال الحل حيث تتفهق بعض الظخائق عمييا (2)لمسدألةالحل 

ولكشيا تظيخ انزباطا  أفزل  وىحا مشظقي الى حجٍّ ما لأنيا من السختبة الثانية والظخائق الأخخى من السختبة الثانية أيزا  
حيث تقجم أقل خظأ مظمق أعظسي من بتين  (6)السهضح في الججول بالخظأ الأعظسي  بذكل واضحفي الحل وتتفهق 

مجى تقارب  (4)ويهضح الذكل  .[13] في قجمةتتفهق عمييا أي طخيقة ما عجا الظخيقة اليجيشة الس ولا قجمةق السائالظخ 
يهضح كيفية تغيخ الخظأ السظمق لمحل  (5)والذكل . (2)مع الحل الجقيق لمسدألة  جمةالسق الحل العجدي بظخيقتشا

يكهن أعظسيا  في مشترف السجال و  يبجأ بالتدايج حيث يبين الذكل ان الخظأ جمةبظخيقتشا السق (2)لمسدألةالعجدي 
 .حتى نياية السجال الانخفاضفي ويعاود بعجىا  0.6السعظى لمحل العجدي تقخيبا  وتحجيجا  عشج القيسة 

من  (3)أن طخيقتشا اليجيشة السقجمة تعظي أفزل حل مسكن لمسدألة  (9)و  (8)و  (7)تبين الججاول       
 . لك لأنيا تعظي خظئا  مظمقا  أقل عمى كامل مجال الحل وذلك من أجل كل قيسة مجروسة ل بتين الظخائق الدابقة وذ
 (1)مع الحل الجقيق لمسدألة  السقجمة مجى تقارب الحل العجدي بظخيقتشا (6)ويهضح الذكل 

الذكل ان بظخيقتشا السقجمة حيث يبين  (1)لمسدألة يهضح كيفية تغيخ الخظأ السظمق لمحل العجدي  (7)والذكل 
 الخظأ يكهن أعظسيا  في نياية السجال السعظى لمحل العجدي.

  :الاستنتدجدت والتهصيدت -10
تعتسج لحل مدائل القيم الابتتجائية في السعادلات التفاضمية من السختبة الاولى طخيقة عجدية ىجيشة  يمقجتم ت     

  Contraharmonic Mean Methodو Heun's Methodبتين طخيقتين عجديتين ىسا  التيجينعمى 
وبيشت الجراسة التحميمية أن الظخيقة متشاسقة ومدتقخة عمى مشظقة تم رسسيا من السدتهي العقجي ومتقاربة من 

وتقاربيا الكبيخ من الحل التحميمي عمى السختبة الثانية كسا اشارت الشتائج العجدية الى فعالية الظخيقة ودقتيا السقبهلة 
شا من خلال الجراسة العجدية تفهق طخيقتشا عمى العجيج من الظخائق الأخخى التي ليا نفذ مختبة مجال الحل ولاحظ

 التقارب.
 :تيونهصي بالآ

ولى، ومحاولة تظهيخىا لمحرهل عمى الألحل مدائل القيم الابتتجائية من السختبة السقجمة استخجام الظخيقة  أولًا:
 قل.أخظاء أنتائج أفزل و 
 عمى في الحل.أ عمى لمحرهل عمى دقة أ العسل عمى تظهيخ طخائق عجدية أخخى من مخاتب  ثدنيدً:
التيجين في تظهيخ الظخائق العجدية لسا لو من سيهلة في التظبيق ويجسع بتين خرائص أسمهب استخجام  ثدلثدً:
 أو السدتخجمتين في التيجين. يجيشتينالظخيقتين ال

 
 
 
 
 



 وسوفبلال،د.،د.حسين،                                         الابتدائيةطريقة عددية ىجينة لإيجدد ل  ققريي  لمددئ  القيم 

761 

 

  :المراجع -11
[1].    Evans, David J., and Nazeeruddin Yaacob. "A fourth order Runge-Kutta 

method based on the Heronian mean formula." International Journal of Computer 

Mathematics 58.1-2 (1995): 103-115.  

[2].  Evans, David J., and A. R. Yaakub. "A new fifth order weighted runge 

kutta formula." International journal of computer mathematics 59.3-4 (1996): 227-

243.  

[3].  Ramos, Higinio. "A non-standard explicit integration scheme for initial-

value problems." Applied Mathematics and Computation 189.1 (2007): 710-718.  

[4].   Ochoche, Abraham. "Improving the improved modified Euler method for 

better performance on autonomous initial value problems." Leonardo Journal of 

Sciences 12 (2008): 57-66.  

[5].    Akanbi, Moses A. "Third order Euler method for numerical solution of 

ordinary differential equations." ARPN J. Eng. Appl. Sci 5 (2010): 42-49.  

[6].   Qureshi, S., A. A. Shaikh, Z.U.N. Memon, and M.S. Chandio, (2014), 

Analysis of Accuracy, Stability, Consistency and Convergence of an Explicit 

Iterative Algorithm. Mathematical Theory and Modeling. 4 (1): 1-10 

[7].     SO, Ayinde, and E. A. Ibijola. "A new numerical method for solving first 

order differential equations." American journal of applied mathematics and 

statistics 3.4 (2015): 156-160.  

[8].    Fadugba, S., and B. Falodun. "Development of a new one-step scheme for 

the solution of initial value problem (IVP) in ordinary differential 

equations." International Journal of Theoretical and Applied Mathematics 3.2 (2017): 

58-63.  

[9].     Etin-Osa, Bazuaye Frank. "A New 4 th Order Hybrid Runge-Kutta 

Methods for Solving Initial Value Problems (IVPs)." Pure and Applied Mathematics 

Journal 7.6 (2018): 78-87.  

[10].    Aliya, Tasneem, A. Ali Shaikh, and Sania Qureshi. "Development of a 

nonlinear hybrid numerical method." Advances in Differential Equations and Control 

Processes 19.3 (2018): 275-285.  

[11].   Kandhro, Muhammad Daud, Asif Ali Shaikh, and Sania Qureshi. "A new 

third order iterative integrator for Cauchy problems." J. Appl. Environ. Biol. Sci 8.7 

(2018): 26-35.  

[12].    Workie, Abushet Hayalu. "New modification on Heun’s method based 

on contraharmonic mean for solving initial value problems with high 

efficiency." Journal of Mathematics 2020 (2020).  

[13].    Ram, Tulja, Muhammad Anwar Solangi, and Ali Asghar Sanghah. "A 

hybrid numerical method with greater efficiency for solving initial value 

problems." Mathematical Theory and Modeling 10.2 (2020).  

 


