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□ ABSTRACT □ 

Our work is studying the oscillatory behavior of solutions to a class of 

second-order superlinear Emden–Fowler neutral differential equations that has this 

form  

    )  ́  ))́     ) |   )|       )     where    )     )     ) (   )) 

This research will present new oscillation theorems and their efficiency is 

illustrated throw some examples. 
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 مقدمة
في حياتشا  في نسحجة كل عسلية فيديائية أو تقشية أو بيهلهجية تقخيبًا لات التفاضلية دوراً ىاماً تلعب السعاد

فيي تديم بذكل أساسي في إيجاد  اليهمية وفي تفديخ بعض قهانين الظهاىخ الظبيعية والعسل على حل مذكلاتيا،
خاص تلك السعادلات ذات الحج السحايج والأخخى ذات  حلهل لبعض السدائل في مجلات العلهم السختلفة، وبذكل

لهل متحبحبة الحج الستأخخ، إذ تتسيد ىحه السعادلات عن السعادلات العادية بأنو قج نجج لشفذ السعادلة التأخيخية ح
من التشبؤ بشتائج نتسكن جراسة الدلهك اللانيائي لحلهل السعادلات التفاضلية ذات الحج السحايج ب وأخخى غيخ متحبحبة،

 .التحكم بياتلك الظهاىخ السهصهفة التي تظيخ بعج فتخة زمشية وبالتالي إمكانية 
وىي معادلة تفاضلية  Emden–Fowlerجراسة سلهك التحبحب لحلهل معادلة ب إنشا ميتسهن في ىحا البحث

 ذات الذكل: ق خظية من السختبة الثانيةفه 
(1.1)                             )  ́  ))́     ) |     ))|         ))    

(     (    ،     (    ]     حيث أن   ،عجد ثابت فخدي     ، ((   ) (    
                )  ،   )    ،   )    ،         )    ،     )       . 

إن السعادلات التفاضلية فهق الخظية ىي نهع من السعادلات الهاقعة بين السعادلات الخظية واللاخظية حيث 
    ، كسا أن مرظلح فهق الخظية يأتي من الذخط حل أيزاً  (    حل فإن  (   تحقق أنو من أجل كل 

 .[1] ( خظية1.1تربح السعادلة )    لأنو في حالة 
 (1.1)حب السعادلة عجة معاييخ لدلهك تحب [4]في  Xuو  [3]في  Manojlovi´cو  Sakerالباحثان  أوجج

(     وذلك في حالة  (         وحالة        
 (1.1) لسعادلةعلى العجيج من نتائج التحبحب لـ [6]في   Džurina و Baculíková الباحثان حرل
  الآتية:، وبفخض الذخوط ىي ناتج قدسة عجدين فخديين          حيث 

     )       
 ́  )       

   
   

       )                )   ∫
 

   )
  

 

 

 

معاييخ ميسة من أجل تحبحب السعادلة  ]7[في  Y. Rogovchenkoو  Li .T بعج ذلك وضع الباحثان
(     (    و     الدابقة في حالة  (    حالةوذلك في  ((   ) (     (   و     وكحلك    

 في حالة
   )     )    . 

 
 الآتية: وقج أثبتا أيزا أنو في حالة تحقق الذخوط

  ́  ) (  ́ و                 ((      و     
 والذخط 

 
           )    )     ) 

 متحبحبة. (1.1)فإن السعادلة        (     (     
 :1تعريف

 (    ]أنو متحبحب إذا كان يأخح عجد الشيائي من الأصفار على السجال  (    نقهل عن حل السعادلة 
 .[2] بة إذا كانت جسيع حلهليا متحبحبةمتحبح (    نقهل أن السعادلة . و يسا عجا ذلك نقهل أنو غيخ متحبحبوف
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 أىمية البحث وأىدافو
تحبحبية لحلهل أنهاع مختلفة من باحثهن قجر كبيخ من الاىتسام بالخرائص الفي الآونة الأخيخة أبجى ال

وأحج الأسباب الخئيدية ليحا الاىتسام أن ىحه السعادلات تجخل في ، دلات التفاضلية ذات الحج السحايجالسعا
يعظي دراسة تحليلية  لكهنوتأتي أىسية ىحا البحث العلهم الظبيعية واليشجسات والفيدياء و  مجالاتالعجيج من 

ليحه ، و من السختبة الثانية ذات حج محايجفهق خظية ىي معادلة تفاضلية والتي  (    ة لدلهك حلهل السعادل
وبالتالي إمكانية التحكم بشتائج تلك تلك السعادلة الجراسة دور ىام في معخفة سلهك الظهاىخ التي ترفيا 

الخظية من . ييجف البحث إلى دراسة الدلهك اللانيائي لحلهل معادلة إيسجن _ فهلخ التفاضلية فهق الظهاىخ
 .من حيث التحبحب الدالب السختبة الثانية ذات الحج السحايج

 طرائق البحث وموارده
، وبذكل خاص في مجال السعادلات تظبيقيةيشجرج ىحا البحث تحت اختراص الخياضيات ال

ية التفاضلية، لحلك فإن التقشيات الخياضية السدتخجمة ىشا تعتسج بذكل أساسي على طخائق الجراسة التحليل
 .للسعادلات التفاضلية العادية

 النتائج و المناقذة 
 سشعخض في البجاية بعض التسييجيات التي سشدتخجميا لإتسام السبخىشات السهجهدة في ىحا البحث.

 :تمييديات مداعدة .1
 :1تمييدية 

(   ليكن   و     ( عشجئح من أجل كل 1.1للسعادلة ) حل   
  

   )
  

 

 
يتحقق  فإنو 

 الآتي:
                           ) (  ́ و      ́((  ́  (     و         

 برىان:
(   ليكن   فإن    أيا كان ( عشجئح 1.1حل للسعادلة )   

     )  ́  ))́      )       ))    
(  ́ لشفخض أن   ىشا نسيد حالتين:،   

 الحالة الأولى:
(    لشفخض ،    عشجئحٍ يهجج ،    أياً كانت     (    (   ]   وبسا أن ،    

(     (      تحقق (      ومشو         أياً كانت ،     
 

   )
 نجج  إلى   وبالسكاملة من  ،

 أن
   )      )   

 

   )
  

 

  
(          نجج أن    نحه   وعشجما تدعى ،      

 ض.تشاقوىحا 
 أما الحالة الثانية:

(   لشفخض  بحيث من      ، فإنو يهجج    أياً كانت      (    (   ]وبسا أن    
 أجل
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(    (    فإن       (   نجج   إلى   ،  وبالسكاملة من          )   
 

   )
  

 

  
 

(          نجج    نحه   وعشجما تدعى  ((   ) لجيشا  ولكن،      
   )    )

   )
 

    )

   )
، ومشو 

((   )        نجج  (          ، وبسا أن     (          ، نجج أن        . 
(   الآن وبسلاحظة أن  (   أي أن         ) (   )) ، نذكل متتالية  ((   )  

(    بحيث أن و              (    ، مع اعتبار              و         و           
 ، وبسا أن

   ) (    ومشو نجج أن  ((   )   (    أي  ((    )   (      ومشو فإن  (         

(          عجد طبيعي، وىحا يعشي   أيا كانت   الحالتين الدابقتين نجج  ومن .وىحا تشاقض   
(  ́ أن   . 

(   لشفخض أن  (  ́  و      ، الآن لجيشا:      فإن ، ومشو   
   )     ) (   ))     )     ) (   ))       (   ))    

 متدايجة إلى اللانياية تجعل   يهجج متتالية  عشجئحغيخ محجود  (   أن محجود لأنو بفخض  (   إن 
(     ولكن وبفخض أنأيزا تتدايج نحه اللانياية،  (        وباعتبار أن ومشو         

(    ،       فإن  ∞متدايج نحه  (         (    ))    ، 
   كبيخة كفاية نجج أن  nو    ومن أجل                    وبالتالي

 

    
وىحا  

 .محجود (   تشاقض ومشو فإن 
(    وبالتالي           وأن     لشفخض أن      )     ) (   ))     )  

   (   )) 
((   ) أي أن   

 

  
(   )     ))  

 

  
((   )     الظخفين  supوبأخح  (     

   
 

  
   ) 

  ومشو 
 

  
(    أي     وىحا يشتج أن        لكن    وبالتالي يتم  ، وىحا تشاقض   

 . البخىان
 : 2تمييدية 

 .(               (     عشجئح فإن         و             بفخض أن 
 :برىان 

(   ، ولشأخح التابع           نفخض أن  (     ، نلاحظ أن       ،       لكل      
 ومشو

) وبالتالي فإن  ]∞+,0[على  محجب (   فإن التابع 
   

 
)   

   )    )

 
 وىحا يحقق    

 مهجبان، Bو  Aحيث     (         (    ، ولكن  (               (    
  .  (               (      (     ومشو

 :3تمييدية 
́((  ́  (     بفخض أن الذخوط  (  ́ و      (   و     عشجئح         محققة لكل    

(   التابع 

        )
 كبيخة.  من أجل  متشاقص تساما"  
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 برىان:
(   بسا أن  ́((  ́  (    و        فإن   

   )       )   ∫
   ) ́  )

   )
  

 

  

       )  ́  )  ∫
 

   )
  

 

  

     )  ́  )         ) 

  
   )

       )
)́    

 

        )
 [        )  ́  )   

   )

   )
   

  
 

   )         )
 [        )  ́  )    )      )     

(   ومشو فإن التابع 

       )
  .كبيخة  من أجل متشاقص تساما"  

 : 4تمييدية 
((   )  و     لتكن   (   و      وبفخض  ((       (          
(1.2)                                         )        
(1.3)                                       )        ، ́  )         

 ن     عشجئح فإ
            (1.4) [   )  ́  )  

  
 

  
 (   ))  ́(   )) ́         )   (   ))       

 : برىان
(   ليكن  (   عشجئح فإن  ( 1.1حل للسعادلة )         ) تحقق   ((      (     

 السعادلة
(1.5)                                  )  ́  ))́     )       ))    

 يشتج لجيشا أن (1.3)و  (1.2)وبتحقق 

  
 
 
 [ (   )) 

  (   ))
  

 

  
 
  

  
   

 
      ))         )))    

 أي أن
  

 

 ́  )
 [ (   ))  ́(   )) ́    

 
  (   ))         )))    

      ومشو
(1.6)                    

 

  
 [ (   ))  ́(   )) ́    

 
  (   ))         )))     

 :نجج أن (1.6)و  (1.5)بجسع 

    )  ́  ))́  
  

 

  
[ (   ))  ́(   )) ́     )[   (   ))     

 
          )))    

 :نجج أن 2باستخجام التسييجية 
  (   ))  [ (   ))    (   ))  ( (   )))   
       [  (   ))     (   ))          )))] 

       [  (   ))     
 
           )))] 

((   )  ] أي أن:                      
 
           )))]            (   )) 
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(  ́  (   ]ومشو            
  

 

  
 (    ))  ́(    )) ́         )   (   ))          

 النتائج: .2
 :1مبرىنة 

  (1.2) التالية محققة بالإضافة إالى الذخط طو الذخ و        بفخض أن
(2.1)                                      )                )    

 

   )
  

 

 
 

(2.2)                                                   )     )    
(2.3)                                   

 
          )    )    )      )     )       

 .متحبحبة (1.1)عشجئح السعادلة ،       ن أجل م
 برىان:

(   بفخض أن          بحيث أن     من أجل كل عشجئح ، (1.1)للسعادلة  غيخ متحبحب "حلا   
 بالعلاقة الآتية: (   نعخف تابع ججيج 

(2.4)                  
   )         )    ) [   )  ́  )  

  
 

  
 (    ))  ́(    ))          )) 

 الآتي: بالاشتقاق نحرل على

 ́  )   
 ́  )

      ))
 [    )  ́  )  

  
 

  
 (    ))  ́(    ))           ))                             

        )    ) [    )  ́  )  
  

 

  
 (    ))  ́(    ))  ́    (    ))               

(2.5)                    )    ) [    )  ́  )  
  

 

  
 (    ))  ́(    )) ] [         )) ́ 

(   وبسا أن  قص تساما"،متشاتابع  (    (   أي أن      (    (   ]لجيشا   :فإن    
 (    ))  (    ))     )    )  

(    حيث (1.4) وبتحقق ((       أي أن ،      ، وبسلاحظة أن:   
     (    )))́           (    ))  ́(    ))  ́  )     

 نجج أن 

 ́  )   
 ́  )

      ))
 ( (    ))  ́(    ))  

  
 

  
  (    ))  ́(    )))    (    ))  

            )    )    ) 
  (   ))

      ))
 

  ́  )   (  
  

 

  
)   ́(    ))   (    ))  ́  )              )    )    ) 

  (   ))

      ))
 

(2.6)               (  
  

 

  
)

(    (    )))
 

   
             )    )    ) (

 (   ))

     ))
 )

 

    
(   الآن بسا أن  (   وبسا أن التابع  (    

       )
 يشتج لجيشا أن  3حدب التسييجية  متشاقص تساما" 

     ))

     )    )
 

 (   ))

     )    )
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     )    )

     )    )
 

 (   ))

     ))
 

 ́  )  (  
  

 

  
)

(    (    )))
 

   
             )    )    ) (

     )    )

     )    )
 )

 

   

 ́  )  (  
  

 

  
)

(    (    )))
 

   
                )    )    ) (     )    ))

   
 ومشو:

             )    )    )       )    )  *(
     

 

       )
)     (    ))     )+

 

 

 نجج أن  من    بسكاملة الستخاجحة الأخيخة من  ، الآن و      لتكن 

    ∫         )    )  
     )    )    )

 

  

  

  
     

 

       )
 [    (   ))      (    ))]       )     ) 

       
     

 

       )
     (     ))      )  

  .وبالتالي تم الإثبات (2.3)بالذخط  نحرل على تشاقض    وعشجما 
 

 :2مبرىنة 
  ين التاليين:بالإضافة إالى الذخط محققين(1.2) و(2.1) ين والذخط      بفخض أن 

 (2.7)                                         )     )     ،   )    
(2.8)                                   

 
       )    )    )       

 .متحبحبة (1.1)عشجئح السعادلة ،       من أجل 
 برىان:

(   بفخض أن  بحيث أن     ، عشجئح من أجل كل (1.1)للسعادلة  حل غيخ متحبحب   
 (2.6)الدابقة حتى نرل إلى العلاقة  تبع نفذ خظهات السبخىشةن        

  ́  )   (  
  

 

  
)

(    (    )))
 

   
             )    )    ) (

 (   ))

     ))
 )

 

              
(   الآن بسا أن  (  ́  وبسا أن (      يشتج لجيشا أنومشو متدايج  (   أي أن التابع    

     ))   (   )) 

  
 (   ))

     ))
 

 ́  )  (  
  

 

  
)

(    (    )))
 

   
             )    )    )    )    

 ́  )  (  
  

 

  
)

(    (    )))
 

   
             )    )    ) 
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 ومشو:

          )    )    )  *(
     

 

       )
)     (    ))     )+

 

 

 نجج أن  من    ، الآن و بسكاملة الستخاجحة الأخيخة من       لتكن 

    ∫      )    )    )

 

  

  

  
     

 

       )
 [    (   ))      (    ))]       )     ) 

       
     

 

       )
     (     ))      )  

  وبالتالي تم الإثبات . (2.8)نحرل على تشاقض بالذخط     وعشجما 
 أمثمة .3

 .الشتائج الشظخية التي حرلشا علييا الآتية أىسيةتهضح الأمثلة 
 :1مثال

 لتكن لجيشا السعادلة الآتية:

[   )     ) (
 

 
)]

  

    |   )|       )                                              ) 
(     ،      حيث        ،γ (   و      ،       ،    )  

 

 
 ،   )     ،

(    :ومشو نلاحظ أن (   و     (             أنو  (     (         و        
 

   )
  

 

 
 . 

 فإن وبالتالي 
 
       )    )    )       

 .2السبخىشة حدب  متحبحبة (    معادلة إيسجن _ فهلخ التفاضلية عشجئح فإن 
 :2مثال

 السعادلة الآتية:لتكن لجيشا 

[
 

 
 (    )     )     ))

 
]
 

    |     )|         )                             ) 
(     ،      حيث        ،γ (   و       ،      

 

 
 ،   )     ، 

    ) (   : أن نلاحظومشو ،          ) (      وأن        
 

   )
  

 

 
 ، 

            )  فإن. وبالتالي    
 

          )    )    )      )     )      . 
 .1حدب السبخىشة  متحبحبة (    عشجئح فإن معادلة إيسجن _ فهلخ التفاضلية 
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 والتوصيات: الاستنتاجات
 درسشا في ىحا البحث تحبحب معادلة إيسجن _ فهلخ التفاضلية فهق الخظية من السختبة الثانية ذات الحج السحايج

 الشتائج التي حرلشا علييا. ا مثالين يجعسان صحةش، ثم قجمالسعادلة ىحه تحبحب كذفوتهصلشا إلى معاييخ ت الدالب
وبخىشا في صحتيا في حال بالتالي نكهن قج مجدنا بعض الشتائج التي تظبق على السعادلة ذات الحج السحايج السهجب و 

تظبيقيا على الحج السحايج الدالب. ونهصي بستابعة الجراسات للحرهل على معاييخ تحبحب أخخى ججيجة ليحه 
(   السعادلة ودراستيا في حالة    . 
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