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 □ممخّص  □
 

ذات الحج  مؽ السختبة الثانيةالسعسسة الخظية نرف تحبحب السعادلة التفاضمية ييجف ىحا البحث الى دراسة    
والسحايج، وكحلػ  ذات الحج الستقجم مؽ السختبة الثانيةالسعسسة الخظية نرف تحبحب السعادلة التفاضمية و  ،الستقجم

مؽ السعسسة الخظية نرف السعادلة التفاضمية عادلة مع إضافة حج أعغسي. تؾصمشا إلى نتائج بالاعتساد عمى سال
 السختبة الثانية وتحؾيل ريكاتي. 
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□ ABSTRACT □ 

 

This research aims to study the fluctuation of the generalized half-linear 

differential equation from the second order with the advanced term, and the 

fluctuation of the generalized half--linear differential equation from the second order 

with the advanced and neutral term, as well as the fair with the addition of Maxima. 

We obtained results based on the generalized half-linear second-order differential 

equation and the Riccati transform.  

Keywords: half-linear – Oscillation - advanced term - neutral term – Maxima.   
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 مقدمة
ؾى مع بجاية القخن الدادس عذخ عمى نحؾ أقمفيؾم التفاضل وبجأ  ح  خ  عيخ مفيؾم السعادلة التفاضمية مشح ط        

 . عمؾمباطيا السباشخ بعجد مؽ فخوع الوذلػ لكثخة تظبيقاتيا وارت ،عة فائقةية بدخ مالسعادلات التفاضوتظؾرت مؾضؾعات 
العمؾم الفيديائية واليشجسية زمؽ طؾيل تحتل مكانو مخمؾقة في كل السعادلات التفاضمية مشح ولاتدال       

ولفيؼ  ،أو ىشجسية تغيخ برؾرة معادلة تفاضميةوالحيؾية؛ حيث أغمب العلاقات والقؾانيؽ التي ترف مدألة فيديائية 
 ،وأىؼ ىحه الخرائصلابج مؽ حل ىحه السعادلة التفاضمية أو عمى الأقل معخفة خرائص ىحا الحل،  ،ىحه السدألة

ويعج جت مشح أكثخ مؽ مئة وخسديؽ عاماً، عؾلقج  ىحه السعادلة، إذ أن دراسة الدمؾك التحبحبي حمؾلي لتحبحبالدمؾك ال
فسع مخور الدمؽ حرمت تظؾرات  ،أول مؽ وضع حجخ الأساس لحلػ الفخع مؽ عمؾم الخياضيات (Sturm) شتؾرم

مؽ السعادلات مشيا السعادلات التفاضمية نرف وتؾسعت الجراسات لتذسل أنؾاعاً مختمفة  واسعة في ىحا السؾضؾع،
 .مؽ قبل الكثيخيؽ حغيت في الدشؾات الأخيخة باىتسامٍ بالغٍ الخظية حيث 
الساضية ومازالت  تؼ تظؾيخىا خلال العقؾد ،ن الشغخية الشؾعية لمسعادلات التفاضمية نرف الخظية عسيقةإ      

تعسيؼ لمسعادلات التفاضمية  السختبة الثانية،السعادلات التفاضمية نرف الخظية السعسسة مؽ حيث أن ، حاثيا مدتسخةأب
 .مؽ السختبة الثانية الخظية

 :[4] التفاضمية نرف الخظية السعسسة مؽ السختبة الثانية بالذكلتعظى السعادلة 
( ( )  ( ))

 
  ( )  ( ( )  ( )  ( ))             ( )  

 يعظى بالعلاقة:    خه، ومدتس تؾابع     و  حيث 
 (   ) حقيقي        / )         1    |        عجد 

 :لآتيةويحقق الفخضيات ا
         + *            السشظقةتابع مدتسخ عمى   -1
2-   (   )       إذا كان      
(     ) تابع متجانذ أي     -3    (   )              
(     )، بالتالي مؽ أجل أي نقظة  ( )تزسؽ وجؾد ووحجانية الحل لمسعادلةنغامية التابع  -4 فإنو     

 لمسعادلة يحقق الذخطيؽ: ( )  يؾجج حل 
 (  )         (  )                 

∫عشجئحٍ  يتحقق أن  (   )    ( ) ليكؽ التابع -5
  

   ( )
  ∞                ( )  

 ∞

 ∞

  . 
 
( أول مؽ وضع السعادلة التفاضمية نرف الخظية السعسسة مؽ السختبة الثانية في عام (Bihariيعج بيياري      

 .[1]شخوط الفزاء الخظي فن فزاء الحمؾل ليا نرف خظي لأنو يحقق نرإ(، إذ 1966-1967)
إذا كان يحتؾي عمى عجد لانيائي مؽ  (Oscillation ) أنو متحبحب  ( ) نقؾل عؽ حل السعادلة      

د مشتيي مؽ الاصفار عمى ىحا إذا كان يحتؾي عج (Non-oscillation) وغيخ متحبحب  الأصفار عمى مجال ما،
أنيا متحبحبة إذا كانت كل حمؾليا متحبحبة، وغيخ متحبحبة إذا وجج حل واحج عمى شقؾل ف ( ) السعادلة  أما مجال، 

 .[2]الأقل غيخ متحبحب
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السعسسة ب السعادلة التفاضمية نرف الخظية تحبح 1997 في عام آخخون و  Elbertدرس الباحث     
السعادلة معاييخ ميسة مؽ أجل تحبحب  2113عام  في Došlýو Bognár بعج ذلػ وضع الباحثان ،[3]

عام في   Fišnarováو  Maríkلباحثان ثؼ عسل ا، [4]التفاضمية نرف الخظية السعسسة مؽ السختبة الثانية 
تحبحب دراسة ل لاوذلػ مؽ خ ،خذات الحج الستأخ التفاضمية تلاعمى إيجاد معيار لتحبحب السعاد2113
 .[6] الخظية مؽ السختبة الثانية التفاضمية تلاالسعاد

ت التفاضمية نرف لاحبحب السعادت 2114في عام  Maríkو    Fišnarováكسا درس الباحثان    
ت ذات الحج لاالسختبة الثانية ذات الحج السحايج، ووضعا معاييخ لتحبحب ىحه السعادسيكية مؽ لاالخظية الك

عام وآخخون في    Selvarangamاىتؼ الباحث ، و [5]  يكيةكلاست الدلال تحبحب السعالاالسحايج مؽ خ
غسي، لأعوا سيكية مؽ السختبة الثانية ذات الحج السحايجلاالتفاضمية نرف الخظية الك لاتجراسة السعادب 2117

 .[7] تلاحيث تؼ وضع عجة معاييخ لسعالجة مدألة تحبحب حمؾل ذلػ الشؾع مؽ السعاد
حبحب السعادلة التفاضمية نرف ت آخخون و  Mohammad Moallaالباحث درس  2119في عام    

إلى معاييخ تحجد فيسا إذا كانت ؾا و تؾصم 2   ع الخظية السعسسة مؽ السختبة الثانية ذات الحج السحايج، م
الثانية  خظية السعسسة مؽ السختبةالتفاضمية نرف السعادلة ثؼ درسؾا تحبحب ال، [8]لا ىحه السعادلة متحبحبة أم 

كسا ، [9] ا إذا كانت ىحه السعادلة متحبحبةوقجمؾا معاييخ تداعج في تحجيج فيس عغسي،لأاالحج السحايج و ذات 
حج الالثانية ذات  سعسسة مؽ السختبةالخظية التفاضمية نرف السعادلة دراسة لتحبحب ال 2121في عام  قجمؾا

 .[10] ستأخخال
نلاحظ أن جسيع الجراسات الدابقة ركدت عمى دراسة السعادلات التفاضمية نرف الخظية ذات       

في السعادلات ذات الحج الستقجم بالخغؼ مؽ وجؾد تظبيقات  لكؽ القميل مؽ الجراسات قج بحثت أخخالست الحج
، لحلػ قسشا في كيات الدكان والسذاكل الاقتراديةميسة ليحه السعادلات في ىشجسة التحكؼ السيكانيكي وديشامي

 بحثشا بجراسة ىحا الشؾع مؽ السعادلات.
 الحج الستقجم بالذكل: تعظى السعادلة التفاضمية نرف الخظية السعسسة مؽ السختبة الثانية ذات

( ( )  ( ))
 
  ( )  ( ( ( ))  ( )  ( ))       (2)  

يحقق  ( ) و  ،تابعان مؾجبان تساما ( ) و ( ) و  ( )معخف كسا في السعادلة   حيث أن 
 :الذخوط 

 ) ( )    (   ) 
 2)    

    
 ( )      

 ) ( )         ( )    
 أىمية البحث وأىدفو

ية نرف الخظية السعسسة مؽ لدؾك السعادلات التفاضممؽ دراسة  فيسا يقجمو البحثتكسؽ أىسية ىحا 
عاىخة السعادلة التفاضمية التي ترف ىحه الثانية ذات الحج الستقجم والسحايج. وبالتالي معخفة سمؾك السختبة 

 القرؾى مشيا.متحكؼ بيا والاستفادة لمعيشة وبالتالي معخفة سمؾك ىحه الغاىخة وفيسيا ومعخفة نتائجيا 
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 لبحث ومواردهاطرائق 
ن مجال السعادلات التفاضمية لحلػ فإيشجرج ىحا البحث تحت اختراص الخياضيات الشغخية وبذكل خاص في 

 التقشيات السدتخجمة تعتسج بذكل أساسي عمى طخائق الجراسة التحميمية لمسعادلة التفاضمية.
 النتائج والمناقشة 

 التي سؾف ندتخجميا لإثبات صحة السبخىشات السؾجؾدة في ىحا البحث. سشقجم أولًا بعض التسييجيات
 :تحويل ريكاتي -1

السععسة باستخجام تحؾيل ريكاتي ىي طخيقة فعالة، إذ تتحؾل السعادلة مؽ إن دراسة تحبحب السعادلات التفاضمية 
 [4]بالذكل الآتي:  حل لمسعادلة ( ) مؽ أجل  ( )يعظى تحؾيل ريكاتي لمسعادلة السختبة الثانية إلى السختبة الأولى. 

  ( )   ( )  
 ( )

 ( )
        ( ) 

( )  :معخف بالعلاقة ( ) حيث   ،   وىؾ متدايج تساماً مؽ أجل  ،(( )   )   (( )   ) 
( ) ويحقق   ،   متشاقص تساماً مؽ أجل و  ( )  حيثىؾ تابع محجب تساماً، و  ،    

 ( )  ( )

 ( )
، كسا  

 بالعلاقة الآتية:  يعظى التابع 

 ( )  

{
  
 

  
 ∫

  

 ( )
 

  

 
 

                                                        

 ∫
  

 ( )
 

 
 

  

                                                ( )

                                                                             

 

( )        و  متدايج تساماً،  حيث  ( )        كسا أن ،       . 
 [10] :1 موضوعة

 :القزايا الآتية متكافئة
 غيخ متحبحبة . ( )السعادلة   (1
  .,    ,سجال العمى   ( )حل محجود لمسعادلة  ( ) يؾجج  (2
 ويحقق  ,    ,سجال العمى محجود  ( ) يؾجج تابع  (3

  ( )   ( )  
 ( )

 ( )
          . 

 تذبذب المعادلة التفاضمية نصف الخطية المعممة من المرتبة الثانية ذات الحد المتقدم  -2
 جية الآتية:يمؽ خلال التسي ( )تحؾيل ريكاتي لمسعادلة  الآن سشؾضح
 :1ة تمييدي

 بالذكل الآتي: ( )يعظى تحؾيل ريكاتي لمسعادلة  

  ( )   ( ) (
 ( ( ))

 ( )
)

   

 
 ( )

 ( )
       ( )     

 :نالبرىا
( ) حيث  ( ) حل لمسعادلة ( ) ليكؽ  ( ) ولشفخض أن      

 ( )  ( )

 ( )
( ) و     ( ( ))     

 :نجج أن ( ) باشتقاق التابع 
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      ( )    ( )   ( )     ( ) *
 ( )  ( )

 ( )
+

 

                                       

                    ( )
( ( )  ( )) 

 ( )
   ( )

 ( )(  ( )) 

  ( )
 

     

                    ( ) ( )
| ( ( ))|

   
  ( )  ( )    

 ( )
   ( )

 ( )(  ( )) 

  ( )
 
 

                   ( ) ( ) ( ) (
 ( ( ))

 ( )
)

   

 (
 

 
  )    ( )

  ( )

 ( )
 

. ( ) ( )  بحيث  ( ) نختار التابع 
 

 
  / ( )    و     فتربح ( )  ( )   

 السعادلة بالذكل: 

  ( )   ( ) (
 ( ( ))

 ( )
)

   

 
 ( )

 ( )
   

( )  بالعلاقة    ، حيث يعظى التابع ( )معظى بالعلاقة       يربح    

  ( )  ( ). 
  .الخؾاص السحكؾرة بالفقخة الدابقةيتستعان ب    إن التابعيؽ 

 :2 تمييدية
( ) في حالة  ( )لشأخح السعادلة  ( ) حل ليحه السعادلة يحقق  ( ) بفخض     أياً كانت    

( )  عشجئحٍ  ،    ( )    و      . 
 :البرىان 

( ) في حالة   : بالذكل ( )تربح السعادلة    
  ( )   ( )  ( ( ( ))   ( ))       

( ) حل ليحه السعادلة  يحقق  ( ) لشأخح   وبالتالي    أياً كانت    
   ( )    ( )  ( ( ( ))   ( ))    

( )   ومشو  الآن لشثبت أن  .,    -متشاقص عمى السجال   ( )  بالتالي التابع  ،  
  ( )   . 

( )  نفخض أن   حيث     فإنو يؾجج ، (( )  )تشاقص  وبدبب،    أياً كانت وذلػ    
( )   يتحقق بالسكاممة عمى ، و عجد حقيقي مؾجب تساماً    و       أياً كانت وذلػ       

( ) نجج  ,    ,السجال    (  ) ( ) نجج أن       تدعى إلى  وعشجما ، (    )      
( )  وىحا تشاقض، ومشو الفخض خاطئ بالتالي   .   أياً كانت وذلػ    

 :3 التمييدية
( )  في حالة ( )لشأخح السعادلة  ( ) إذا كان  ،   ( )  ويحقق ,   ,    أياً    

(( ) )     عشجئحٍ فإن ،   كانت

 ( )
  . 
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 البرىان:
( ) في حالة  ( )حل لمسعادلة  ( ) بسا أن  ( ) يحقق     يربح لجيشا  2فإنو بحدب التسييجية ،   

( )   العلاقة ( )    و    ( )  بسا أن ، و    وبالتالي مؽ أجل  ،تابع متدايج تساماً  ( ) فإن التابع    
( ) الستخاجحة  (( ) ) فإن ،    (( ) ) ومشو  ، ( )  

 ( )
  . 

 : 1 مبرىنة
 :ليكؽ لجيشا السعادلة الآتية

  ( )   ( )  ( ( )   ( ))        ( )   
( ) حالةمتحبحبة في  ( )متحبحبة فإن السعادلة  ( )إذا كانت السعادلة     . 

 البرىان:
( ) بالتالي يؾجج ، غيخ متحبحبة ( )متحبحبة و السعادلة  ( )نفخض أن السعادلة   ( )حل لمسعادلة     

ويحقق     معخف محجود مؽ أجل تابع ( ) فإنو يؾجج  1وبالتالي بالاستفادة مؽ التسييجية  ،   أياً كانت 
( )  أن   ( ) .

 ( ( ))

 ( )
/
   

  ( ) (( ) )  لجيشا   وبحدب التسييجية  ،    
 ( )

إنشا نحرل عمى ف،   
 الستخاجحة الآتية:

  ( )   ( )   ( )    ( )   ( ) (
 ( ( ))

 ( )
)

   

  ( )    

( )  ومشو    ( )   ( ) وىحا  ،غيخ متحبحبة ( )نجج أن السعادلة   وبالتالي حدب السؾضؾعة ،   
 .متحبحبة ( )بالتالي السعادلة ، و تشاقض مع الفخض
 : التمييدية 

( ) يحقق أن  ( ) حل لمسعادلة ( ) إذا وجج  ∫عشجئحٍ  ،   أياً كانت     
  

 ( )
   

  

 
 فإن   

   ( ) ( )  ، إضافة إلى ذلػ     ( )   فإن        . 
 البرىان:
( )  يحقق أن ( )حل لمسعادلة  ( ) بفخض   عشجئحٍ نجج  ،   أياً كانت     

( ( )  ( ))
 
   ( )  ( ( ( ))  ( )  ( ))    

( )  أن  الآن لشثبت .,    -متشاقص عمى السجال -( )  ( ) ,وبالتالي  ( )  نفخض أن ،     

( )  حيث      فإنو يؾجج  (( )  ( ) )وبدبب تشاقص  ،   وذلػ أياً كانت     
  

 ( )
وذلػ أياً    

 الآتي: نجج ,    ,بالسكاممة عمى السجال و ،عجد حقيقي مؾجب تساماً   و         كانت
                                         ( )   (  )   ∫

  

 ( )

 

   
  

( ) نجج أن      تدعى إلى  وعشجما  ( ) مع كؾن  وىحا تشاقض ،   ، ، ومشو الفخض خاطئ  
( )  بالتالي و   ومشو،    -( )  ( ) ,فإن تساما متشاقص -( )  ( ) ,وبسا أن،    أياً كانت وذلػ    

  ( )  ( )   ( )   ( ) ( )   بالتالي ، و      
  ( )  ( )

 ( )
( )   ومشو ،      . 
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 : التمييدية 
( ) يحقق أن  ( ) حل لمسعادلة ( ) إذا وجج  ∫حيث      أياً كانت     

  

 ( )
   

  

 
 ،

( )  وإضافة إلى ذلػ   (( ) )   فإن عشجئحٍ  ،  

 ( )
  . 

 :البرىان
( ) ويحقق  ( )حل لمسعادلة  ( ) بسا أن  ( )   نجج  فإنو بحدب التسييجية ،     

( )    و     . 
( )  بسا أن   ( ) تابع متدايج تساماً  وبالتالي مؽ أجل  ( ) فإن التابع       فإن   

 ( ( )) (( ) )  ، ومشو( )  

 ( )
  . 

 :   مبرىنة
 :ليكؽ لجيشا السعادلة الآتية

( ( )  ( ))   ( )  ( ( )  ( )  ( ))        ( )   
( )  حيث أن  ∫أن  مؾجب تساماً ، و ( )  و ،    أياً كانت    

  

 ( )
   

  

 
إذا ، عشجئحٍ 

 .متحبحبة ( )متحبحبة فإن السعادلة  ( )كانت السعادلة 
 البرىان:

( ) بالتالي يؾجج ، غيخ متحبحبة ( )متحبحبة و السعادلة  ( )نفخض أن السعادلة  حل لمسعادلة     
    معخف محجود مؽ أجل   تابع ( ) فإنو يؾجج  1بالاستفادة مؽ التسييجية و ،    أياً كانت  ( )

 : يحقق الآتي

  ( )   ( ) (
 ( ( ))

 ( )
)

   

 
 ( )

 ( )
       

(( ) ) لجيشا    وبحدب التسييجية 

 ( )
  الآتية:فشحرل عمى الستخاجحة ،   

  ( )   ( )  
 ( )

 ( )
   ( )   ( ) (

 ( ( ))

 ( )
)

   

 
 ( )

 ( )
   

( )  ومشو نجج أن   ( )  
 ( )

 ( )
غيخ  ( )نجج أن السعادلة  1وبالتالي حدب السؾضؾعة ،   

 .متحبحبة ( )متحبحبة وىحا تشاقض مع الفخض بالتالي السعادلة 
المعادلة التفاضمية نصف الخطية المعممة من المرتبة الثانية ذات الحد  تذبذب -3

 المتقدم والمحايد
السععسة مؽ السختبة الثانية ذات  سشجرس في ىحه الفقخة تحبحب السعادلة التفاضمية نرف الخظية

 والسحايج حيث تعظى ىحه السعادلة بالذكل الآتي: ستقجم الحج ال
( ( )  ( ))

 
  ( )  ( ( ( ))  ( )  ( ))       ( )    

  [8] :ةيعظى بالعلاق( )   حيث
 ( )   ( )   ( ) ( ( ))   ( )    

( )  يحقق ( ) و ،( )معخف كسا في السعادلة  ( ) و     ،        ( )  

   
    

 ( )   . 
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 مؽ خلال التسييجية الآتية: ( )نعخض الآن تحؾيل ريكاتي لمسعادلة 
 :6التمييدية 

 بالذكل الآتي: ( )يعظى تحؾيل ريكاتي لمسعادلة 

  ( )   ( ) (
 ( ( ))

 ( )
)

   

 
 ( )

 ( )
       ( )     

 :البرىان
( ) حيث  ( ) حل لمسعادلة ( ) ليكؽ  ( ) ولشفخض أن      

 ( )  ( )

 ( )
( ) و     ( ( ))     

 :نجج أن ( ) باشتقاق التابع 

     ( )    ( )   ( )      ( ) *
 ( )  ( )

 ( )
+

 

      

   ( )
( ( )  ( )) 

 ( )
   ( )

 ( )(  ( )) 

  ( )
 

     

                    ( ) ( )
| ( ( ))|

   
  ( )  ( )    

 ( )
   ( )

 ( )(  ( )) 

  ( )
 

    ( ) ( ) ( ) (
 ( ( ))

 ( )
)

   

 (
 

 
  )    ( )

  ( )

 ( )
 

. ( ) ( )  بحيث   ( ) نختار التابع  
 

 
  / ( )  و ،   فتربح السعادلة  ،( )  ( )   

( )  بالذكل   ( ) .
 ( ( ))

 ( )
/
   

 
 ( )

 ( )
، حيث ( )معظى بالعلاقة       عشجئحٍ يربح  ،     

( )  بالعلاقة   يعظى التابع    يتستعان بالخؾاص السحكؾرة سابقاً.    إن التابعيؽ  .( )  ( )   
 :7 التمييدية
( ) يحقق أن  ( ) حل لمسعادلة ( ) إذا وجج  ∫كان   إذاو  ،   أياً كانت     

  

 ( )
   

  

 
 

( ) بحيث يحقق       يؾجج عشجئحٍ  ( )   و    ، إضافة إلى ذلػ إذا كان       أياً كانت     
  ( ) ( )   فإن       .    أياً كانت    

 :البرىان
( )  يحقق أن ( )حل لمسعادلة  ( ) بفخض  بحيث يكؾن       ، فإنو يؾجج    أياً كانت     

 ( ( ))  يحقق  ( ) بالتالي فإن التابع  ،     أياً كانت    

 ( )   ( )   ( ) ( ( ))    
( ) حيث         أياً كانت     . 

( )  يحقق أن ( )حل لمسعادلة  ( ) وبسا أن   نجج  ( )بالتالي مؽ السعادلة     مؽ أجل    
( ( )  ( ))

 
   ( )  ( ( ( ))  ( )  ( ))    

 .,    -متشاقص عمى السجال    -( )  ( ) ,وبالتالي  
( )  الآن لشثبت أن  ( )  نفخض أن ،     (( )  ( ) )وبدبب تشاقص  ،   وذلػ أياً كانت    

( )  حيث      فإنو يؾجج   
  

 ( )
 .تساماً عجد حقيقي مؾجب   و        وذلػ أياً كانت   
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( ) نجج  ,    -بالسكاممة عمى السجال    (  )   ∫
  

 ( )

 

   
نجج      تدعى إلى  وعشجما ، 

( ) أن  ( ) مع كؾن  وىحا تشاقض    ( )  ومشو الفخض خاطئ بالتالي ،    أياً وذلػ    
 .   كانت

( )  ( )   ومشو     -( )  ( ) , متشاقص فإن -( )  ( ) ,وبسا أن     ( )   ( )  

( )   بالتالي ،     
  ( )  ( )

 ( )
( )   ومشو ،      . 

 :8التمييدية 
( ) يحقق أن  ( ) حل لمسعادلة ( ) ليكؽ   ∫حيث      أياً كانت    

  

 ( )
   

  

 
 ،

( )  وإضافة إلى ذلػ  (( ) ) فإنو يتحقق  ، عشجئحٍ    أياً كانت ، (( ) ) -(( ) )   , 
   . 

 : البرىان
( ) يحقق أن  ( ) حل لمسعادلة ( ) لشأخح  ( ) لجيشا ،   أياً كانت       ( )  

 ( ) ( ( ))، 
(( ) )  ومشو   ( ( ))  لجيشا ، و ((( ) ) ) (( ) )  

 ( ( )) ((( ) ) ) و   (( ) )  مؽ أجل     (( ) )  فإنشا نجج    ، ومشو (( ) )  
 نحرل عمى الستخاجحة الآتية:

 ( )   ( )   ( ) ( ( ))   ( )   ( ) ( ( )) 
 ( )   ( )   ( ) ( ( )) 

( )   نجج 7بحدب التسييجية ولجيشا أيزاً   تابع متدايج وبالتالي مؽ أجل ( ) أي أن    
  ( )    

(( )  ) نحرل عمى  ( ) ومشو  ( )     ( )   ( ) ( ( ))   ( )   ( ) ( ) ،
( ) بالتالي يكؾن لجيشا  (( ) ) ومشو، ( ) -( )   ,   [   ( ( ))] ( ( )). 
 :9التمييدية 

( ) يحقق أن  ( ) حل لمسعادلة ( )  ليكؽ  ∫حيث      أياً كانت    
  

 ( )
   

  

 
 ،

( )  وإضافة إلى ذلػ  (( ) ) فإن عشجئحٍ  ،  

 ( )
  . 

 :البرىان
( ) ويحقق  ( )حل لمسعادلة  ( ) بسا أن  ( )  نجج 7فإنو بحدب التسييجية ،     

( )    و     . 
( )  بسا أن  ( ) وبالتالي مؽ أجل  تابع متدايج تساماً  ( ) فإن التابع     فإن     

 ( ( )) (( ) ) ومشو، ( )  

 ( )
  . 

 :3 مبرىنة
 :ليكؽ لجيشا السعادلة الآتية

( ( )  ( ))   ( ),   ( ( ))-     ( ( )  ( )  ( ))        (  )   
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( )  حيث أن  ∫وأن      أياً كانت    
  

 ( )
   

  

 
متحبحبة  (  )إذا كانت السعادلة  ، عشجئحٍ 

 .متحبحبة ( ) السعادلةفإن 
 البرىان:

 .غيخ متحبحبة ( )متحبحبة و السعادلة  (  )نفخض أن السعادلة 
( ) بالتالي يؾجج  فإنو يؾجج   6بالتالي بالاستفادة مؽ التسييجية و     أياً كانت  ( )حل لمسعادلة    

( )  : يحقق الآتي    معخف محجود مؽ أجل   تابع ( )    ( ) .
 ( ( ))

 ( )
/
   

 
 ( )

 ( )
       

(( ) ) لجيشا 8وبحدب التسييجية    الآتية ومشو نحرل عمى الستخاجحة ، (( ) ) [(( ) )   ] 

    ( )   ( ) (
 ( ( ))

 ( )
)

   

 
 ( )

 ( )

   ( )   ( ) (
,   ( )- ( ( ))

 ( )
)

   

 
 ( )

 ( )
         

(( ) ) أن  نجج 9ولجيشا أيزاً وبحدب التسييجية 

 ( )
 الآتية: فشحرل عمى الستخاجحة،   

  ( )   ( ) (
,   ( )- ( ( ))

 ( )
)

   

 
 ( )

 ( )
   ( )   ( )(   ( ))

   
 

 ( )

 ( )
 

( )  ومشو    ( ),   ( )-    
 ( )

 ( )
 (  ) نجج أن السعادلة 1وبالتالي حدب السؾضؾعة ،  

 .متحبحبة ( )غيخ متحبحبة وىحا تشاقض مع الفخض بالتالي السعادلة 
ذات الحد المتقدم والمحايد مع  خطية المعممة من المرتبة الثانيةتذبذب المعادلة التفاضمية نصف ال 4-

 إضافة حد أعظمي
ذات الحج الستقجم والسحايج مع إضافة حج  يةالتفاضمية نرف الخظية السعسسة مؽ السختبة الثانتعظى السعادلة 

 : بالذكلأعغسي 
( ( )  ( ))

 
  ( )    

  ,   -
 ( ( )  ( )  ( ))       (  )    

( )  يعظى بالعلاقة( )   حيث   ( )   ( ) ( ( ))   ( ) معخف كسا في  ( ) و،   
( )  يحقق ( ) و  (2) السعادلة ( )        و         

    
 ( )   . 

     التمييدية
 بالذكل الآتي: (  )يعظى تحؾيل ريكاتي لمسعادلة 

  ( )   ( )    
  ,   -

(
 ( )

 ( )
)
   

 
 ( )

 ( )
       (  )     

 :البرىان
( ) حيث  (  ) حل لمسعادلة ( ) ليكؽ  ( ) ولشفخض أن  ،    

 ( )  ( )

 ( )
( ) و     ( ( ))  

   
 :نجج أن ( ) باشتقاق التابع 

         ( )     ( )   ( )                       
                       ( ) *

 ( )  ( )

 ( )
+
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                       ( )
( ( )  ( )) 

 ( )
   ( )

 ( )(  ( )) 

  ( )
 

     
                  

    ( ) ( )
    
  ,   -

  ( )       ( )  ( )    

 ( )

   ( )
 ( )(  ( )) 

  ( )
 

                   ( ) ( ) ( )    
  ,   -

(
 ( )

 ( )
)
   

 (
 

 
  )    ( )

  ( )

 ( )
 

. ( ) ( )  بحيث   ( ) نختار التابع 
 

 
  / ( )  و ،    فتربح ، ( )  ( )   

( )   لالسعادلة بالذك   ( )     ,   - .
 ( )

 ( )
/
   

 
 ( )

 ( )
معظى       عشجئحٍ يربح ،    

( )  بالعلاقة    ، حيث يعظى التابع ( )بالعلاقة     ( )  ( ) 
 :11التمييدية 
( ) يحقق أن  (  ) حل لمسعادلة ( ) إذا وجج  كان   إذاعشجئحٍ  ،   أياً كانت     

∫
  

 ( )
   

  

 
( ) بحيث يحقق       فإنو يؾجج    ( )   و    ، إضافة     أياً كانت    

( )  إلى ذلػ إذا كان    ( )   فإن       .    أياً كانت    
 البرىان:
( )  يحقق أن (  )حل لمسعادلة  ( ) بفخض        ، فإنو يؾجج    أياً كانت     
(( ) ) بحيث يكؾن  ( ) يحقق  ( ) بالتالي فإن التابع  ،     أياً كانت       ( )  

 ( ) ( ( )) ( ) حيث         أياً كانت       (  )حل لمسعادلة  ( ) وبسا أن ،   
( )  يحقق أن (( )  ( ) ) أن نجج، (  )بالتالي مؽ السعادلة     مؽ أجل    

 
 

  ( )      ,   -  ( ( )  ( ) 
 ( )) عمى السجال  تساماً  متشاقص  -( )  ( ) ,وبالتالي  ،   
-    ,. 

( )  الآن لشثبت أن  ( )  نفخض أن ،    وبدبب تشاقص  ،   وذلػ أياً كانت    
( )  حيث      فإنو يؾجج  (( )  ( ) )  

  

 ( )
عجد    و         وذلػ أياً كانت   

( ) نجج  ,    -بالسكاممة عمى السجال و  ،حقيقي مؾجب تساماً    (  )   ∫
  

 ( )

 

   
تدعى   وعشجما ، 

( )   نجج أن     إلى ( ) ع كؾن م وىحا تشاقض    ( )  ومشو الفخض خاطئ بالتالي  ،      
( )  ( )   ومشو ،   -( )  ( ) , متشاقص فإن -( )  ( ) ,وبسا أن  ،   أياً كانت وذلػ   

 ( )   ( ) ( )   بالتالي نجج ،      
  ( )  ( )

 ( )
( )    ومشو ،      . 

 :12التمييدية 
( ) يحقق أن  (  ) حل لمسعادلة ( ) ليكؽ   ∫حيث      أياً كانت     

  

 ( )
   

  

 
 ،

( )  وإضافة إلى ذلػ  (( ) ) فإنو يتحقق  ، عشجئحٍ    أياً كانت  ( ) -( )   ,-   ,      
   . 
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 : البرىان
( ) يحقق أن (  ) حل لمسعادلة ( ) لشأخح  ( ) لجيشا ،   أياً كانت       ( )  

(( ) ) ومشو   (( ) ) ( )    ( ( )) (( ) )  لجيشا  ((( ) ) ) (( ) )      
((( ) ) ) و (( ) )  مؽ أجل     (( ) )  فإنشا نجج    ومشو نحرل عمى الستخاجحة ، (( ) )  

 تية:الآ
 ( )   ( )   ( ) ( ( ))   ( )   ( ) ( ( ))  

 ( )   ( )   ( ) ( ( ))  
( )   نجج 11بحدب التسييجية ولجيشا أيزاً  ( )   تابع متدايج وبالتالي مؽ أجل ( ) أي أن         

(( )  ) نحرل عمى  ( ) ومشو ، ( )     ( )   ( ) ( ( ))   ( ) بالتالي يكؾن ، ( ) ( )  
( ) لجيشا  (( ) ) ومشو ، ( ) -( )   ,   نجج أن  ومشو ، (( ) ) [(( ) )   ] 

     ,   -  ( )       ,   -,   ( )- ( ) . 
 :13التمييدية 

( ) يحقق أن  (  ) حل لمسعادلة ( )   ليكؽ  ∫حيث      أياً كانت     
  

 ( )
   

  

 
 ،

( )  وإضافة إلى ذلػ  -   ,      فإن عشجئحٍ  ،   
 ( )

 ( )
  . 

 :البرىان
( ) ويحقق  (  )حل لمسعادلة  ( ) بسا أن  ( )   نجج 11حدب التسييجية ف ،   ( )    و     

 . 
( )  بسا أن   ( ) تابع متدايج تساماً  وبالتالي مؽ أجل  ( ) فإن التابع     (( ) ) فإن      

 ( )  
(( ) ) ومشو  

 ( )
-   ,     ومشو ،   

 ( )

 ( )
  . 

 :4 مبرىنة
 :لجيشا السعادلة الآتية ليكؽ

( ( )  ( ))   ( )   ,   ( ( ))-   

  ,   -

 ( ( )  ( )  ( ))        (  )   

( )  حيث أن  ∫وأن      أياً كانت    
  

 ( )
   

  

 
متحبحبة  (  )إذا كانت السعادلة ، عشجئحٍ 

 متحبحبة.  (  )فإن السعادلة 
 البرىان:

 غيخ متحبحبة. (  )متحبحبة و السعادلة  (  )نفخض أن السعادلة 
( ) بالتالي يؾجج  فإنو  11وبالتالي بالاستفادة مؽ التسييجية     أياً كانت  (  )حل لمسعادلة     

 يحقق الآتي :     معخف محجود مؽ أجل   تابع ( ) يؾجج 

  ( )   ( )    
  ,   -

(
 ( )

 ( )
)
   

 
 ( )

 ( )
       

-   ,     لجيشا  12وبحدب التسييجية    ( ) ومشو نحرل عمى ، ( ) -( )   ,-   ,      
 الستخاجحة 
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    ( )   ( )    
  ,   -

(
 ( )

 ( )
)
   

 
 ( )

 ( )

   ( )   ( )    
  ,   -

(
,   ( )- ( )

 ( )
)

   

 
 ( )

 ( )
         

-   ,     نجج    ولجيشا أيزاً وبحدب التسييجية  
 ( )

 ( )
 فشحرل عمى الستخاجحة  ،   

  ( )   ( )    
  ,   -

(
,   ( )- ( )

 ( )
)

   

 
 ( )

 ( )

   ( )   ( )    
  ,   -

,   ( )-    
 ( )

 ( )
 

( )  ومشو    ( )     ,   -,   ( )-    
 ( )

 ( )
 1وبالتالي حدب السؾضؾعة ،   

 متحبحبة. (  )غيخ متحبحبة وىحا تشاقض مع الفخض بالتالي السعادلة  (  )نجج أن السعادلة 
 النتائج والتوصيات:

مسا سبق تؾصمشا مؽ ىحا البحث إلى دراسة تحبحب السعادلات التفاضمية نرف الخظية السعسسة مؽ  
مع إضافة حج محايج وأعغسي وذلػ مؽ دلة اىحه السعتحبحب السختبة الثانية ذات الحج الستقجم، وكحلػ درسشا 

كاتي، نؾصي بجراسة تحبحب السختبة الثانية وتحؾيل ري خظية السعسسة مؽخلال السعادلات التفاضمية نرف ال
كسا نؾصي  ،السعادلة التفاضمية نرف الخظية السععسة مؽ السختبة الثانية ذات الحج الدالب مع وجؾد حج متقجم

بجراسة تحبحب السعادلة التفاضمية نرف الخظية السععسة مؽ السختبة الثانية ذات الحج الدالب مع وجؾد حج 
 متقجم و إضافة حج أعغسي. 
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