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 □ملخّص  □
 

الأنغسة الجيشاميكية  درسشادرسشا في ىحه السقالة إيجاد أصفار مؤثخات مزظخدة أعغسية مخكبة ، كسا 
 التي يتؼ الحرؾؿ عمييا مؽ خلاؿ تشغيؼ طخيقة نيؾتؽ.

         :  يجاد أصفار السؤثخات السزظخة السخكبة مؽ الذكلنحؽ ميتسؾف بإ
 :  الأمثميات التالية  حل مدألةأي   

      min}  (    )+        {  
 والتي تكافئ دراسة الشغاـ الجيشاميكي الآتي :

                          
لبذتد مدتسخ    دالة غيخ محجبة قابمة للاشتقاؽ ، و  و  ،   ىؾ تحت تفاضل الجالة     : حيث

 .محمياً 
فيسكششا حيشئحٍ إثبات تقارب                           إذا كانت دالة اليجؼ  تحقق خاصة 

 .   إلى نقظة حخجة ، و ذلػ عشج حل مدائل الأمثميات التي تتزسؽ دواؿ   السدار
الأنغسة الجيشاميكية ، طخيقة نيؾتؽ ، خؾارزمية ليفشبخغ ماركؾاردت ، الأمثميات غيخ السحجبة ،  الكلمات المفتاحية :

 .                       خاصية 
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□ABSTRACT □ 

 

in this article, We study finding zeroes of structured maximal monotone 

operators.and we also study the dynamical systtems that are obtained by regularization of 

Newton's method. we are interested in finding zeroes of a structured maximal monotone 

operator        , In other words, solve the problem: 

                                 min}  (    )+        {    ⇔                    
         

 where    is the convex subdifferential of φ, and   is a nonconvex and differentiable 

function with locally Lipschitz-continuous gradient. 

If the objective function satisfies the Kurdyka- Lojasiewicz property, then we can 

prove convergence of the whole trajectory   to a critical point, When solving optimization 

problems involving KL functions. 

Key Words: dynamical systems , Newton method , Levenberg–Marquardt regularization , 

nonconvex optimization , Kurdyka- Lojasiewicz property. 
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  مقدمة :  1
[ والتي 01تؼ تقجيسيا مؽ قبل أتؾش و سفايتخ في ] أنغسة ديشاميكية شبيية نيؾتؽ نجرس في ىحا السقاؿ 

 [2تؼ تعسيسيا لحالة مجسؾع مؤثخيؽ مزظخديؽ أعغسييؽ في ]
↦       قابل للاشتقاؽ وغيخ محجب  و    ↦ :   فزاء ىيمبيخت حقيقي و  ليكؽ    

↦      و مؤثخ مزظخد وحيج القيسة و ليبذتد            
        : ϕ             مؤثخ مزظخد متعجد القيؼ

  في         رافدؾف الكلاسيكية تؾلج متتالية  –تظبيق قابل للإشتقاؽ عشجئحٍ طخيقة نيؾتؽ   ليكؽ 
 تحقق:

            ( 
  0    )  1 

 بيجؼ أف نقتخب مؽ الحل :      نقدؼ عمى
   

            (
 

  0    

   
)  1 

السدألة غيخ مؾضؾعة بذكل جيج حيث أنو في لحغة ما قج يشعجـ نلاحظ مؽ العلاقة الأخيخة أف 
 و يفذل الشغاـ الجيشاميكي        

–           تؼ تشغيؼ السدألة مؽ قبل   لتربح بالذكل التالي :            

                  (
 

  0    

   
)  1 

 : معلاقة الدابقةل السؾافقة الريغة السدتسخة
      ̇               ̇                                                   

    ̇ حيث : 
  

  
    

حل ليحا الشغاـ       والآف نعيج صياغة السعادلة الدابقة عمى شكل تغاـ جبخي ديشاميكي حيث 
 بالذكل :

{
      (    )

     ̇     ̇         1
 

 نحرل عمى: متعجد القيؼ مؤثخ مزظخد أعغسي         بؾضع 

{
      (    )                              

     ̇     ̇         1                        
 

حيث أثبتؾا وجؾد و وحجانية حل                       تست دراسة ىحه السدألة مؽ قبل
 ( و التقارب الزعيف لمسدارات نحؾ الحل. 1شامل قؾي لمشغاـ الدابق)

 .  درسؾا سمؾؾ السدارات في اللانياية و بيشؾا أنيا تتقارب مؽ صفخ لمسؤثخ تحت شخوط معيشة 
حيث  الستعجد القيؼ بسؤثخيؽ وحيجي القيسة   ؤثخسلا الحي يقؾـ بتسثيل  [36] استشاداً عمى تسثيل ميشتي

: 
       0              =  

  السؤثخ الحاؿ لمسؤثخ          
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0
 
(    

 تسثيل يؾشيجا   ( 

     
0

    
 

     *1   )              *1   ) 
                   

 حيث  (    )      تسثيل ميشتي يعظي الذكل السكافئ لمعلاقة 

          
 (    )  

          (    ) 
 السكافئ  الجيشاميكي و مشو نحرل عمى الشغاـ    

 

{
          

 (    )                           

 ̇    (      ̇   )     
(    )  1                        

 

  و          السؤثخيؽ 
يحقق كامل  الدابقمسا يجعل الشغاـ  مؤثخ وحيج القيسةكل مشيسا        

 ليبذتد التي تعظي الؾجؾد و الؾحجانية . -نغخية كؾشي شخوط
 ( نحرل عمى مدألة كؾشي التالية : 1بؾضع شخوط ابتجائية عمى الشغاـ )

{

      (    )

     ̇     ̇         1
                     

 

          مؽ الذكل مجسؾع مؤثخيؽمزظخ أعغسي وحيج إلى  تؼ تعسيؼ الجراسة الدابقة مؽ حالة مؤثخ
 بيجؼ حل السدألة :    [2( في ]Abbas, B., Attouch, H., Svaiterمؽ قبل )

   
   

}  ( )+     {      …….(2) 
مدتسخ مؾضعياً عؽ -مزظخد ليبذتد   و  مؤثخاتو الحالة سيمة الحدابمؤثخ مزظخد أعغسي عاـ   حيث 

نحرل عمى الشغاـ السكافئ لمشغاـ   وفق ىحا التعخيف لمسؤثخ  طخيق تقجيؼ أنغسة ديشاميكية مختبظة بظخيقة نيؾتؽ.
 ( الآتي:0)

      (    )

     ̇     ̇                 1
     

( و التي تسثل gradientنحرل عمى )مدألة       و     ، فعشجما يكؾف  لمسدألة أىسية كبيخة
 . (  نعؾد لمحالة الدابقة )طخيقة نيؾتؽ السشغسة في حالة مؤثخ وحيج     عشجما ، بجورىا مدألة أمثميات 

 يكؾف تحت التفاضل لجالة خاصة و محجبة ونرف مدتسخة مؽ الأدنى     [ تست دراسة حالة  2في ]
      ↦  و   لجالة قابمة للاشتقاؽ باستسخار و محجبة gradient الػىؾ      و            

     ↦  . 
 تكؾف مؤثخات مزظخدة أعغسية والشغاـ يربح بالذكل الآتي :   و    باستخجاـ الشتائج الكلاسيكية 
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       (    )

     ̇     ̇                  1
         

 وكخديكا في      يعتسج تحميل التقارب عمى طخؽ اليشجسة الجبخية الحقيقية التي قجميا لؾجاسيؾيكد في
في          و       و         والتي تؼ تظؾيخىا مؤخخًا في حالة الجواؿ غيخ السمداء مؽ قبل [28]

   ، جحبت مدائل الأمثميات التي تشظؾي عمى دواؿ            [16]و         و       [ و7]
مؽ أىؼ                 [ و34وسيسؾف و ىاروكذ ]                   اىتساـ الباحثيؽ مشح أعساؿ

[ وبؾلت ودانيميجيذ 3عساؿ ألفاريد وأتؾش وبؾلت وريجونت ]السداىسات في الدشؾات الأخيخة في ىحا السجاؿ أ 
 [ .32، 27، 24، 23، 21–08، 06، 05، 7–5[ و السديج مؽ الجراسات في ]02ولؾيذ ]

 أىمية البحث و أىدافو : 2
مؽ ،  ψ الجالة حجبت( في غياب 3اليجؼ مؽ ىحا البحث ىؾ إجخاء تحميل مقارب لمشغاـ الجيشاميكي )

 .                      خاصية حقق( ت3) يجؼ فيلا دالةأف  نفخض،  λالتخسيج  أجل دالة
( 3الستؾلجة مؽ الشغاـ )   في الجدء الأوؿ مؽ السقاؿ ، نؾضح أف مجسؾعة نقاط الشياية لمسدارات

أصفار تحت التفاضل  ، والتي تسثل مجسؾعة φ + ψمحتؾاة بالكامل في مجسؾعة الشقاط الحخجة لجالة اليجؼ
، نثبت                       السحجد ليا، في عل بعض الذخوط التكسيمية ، بسا في ذلػ خاصية

، علاوة عمى ذلػ ، نحرل عمى معجلات التقارب لمسدارات  φ + ψ إلى نقظة حخجة لمجالة  تقارب السدار
 .            لجالة اليجؼ ، بذخط أف تحقق خاصية             مؽ خلاؿ دليل 

 طرائق البحث و موارده : 3
 _ تفاضل الدوال المحدبة ذات المدارات المدتمرة بالمظلق:1

                     بالذكل :         →    :φنعخؼ مشظقة الجالة 

 .        و           تحقق:  دالة خاصة إذا φو نقؾؿ أف      
 .[33 ,31 ,17] السذار إلييا في مفاىيؼ تحت التفاضل السعسسة  نعتسج 

دالة خاصة و نرف مدتسخة مؽ الأدنى ، عشجئحٍ تحت تفاضل فخيذيو         →    :φلتكؽ 
        }     ̂           ىؾ السجسؾعة التالية :  لمجالة

   
   

                 

‖   ‖
    

               . تحت التفاضل السحجود ؿ         ̂ عشجئحٍ          إذا كانت 
 : يعخؼ بالذكل الآتي

                                              ̂                   
      

لكل               ̂ ، بؾضؾح نجج أف          نزع         عشجما 
       

محجبة فإف مفاىيؼ تحت التفاضل تتظابق مع مفاىيؼ تحت التفاضل السحجب أي  φعشجما تكؾف الجالة 
 لأف :

 ̂                                                      
    

 التالي لبياف تحت التفاضل السحجود في تحميل التقارب :  سعيارالسيتؼ استخجاـ 
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         و     لكل               بحيث    متتاليتيؽ في         و         إذا كاف 

       
 .           فإف        عشجما              

 :فإف φمرغخ محمي لمجالة       تشص قاعجة فيخما في حالة الجواؿ غيخ السمداء عمى أف إذا كاف 
            

                               بالذكل :      نخمد لسجسؾعة الشقاط الحخجة لمجالة 
                 فإف          قابمة للإشتقاؽ باستسخار عشج نقظة  φإذا كانت 

 سشدتخجـ أيزًا قاعجة مجسؾع تحت التفاضل التالية:
قابمة للإشتقاؽ           دالة خاصة و نرف مدتسخة مؽ الأدنى و         →    : φلتكؽ 

                                                  باستسخار عشجئحٍ :            
 عمى ذلػ ، نتحكخ مفيؾـ الجالة السدتسخة بالسظمق محمياً ونحكخ اثشيؽ مؽ خرائريا الأساسية . علاوة

مدتسخة بالسظمق محمياً إذا كانت مدتسخة بالسظمق عمى                يقاؿ أف الجالة  (:1تعريف )
 .      لكل        كل مجاؿ 

تكؾف قابمة للإشتقاؽ في كل مكاف تقخيباً مذتقيا يظابق مذتقاتيا الجالة السدتسخة بالسظمق ( a( : )1ملاحظة )
 الجدئية في كل مكاف تقخيباً .

(b إذا كانت الجالة )                ىؾ            و       مدتسخة بالسظمق لكلL- 
تكؾف قابمة   تكؾف مدتسخة بالسظمق أيزاً و فؾؽ ذلػ           عشجئحٍ الجالة       ليبذتد مدتسخ لكل 

‖   ̇ ‖و الستخاجحة        للإشتقاؽ في كل مكاف تقخيباً عمى            تكؾف محققة لكل  ‖   ̇ ‖    
،  Fej´erشبو  الستتاليات السزظخدةستمعب الشتيجتاف التاليتاف ، المتاف يسكؽ تفديخىسا كإصجارات مدتسخة مؽ 

 [ .2] حيث تؼ اثباتيسا في(. 3دورًا ميسًا في التحميل السقارب لسدارات الشغاـ الجيشاميكي )
تكؾف مدتسخة بالسظمق محمياً و محجودة مؽ الأدنى و يؾجج           نفخض أف (: 2تمييدية )

 :             بحيث لكل           

  
           

   عشجئحٍ يؾجج 
   

       . 
دالة غيخ سالبة مدتسخة بالسظمق           و       و       إذا كاف  (:3تمييدية )

 فإف :                و لكل          محمياً و 

  
 عشجئحٍ :          

   
   

       
جواؿ السحجبة ذات السدارات السدتسخة لمسذتق التعبيخًا عؽ  تقجـ      Brezisالشتيجة التالية ، التي تخجع إلى 

 .بالسظمق
 دالة خاصة و محجبة و نرف مدتسخة مؽ الأدنى و لتكؽ                 لتكؽ  (:4تمييدية )

̇ مدتسخة بالسظمق بحيث                       لكل              و                  
   لكل                 بحيث                   ، نفخض بأنو يؾجج             

 لجيشا :               حيث   لكل تحقق : تكؾف مدتسخة بالسظمق و             الجالة عشجئحٍ         
     

  
 (    )   ⟨ ̇     ⟩                 
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   في ىحه الفقخة ، سشجرس الشغاـ الجيشاميكي الآتي :   تحليل التقارب : _2

{
 
 

 
        (    )

     ̇     ̇           (    )

 (1)   1  (1)   1    ( 1)

                                 4       

1  1 حيث  دالة خاصة و محجبة و         →    : φ، نفخض أف       و       
- ربسا غيخ محجبة و قابمة لمتفاضل وفق فخيذيو و تجرجيا            و  نرف مدتسخة مؽ الأدنى

 ليبذتد مدتسخ أي : 
 ‖             ‖          لكل    ‖     ‖    

1  1  ليكؽ 2تعريف  1 بحيث        و      حل   (         ) نقؾؿ أف،  (1 )   
 ( إذا و فقط إذا تحققت الذخوط الآتية:4شامل قؾي لمشغاـ )

  دواؿ مدتسخة بالسظمق محمياً        →] +, ] :      ,                           •
•            (    )             [ ,+ [       
•                           1         ̇     ̇         

  (    ) 
•  (1)   1        (1)   1 

[ 2عمى البخاىيؽ في ] [. إف إلقاء نغخة2( في ]4تؼ التحقق مؽ وجؾد وتفخد السدارات الشاتجة عؽ )
     اعتسج عمى أف يكؾف  لا يدتخجـ في الشتائج السحكؾرة عمى الؾجؾد ، وإنسا ψيكذف حقيقة أف تحجب 

 ليبذتد مدتسخ. نبجأ تحميل التقارب الخاص بشا بالشتيجة التالية.
1  1 ليكؽ  5تمييدية  1 بحيث       و        →] +, ] : (  , و لتكؽ  (1 )   

 ( ، عشجئحٍ الذخوط الآتية محققة : 4( حل شامل قؾي وحيج لمشغاـ )     
    ⟨ ̇     ̇   ⟩          لكل    
      

  
 (    )   ⟨ ̇        ⟩             

( واضظخاد تحت التفاضل 4[. يعتسج البخىاف عمى العلاقة الأولى في )01انغخ ]    البرىان : 
 السحجب.

 .ψدوف استخجاـ تحجب الجالة [ 2ىحه العلاقة في ]ج ذكخت وق Lemma 4)يدتخجـ البخىاف)      
1  1 ليكؽ :  6تمييدية  1 بحيث       و       →] +, ] : (  , و لتكؽ  (1 )   

محجودة مؽ الأدنى عشجئحٍ الذخوط الآتية   +φ( ، نفخض أف 4( حل شامل قؾي وحيج لمشغاـ )     
 تكؾف محققة : 

     

  
      (    )   ‖ ̇   ‖  ⟨ ̇     ̇   ⟩     لكل      

       
 ̇  ̇                              ⟨ ̇     ̇   ⟩                       

    
    

 ̇         
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(    )     
    

                   
 البرىان :

  5و تظبيق التسييجية       ̇ ( داخمياً ب 4يشتج البخىاف بزخب طخفي العلاقة الثانية في )    
محجودة مؽ الأدنى نجج بديؾلة أف   +φو عمى اعتبار     باستخجاـ العلاقة       

 ̇ ⟨   ̇     ̇ ⟩و                     ( علاوة عمى  5مؽ التسييجية   )حدب                  
 :t   0، نحرل تقخيبًا لكل     5و التسييجية      0( والسلاحغة 4ذلػ ، باستخجاـ العلاقة الثانية في )

 

  
(
 

 
‖        (    )‖

 
)  ⟨ ̇    

 

  
  (    )         (    )⟩

 ⟨ ̇    
 

  
  (    )    ̇       ̇   ⟩

   ⟨ ̇     ̇   ⟩  ‖ ̇   ‖   ⟨
 

  
  (    )  ̇    ⟩

 ⟨
 

  
  (    )  ̇    ⟩  

  ‖ ̇   ‖   ⟨
 

  
  (    )  ̇    ⟩  ⟨

 

  
  (    )  ̇    ⟩

  ‖ ̇   ‖    ‖ ̇   ‖   ‖ ̇   ‖ ‖ ̇   ‖

  ‖ ̇   ‖    ‖ ̇   ‖    ‖ ̇   ‖  
 

 
‖ ̇   ‖  

 وبالتالي :
    (5      ) 

  
(
 

 
‖        (    )‖

 
)  

 

 
‖ ̇   ‖        ‖ ̇   ‖  

̇ بسا أف  ̇ ، باستخجاـ التكامل البديط نجج أف                                        
                             أف : ( ، نحرل عمى 4باستخجاـ السعادلة الثانية في )

   ( نجج أف : 5و العلاقة ) 3مؽ العلاقة الأخيخة و حدب التسييجية 
    

                     
 : نجج (4لجيشا حدب العلاقة الثانية في )

        (6          )      
    

   ̇     ̇      
 :    لجيشا لكل      5وفؾؽ ذلػ حدب التسييجية 

‖ ̇   ‖    ‖ ̇   ‖    ⟨ ̇     ̇   ⟩  ‖ ̇   ‖  ‖  ̇     ̇   ‖  
                  ( نجج أف :6ومشو و حدب )

    
          

              ( نجج أف :6مسا سبق و حدب )
    

 ̇       
 نجج : 5مؽ التسييجية     و حدب      ( مؽ    )
(7          ) 

  
       (     )    

 ∎                       نجج السظمؾب . 2ومشو وحدب التسييجية     لكل 
1  1 ليكؽ : 7تمييدية  1 بحيث       و        →] +, ] : (  , و لتكؽ  (1 )   

        محجودة مؽ الأدنى و لتكؽ الستتالية   +φ( ، نفخض أف 4( حل شامل قؾي وحيج لمشغاـ )     
̅       و       بحيث      ̅               عشجئحٍ :      عشجما     
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( وقاعجة مجسؾع تحت التفاضل لتحت التفاضل السحجود نذتق لأي 4مؽ العلاقة الأولى في ) البرىان :
      

                                                                                  
̅        (                  9)                      ولجيشا :        عشجما     

 : 6و حدب التسييجية 
                     (01                  )   

    
                     

 بإثبات أف  البخىافد ، يكتسل و السحج لتحت التفاضلوفقًا لخاصية الإغلاؽ 
       (     )            ̅                          

 نحرل عمى :    ( و مؽ استسخارية 01( و )9مؽ )
                                            

 نجج أف :  (     )        و بسا أف 
   ̅               ⟨       ̅         ⟩         

 ( نجج أف : 02( و )9مؽ )مؽ ىحه العلاقة و 
                                          

    
                  ̅  

 نرف مدتسخة مؽ الأدنى نجج أف :  عمى اعتبار أف 
                                         

    
               ̅  

                  ( محققة00( نجج أف العلاقة )9و حدب )  مسا سبق و مؽ استسخارية 
∎ 

 بالعلاقة :   نعخؼ السجسؾعة السحجودة عمى 
         ̅                                   ̅            

           بالذكل :        ندتخجـ أيزًا دالة السدافة لسجسؾعة معخفة لكل 

       ‖     ‖   
      لكل 

1  1 ليكؽ  8تمييدية  1 بحيث       و        →] +, ] : (  , و لتكؽ  (1 )   
محجود عشجئحٍ   محجودة مؽ الأدنى و   +φ( ، نفخض أف 4( حل شامل قؾي وحيج لمشغاـ )     

 الذخوط الآتية محققة :
                       
 تكؾف مدتسخة و متخاصة و غيخ خالية           
          

    
     (         )    

     φ+   محجودة و ثابتة عمى     
 كسا يتزح مؽ[. 25( ىي نتيجة كلاسيكية مؽ ]  . العبارة )7لتسييجية ا تشتج بؾضؾح مؽ(  )البرىان: 

لكؾنيا غيخ خالية ومتخاصة ومدتسخة تكؾف شاممة لمسدارات       [ أف خرائص 3في ] 4.0إثبات الشغخية 
   السحجودة التي تحقق 

    
            

 غيخ خالية      محققة بؾضؾح لكؾف       العلاقة 
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   يؾجج  6وفق التسييجية      
    

 و بأخح    حه الشياية لكل ، لشعخؼ ى                   
  ̅  .       عشجما  ̅       بحيث       عشجئحٍ يؾجج        

(     )       لجيشا  7مؽ بخىاف التسييجية      بالتالي            ̅           

     ̅    ∎ 
   ( أي :         ىي )      نفخض أف  9ملاحظة 

‖ ‖   
                

1  1 و ليكؽ  1 بحيث       و       ( حل       →] +, ] : (  , و لتكؽ  (1 )   
 محجود  محجودة مؽ الأدنى و   +φ( ، عشجئحٍ 4شامل قؾي وحيج لمشغاـ )

 ( ندتشتج أف :         دالة خاصة و نرف مدتسخة مؽ الأدنى و   +φبالإضافة لحلػ بسا أف 
 محجودة مؽ الأدنى  +φتكؾف محجودة و تبمغ حجىا الأدنى و بالتالي                      
         1                         ( نجج : 7مؽ جية أخخى حدب )

( و مجسؾعات السدتؾي الأدنى ليا محجودة فإف الستخاجحة الدابقة تؤدي الى          ىي   +φبسا أف 
   أيزاً محجود لأف :   حظ أف في ىحه الحالة يكؾف محجود. نلا  أف 

    
                     

 ليبذتد مدتسخ .    و كؾف (   ) 6)التسييجية 
 : Kurdyka- Lojasiewiczتقارب المدار عندما تحقق دالة اليدف خاصية  _3

إف نتائج التقارب الخئيدية في مقالشا ىحا تعتسج بذكل خاص عمى الجواؿ التي تحقق خاصة ما يدسى 
 (4لشغاـ الجيشاميكي )ا تحميل تقاربتمعب دورًا أساسياً في و التي                        

𝜃نخمد بػ            لأجل
 

حيث                   لرف الجواؿ السقعخة و السدتسخة  
        

        لكل             و مدتسخة عشج الرفخ و       تكؾف قابمة للإشتقاؽ باستسخار عمى   
تحقق خاصة   نرف مدتسخة مؽ الأدنى ، نقؾؿ أف دالة خاصة و             لتكؽ  3تعريف 

                              ̅  حيث ̅  في الشقظة                          
𝜃  و دالة  ̅ لػ   جؾار  و،           إذا وجج 

 
 يشتسي لمتقاطع   بحيث لكل  

               ̅              ̅       
                      ̅               الستخاجحة الآتية محققة :           

 ػػػػػػػػ دالة    تدسى   ، فإف          مؽ نقاطفي كل نقظة    خاصية  تحقق  إذا كانت 
، حيث أثبت أنو بالشدبة لمجالة التحميمية   31             تعؾد أصؾؿ ىحه الفكخة إلى العسل الخائج لػ 

 بحيث الجالة           𝜃( ، يؾجج           )أي       و الشقظة الحخجة        الحقيقية 
                    ، ىحا يتؾافق مع حالة   ̅ تكؾف محجودة عمى    ‖  ‖    ̅         

   
عمى أنيا إعادة تحجيج معالؼ قيؼ الجالة مؽ أجل تجشب    بتفديخ خاصية             تدسح نتيجة 

،  6يسكؽ العثؾر عمى مديج مؽ الجراسات في الحالة غيخ السمداء في ] ([28كخديكا ] )حؾؿ الشقاط الحخجة. التدظح
02-04.]  
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لسديج [(.  06ىؾ انتذارىا في كل مكاف في التظبيقات )انغخ ]   واحجة مؽ الخرائص الخائعة لجواؿ 
 [ والسخاجع الؾاردة فييا.06،  04–02،  7–5]طلاع عمىالإوأمثمة تؾضيحية يسكؽ    ؽ خرائص دواؿ م

 [Lemma 6،  06السؾحجة التالية الؾاردة في ]   في التحميل أدناه ، سيتؼ استخجاـ خاصية 
دالة خاصة و             مجسؾعة متخاصة و لتكؽ        لتكؽ  11تمييدية 

  في كل نقظة مؽ نقاط    و أنيا تحقق خاصية   متخاصة عمى   نرف مدتسخة مؽ الأدنى ، نفخض أف 
𝜃  و         ، عشجئحٍ يؾجج 

 
̅ بحيث لكل    مؽ التقاطع :   و كل    

                                      ̅              ̅              
(13) 

 تكؾف الستخاجحة التالية محققة :
                 (04               )               ̅                      

الشاتج عؽ       أدناه ، نحؽ نبخىؽ تقارب السدار  04نغخًا لبعض الأسباب السؾضحة في السلاحغة 
ليبذيتد تجرج     محجبة وقابمة لمتفاضل مع           عمى افتخاض أف         ( عشجما 4)

 (4الشغاـ الجيشاميكي ) ربحوفق ىحه الغخوؼ ، ي     مدتسخ و 

{
 
 

 
        (    )

     ̇     ̇           (    )    (    )

 (1)   1  (1)   1    ( 1)

                                          

1  1 حيث        و      
قابمة للإشتقاؽ باستسخار مختيؽ ، فيسكؽ كتابة الشغاـ   نلاحظ أنو إذا كانت الجالة  11ملاحظة 

 ( بالذكل السكافئ :05الجيشاميكي )

{
  ̇     

 
 (    )  ̇       (    )    (    )   

 (1)   1  (1)   1    ( 1)
                           

1  1 حيث   .       و      
[ لسديج 9[ و ]3. نحيل القارئ إلى ](                تخسيج )ىحه معادلة تفاضمية بسرظمح 

ولمتحفيد عمى أخحىا في  Hessiandriven مؽ الأفكار حؾؿ الأنغسة الجيشاميكية باستخجاـ مرظمحات التخسيج
تتعمق     ، حيث        بالذكل [ ، تؼ تقديؼ القؾى الجافعة 9الاعتبار. علاوة عمى ذلػ ، كسا في ]

 قؾى الاتراؿ. تتزسؽ   سمداء و الكلاسيكية ال بقؾى التجافع
 5التسييجية  في ىحا الدياؽ ، يسكؽ ذكخ ندخة محدشة مؽ

1  1 ليكؽ  12تمييدية  1 بحيث     و        →] +, ] : (  , و لتكؽ  (1 )   
 عشجئحٍ :  (05) ( حل شامل قؾي وحيج لمشغاـ     

⟨ ̇     ̇   ⟩            لكل                            ‖   ̇ ‖  
 لجيشا :       ، لكل       نأخح عشرخ اختياري :  البرىان
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⟨                             ⟩

 ⟨  (        )     (    )               ⟩

  ‖  (        )     (    )‖
 

  ‖              ‖                   
 وبأخح الشياية عشجما   ( عمى 08بقدسة ) يشتج السظمؾب[. 00حيث تشتج الستخاجحة مؽ نغخية بايمؾف حجاد ]

 ∎       إلى الرفخ مؽ الأعمى. تدعى   
 ( 05يسكششا الآف اثبات تقارب السدارات الشاتجة عؽ )

1  1 ليكؽ  13نظرية  1 بحيث       و        →] +, ] : (  , و لتكؽ  (1 )   
محجود عشجئحٍ   محجودة مؽ الأدنى و    دالة   +φ( ، نفخض أف 05( حل شامل قؾي وحيج لمشغاـ )     

  الذخوط الآتية محققة : 
 ̇  ̇             

                  ⟨ ̇     ̇   ⟩                                       
    
    

           
    

           
    

                         
̅ (  يؾجج   )    ( بحيث     ̅         )أي               

    
        ̅ 

̅  ليكؽالبرىان :  ̅ ( بحيث     ̅          )عشرخ اختياري                     
 لجيشا :  8و 7و التسييجية  6التسييجية ( مؽ    حدب)عشجئحٍ 

   
    

      (     )          ̅  
̅ . يؾجج  نعتبخ الحالتيؽ الآتيتيؽ :    ̅             ̅          بحيث :     

  ̅             ̅                         عمى :   ̅   ( نحرل لكل 7حدب )
 ( نجج أف : 07و ) 6، حدب التسييجية  ̅   لكل   ̅                       بالتالي : 

 .     ̅  ثؾابت عمى عمى   و   بالتالي      ̅      لكل        ̇     ̇ 
، باستخجاـ           نأخح    ̅                       يحقق     . لكل   
 و دالة مقعخة  و   يؾجج عجديؽ مؾجبيؽ  01و حدب التسييجية    دالة     +و حقيقة أف  8التسييجية 
   𝜃   يشتسي لمتقاطع   بحيث لكل 

                  
               ̅                  ̅            

( ̅                      )         لجيشا :  ‖            ‖                 
(    )     بحيث :             ليكؽ                                    

   بسا أف 
    

الستخاجحة        بحيث لكل      يؾجج  8التسييجية  حدب                 
يشتسي إلى التقاطع      فإف                    بالتالي لكل                  التالية محققة : 

 لجيشا :       ( لكل 21( بالتالي وفق )09)
  (                       ̅ )  ‖                  ‖                 

 :            ( نحرل لكل 05مؽ العلاقة الثانية في )
  ‖ ̇   ‖  ‖ ̇   ‖    (       (    )             ̅ )               

 و حدب العلاقة :         و أف  6باستخجاـ التسييجية 
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 (     (    )         ̅ )

   (     (    )         ̅ )
 

  
      (    ) 

            ندتشتج أف لكل 
 

  
 (     (    )         ̅ )   

 ‖ ̇   ‖  ⟨ ̇     ̇   ⟩

 ‖ ̇   ‖  ‖ ̇   ‖
           

 ( نجج : 07و حدب العلاقة )

 

  
 (     (    )         ̅ )   

 ‖ ̇   ‖   ‖ ̇   ‖ 

 ‖ ̇   ‖  ‖ ̇   ‖
           

𝛼ليكؽ   ( بحيث :   )لا تعتسج عمى    

 
 ‖ ̇   ‖   ‖ ̇   ‖ 

 ‖ ̇   ‖  ‖ ̇   ‖
  𝛼‖ ̇   ‖  𝛼‖ ̇   ‖                  

𝛼يسكؽ اختيار   .                     𝛼 بحيث :    
      ( الستخاجحة التالة السحققة لكل 24ندتشتج مؽ )

 

  
 (     (    )         ̅ )   𝛼‖ ̇   ‖  𝛼‖ ̇   ‖                  

̇  ̇ محجودة مؽ الأدنى ، بالسكاممة يشتج أف   بسا أف  ومشو نحرل عمى                    
   أف 

    
 ∎.         مؾجؾدة و مشو نجج السظمؾب      
 :معدلات التقارب -4
الشاتجة عؽ الشغاـ         ،       في ىحا الفرل ، نحقق في معجلات التقارب لمسدارات  

 .     عشجما  (05الجيشاميكي )
             لأجل ،  3التعخيف  تحققالتي  KL دواؿتذيخ الشتيجة الخئيدية ليحا الفرل إلى 

 [5، نحكخ التعخيف التالي الحي تؼ اعتباره في ]         𝜃و       حيث 
دالة خاصة و نرف مدتسخة مؽ الأدنى ، يقاؿ عؽ         →    : fلتكؽ  4تعريف 

̅ إذا كاف لكل  Lojasiewiczأنيا تحقق خاصة    الجالة          𝜃و         يؾجج          
 بحيث : 

‖̅   ‖يحقق :   لكل (27)          ‖  ‖        ̅             و كل    
           

 تمقائيًا في أي نقظة غيخ حخجة ، KL[ ، تتحقق خاصية 6] وفقًا لػ
في التعخيف أعلاه  θالعجد الحقيقي  ،وىي حقيقة تؤكج عمى التقيج بالشقاط الحخجة في التعخيف أعلاه 

 .̅ عشج الشقظة الحخجة   لمجالة   Lojasiewiczيدسى دليل
 [.5[ و ]02مدتخمرة مؽ  ]معجلات التقارب التي تؼ الحرؾؿ عمييا في الشغخية التالية 

1  1 ليكؽ  14نظرية  1 بحيث       و        →] +, ] : (  , و لتكؽ  (1 )   
دالة محجودة مؽ الأدنى و   +φمحجود و    ( ، نفخض أف 05( حل شامل قؾي وحيج لمشغاـ )     

𝜃و      حيث              لأجل 3تحقق التعخيف  ̅ يؾجج                       
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   ( بحيث    ̅         )أي 
    

   و  ̅        
    

 θ، لتكؽ   ̅        ̅           
 لمجالة  Lojasiewiczدليل

بحيث لكل      و               يؾجج  4، وفق التعخيف  ̅ عشج الشقظة الحخجة       
 الذخوط الآتية محققة :      
𝜃( إذا كانت  )     

 

 
 بالدمؽ السحجد  و    يتقارب  عشجئحٍ   

𝜃( إذا كانت   )  
 

 
‖̅      ‖عشجئحٍ :       ‖          ̅̅ ̅‖                

𝜃( إذا كانت    )   
 

 
‖̅      ‖عشجئحٍ :         ‖          ̅̅ ̅‖           

    
  

   

    
  

̇  ̇ إف ف 03حدب بخىاف الشغخية البرىان :  ̅ و يؾجج                    أي               
 : 

   بحيث      ̅          
    

   و  ̅        
    

           ̅        ̅  ، 
 ، نعخؼ الجالة 4، وفق التعخيف  ̅ عشج الشقظة الحخجة     لمجالة   Lojasiewiczدليل θلتكؽ  
∫     : بالذكل                      ‖ ̇   ‖   ∫ ‖ ̇   ‖  

  

 

  

 
    لكل  

‖̅      ‖ (                    28)    ندتشتج أف :  ∫ ‖ ̇   ‖  
  

 
        

‖̅      ‖:     بالإضافة لحلػ نلاحظ أف لكل   ‖      ̅  ∫  ̇      
 

 
‖ 

 ‖      ̅‖  ∫  ̇      
 

 

 

‖ ̅          ‖نجج بذكل مذابو :        و بجعل   ∫ ‖ ̇   ‖  
  

 
     

                       
‖̅      ‖( أف : 29( و )28ندتشتج مؽ )  ‖          ̅ ‖           

                                  
كسا ىؾ مؾضح في إثبات الشغخية   ̅                       لجيشا :     نفخض أف لكل 

03  ، 
بحيث لكل         𝛼 و             مخة أخخى ، يؾجج  03علاوة عمى ذلػ ، باستخجاـ اثبات الشغخية 

 ( :26و حدب )     
   (30         )𝛼‖ ̇   ‖  𝛼‖ ̇   ‖  

 

  
                     ̅          

‖̅      ‖و   :           . ندتشتج باستخجاـ التكامل لكل    

𝛼∫ ‖ ̇   ‖   𝛼∫ ‖ ̇   ‖  
  

 

 (     (     )         ̅ )
     

 

 
                      ̅       

(    )     )     𝛼وبالتالي :          ̅ )
   

                                         
 ، لجيشا : ̅ عشج الشقظة الحخجة     لمجالة   Lojasiewiczدليل θبسا أف 

|     (    )         ̅ |
 

   ‖ ̇   ‖   ‖ ̇   ‖ 
 ( نجج : 32و باستخجاـ )
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𝛼        ‖ ̇   ‖   ‖ ̇   ‖ 
   
             

   
   ‖ ̇   ‖  ‖ ̇   ‖ 

   
           
‖   ̇ ‖                بسا أف :  ‖ ̇   ‖                                     

 :             بحيث لكل     𝛼نتدتشتج أنو يؾجج 

 ̇     𝛼 (    )
   
 

 
                     

𝜃إذا كانت   
 

 
 .            لكل           𝛼     ̇ عشجئحٍ :   

 بحيث :         ندتشتج أنو يؾجج   إلى    و السكاممة مؽ     𝛼    بالزخب بػ 
                          

 ( .31( حدب )  ومشو نجج السظمؾب في )

𝜃  نفخض أف   
 

 
 ( نحرل :           35، حدب )   

  
(    )

    

   
 
  𝛼     

   
 

 .            لكل 

(    )بالسكاممة نحرل عمى :      
    

   
 
  �̅�   ̅            حيث�̅�    

ثابتيؽ عمى السجاؿ   و   و التي تقتزي أف              بحيث :       بالتالي يؾجج 
       

𝜃  أخيخاً ، نفخض أف   
 

 
 ( نحرل :           35، حدب )   

  
(    )

    

   
 
 𝛼     

   
 

                  ، بالسكاممة نحرل عمى :             لكل 
  

   

    
          

  ∎(               31( حدب )   ، ومشو نجج السظمؾب في )        حيث 
 :  النتائج و التوصيات 4

،   +φمحتؾاة في مجسؾعة الشقاط الحخجة لجالة اليجؼ   مسدار لشياية التؼ اثبات أف مجسؾعة نقاط 
 ىحه السجسؾعة  يُشغخ إلييا ىشا عمى أنيا مجسؾعة أصفار تحت التفاضل السحجد ليا .

حيث تؼ إجخاء تحميل مقارب  3التي تحقق التعخيف  KLتذيخ الشتيجة الخئيدية ليحا البحث إلى دواؿ 
( تحقق خاصية 2، وبافتخاض أف دالة اليجؼ في ) ψ( في غياب تحجب الجالة 3لمشغاـ الجيشاميكي )

Kurdyka- Lojasiewicz غيخ محجبة   لة حالة الجا في ضؾء الشتائج الدابقة نؾصي بتؾسيع الجراسة لتذسل
 السديج مؽ مدائل الأمثميات ذات التؾابع التي تتستع بخؾاص ميسة غيخ مجروسة حتى الآف.و 
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