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 رالمتغي  ذات الأس مهري المتجاندة  -داخل بين فضاءات ىيرعلاقات الت  
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 (2022/ 24/8تاريخ النذر – 2022 /16/6)تاريخ الإيداع  
 

 □ملخّص  □
 

 ابعية، وبذكل خاص درسشا ابعي وىي مدألة تجاخل الفزاءات الت  حميل الت  حجى مدائل الت  إدرسشا في ىحا البحث 
من  {   α  ،   ،        ،  }سط الش  الأس الستغيخ من ذات  لستجاندةمهري ا –جاخل بين فزاءات ىيخ الت  

 أجل
            جل درسشا تجاخل ىحا الفزاء من أ بجاية   ،   α  ،   ،        ،  لمهسظاء  حالات مختمفة

 في الهقت       و            و                ومن ثم الحالة      ثم درسشا حالة 
 .ذاتو

 . ذات الأس الستغيخعيفة الستجاندة مهري الز   –فزاءات ىيخ جاخل بين انتقمشا بعج ذلك الى دراسة الت  
  {           } طالشسمن س الستغيخ ذات الأمهري الستجاندة  –فزاءات ىيخبين جاخل وأخيخا درسشا الت  

 .            جلمن أ
 الستغيخ.ذو الأس مهري الستجانس  -جاخل، فزاء ىيخ : الت  الكلمات المفتاحية
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□ ABSTRACT □ 

 

In this paper, we study problem at functional analysis, it is inclusion of 

function spaces, especially we study the inclusion between HERZ-M0RREY Spaces 

with variable exponent type {  ،        ،   ،  α   } for different cases of the 

parameters  α             , first we study the inclusion for             , then for 

      and then for               and                        at the same 

time. then, we study the inclusion between weak HERZ-M0RREY Spaces with 

variable exponent. Finally, we study the inclusion between HERZ-M0RREY Spaces 

with variable exponent type {           }   for            . 

Keywords:inclusion,HERZ-M0RREYSpaceswithVariableExponent. 
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 ة:ـــمد  ــقـم
حجى ىحه الفخوع ىي نظخية الفزاءات إئيدية، ابعي بذكل عام إلى مجسهعة من الفخوع الخ  حميل الت  يقدم الت  

ابعية، حجى ىحه السهضهعات ىه مهضهع تجاخل الفزاءات الت  إ، تشقدم بجورىا الى مهضهعات عجيجة ابعية، والتيالت  
 ابعية من خلال الإجابة عمى الدؤال التالي: وتتمخص نتائج نظخية تجاخل الفزاءات الت  

ابعية التي تشذأ عشج إعظاء اذا كان لجيشا فزاء تهابع ما معخف من خلال وسيط، ما العلاقة بين الفزاءات الت  
 قيم مختمفة ليحا الهسيط؟ 

، [ ]ليبيغ ات، فزاء[ ] [  ]ىهلجر اتييخة مثل فزاءابعية الذ  ت عمى بعض الفزاءات الت  تس  راسة مثل ىحه الج  
 . [ ]،  [ ]،  [ ] مهري  ات، فزاء[ ] ،[ ]أورليتش اتفزاء

 ذات الأسمهري الستجاندة  -ىيخفقج تهصمشا إلى بعض الشتائج التي تخص تجاخل فزاءات بحثشا ىحا،  في
̇  ℳ الستغيخ       

ذات الأس فزاءات ىيخ الستجاندة إلى نتائج تخص تجاخل لحلك تهصمشا  ونتيجة،        
̇   الستغيخ       

    . 
م أول مخة عام  م أول مخة عام [ ] Morreyمن قبل  1938فزاء مهري قُج  من قبل   1968، وفزاء ىيخ قُج 

Herz . 
م عام -ىيخ أما عن فزاء والحي جاء كتعسيم لفزائي  [ ] XUو LU  من قبل  2005مهري الستجانس قُج 

 مهري الستجانس. –عسيم لفزاء ىيخ تالستغيخ ذو الأس مهري الستجانس  -فزاء ىيخيُعتبخ ، و ومهري ىيخ 
 نحكخ مشيا: الستجاندة ذات الأس الستغيخ مهري  - راسات ال تي تخص فزاءات ىيخقُجمت مؤخخا  العجيج من الج  

  درس   2010في عام Izuki   مهري  –خات شبو الخظية في فزاءات ىيخ محجودية السؤث
 . [ ]الستغيخس ذات الأالستجاندة 
  درس  2010في عامIzuki  ذات الأس مهري الستجاندة  -التكاملات الكدخية في فزاءات ىيخ

 .[  ]الستغيخ
 ة البحث وأىدافــو:أىمي  

جم ى اليجف ابعية بين بعزيا البعض، ويتكهنو يعشى بجراسة علاقة الفزاءات الت  ة البحث من تكسن أىسي  
 .الستغيخذات الأس مهري الستجاندة  –بين فزاءات ىيخ  وتحجيج العلاقةجراسة بالخئيس من ىحا البحث 
 ه:طرائق البحث ومهاد  

، لحلك فإن ونظخية الجوالابعي حميل الت  ضسن الت   خاص وبذكلظخية ات الش  يقع ضسن اختراص الخياضي  
 ابعي.حميل الت  ظخيات الأساسية في الت  وبعض الش   ات نظخية الجوالبعة تعتسج بذكل أساسي عمى أدبي  الظخيقة الست  

 ة:تعاريف ومفاىيم أساسي  
 ( :Holder's inequalityخاجحة ىهلجر ) تم :[  ]  1 تعريف

Ω  لتكن    بحيث أن              و   

 
 

 

 
       و       ولتكن           

 عشجئحٍ تتحقق الستخاجحة الأتية:

∫                
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 وال تي تُدسى متخاجحة ىهلجر.
 ( :Lebesgue spaceفزاء ليبيغ )  :[  ]  2تعريف

القابمة لمقياس وال تي تحقق  fهابع بأنو مجسهعة كل الت   (               يُعخف فزاء ليبيغ 
 الذخط الآتي:

∫            

 

 

 :[  ]ذا عُخف عميو الشظيم الآتي إ فزاء ليبيغ يذكل فزاء باناخ ن  وكسا ىه معمهم فإ

          (∫          

 

)

 
 

           

 : [  ]وقجم السبخىشة التالية        اتالفزاءالعلاقة بين  1978عام  Subramainدرس 
                                          عشجئحٍ فإن      μو            كان إذا : مداعجة مبخىشة

  و                    
                  

ف ف          أي أن الر   .         ىه أعم و أشسل من الر 
( Lebesgue space with Variable Exponentخ )الستغي  ذو الأس فزاء ليبيغ  :[  ]  3تعريف

: 
Ωلتكن   ذو الأس الستغيخ يُعخف فزاء ليبيغتابع قيهس      ]        و     

 خط الآتي :وال تي تحقق الذ    عمى     fهابع القيهسة بأنو مجسهعة كل الت           

∫ (
      

 
)

    

                  

 

 

 
 :ظيم الآتيعُخف عميو الش   إذال فزاء باناخ يذك  ذو الأس الستغيخ إن فزاء ليبيغ 

          
   

   
{ ∫ (

      

 
)

    

      

 

} 
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   : 1ملاحظة
ن فزاء ليبيغ ىه حالة خاصة م أي أن   .        (  )      ( )  فإن )أي ثابت( p(.) = pذا كانت إ

 .الستغيخذو الأس فزاء ليبيغ 
 

 :[  ]  4تعريف
 خالستغي  ذو الأس فزاء ىيخ الستجانس 

(The homogeneous Herz space with variable exponent:) 
Ωلتكن   α و         μحيث      ذو  فزاء ىيخ الستجانس فعخ  يُ ،    q(.) 𝜌   و    

 الستغيخ  الأس
    ̇       

      : 
   ̇       

      {      
    

(Ω { }⁄ )       ̇       
       } 

̇       حيث :       
        (∑          

        

  
    )

 

 و 
      و             و {          }             

 .    و 
 

 :[  ]  5تعريف
 الستغيخذو الأس عيف الستجانس فزاء ىيخ الز  

(The weak homogeneous Herz space with variable exponent:) 
Ωلتكن   α و         μحيث      عيف ف فزاء ىيخ الز  ، يُعخ     q(.) 𝜌   و    

    هابع القيهسة بأنو مجسهعة كل الت   الستغيخذو الأس الستجانس 
    

(Ω { }⁄  بحيث:    (

       ̇       
           

   
 ( ∑     

 

    

       
 

    +

 
 

    

  {              }         حيث: 
      و             و {          }           

 .    و 
 :[  ]  6تعريف

 :(the homogeneous Herz - Morrey spaceمهري الستجانس ) –فزاء ىيخ 
Ωلتكن   α  و       μحيث           و        و    و           

     
̇   ℳمهري الستجانس   –عشجئحٍ يُعخف فزاء ىيخ     

          : 
ℳ   ̇    

        {      
 (Ω { }⁄ )    

ℳ   ̇    
       

  } 

       حيث :  

   

(∑               
  

    )

 

 
           =   

ℳ   ̇    
       

 و   

      و             و {          }             
 .    و 



 ،د.علي،د.بدور،جاسر                                                                        المتجاندةمهري  -داخل بين فضاءات ىيرعلاقات الت  

106 
 

 :  [  ]  7تعريف
عيف –خىيفزاء   الستجانس مهري الز 

 (The homogeneous weak HERZ–MORREY space:)  
Ωلتكن  α  و         و          μحيث       λ  و       و     

̇   ℳ عيف الستجانس  مهري الز   –عشجئحٍ يُعخف فزاء ىيخ              
و مجسهعة بأن           

    القيهسة هابع كل الت  
 (Ω { }⁄  بحيث :       (

       
 ℳ   ̇    

       
      

   
       

   

 (∑      
           

 

 *

 

 

 حيث :   

             {              } . 
 

 :[  ] 8 تعريف
                                                                      الستغيخذو الأس مهري الستجانس  –ىيخ  فزاء

(The homogeneous HERZ – MORREY space with variable exponent) : 
Ωلتكن  Ωتابع قيهس محجود ذو قيم حقيقية في      αو        μ حيث       و    

       
p(.) : Ωو  ذو الأس مهري الستجانس  –ف فزاء ىيخ ، يُعخ        و           ] 

̇   ℳ خالستغي       
      

        ع القيهسةهاببأنو مجسهعة كل الت       
 (Ω { }⁄  بحيث : (

   
ℳ   ̇       

      
    

     
   

 

    
 ( ∑   α                    

      

 

    

+

 
       

   

      و             و {          }             حيث : 
 

 .    و
  : 2ملاحظة

̇   ℳيخ الستغ  ذو الأس مهري الستجانس  –فإن فزاء ىيخ     إذا وضعشا        
      

سيتحهل      
̇    الستغيخ ذو الأس إلى فزاء ىيخ الستجانس        

    
     . 

 
 :[  ] 9 تعريف

 الستغيخ ذو الأس عيف الستجانس مهري الز   –فزاء ىيخ 
(The homogeneous weak Herz – Morrey space with variable exponent): 

Ωلتكن  p(.) : Ωو        و       μحيث       تابع قيهس و      ] 
        

̇   ℳ الستغيخ  ذو الأس الستجانس عيف مهري الز   –ف فزاء ىيخ يُعخ        αو        
      

     
       القيهسةهابع و مجسهعة كل الت  بأن  

 (Ω { }⁄  بحيث : (
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 ℳ   ̇       

      
    

      
   

       

   

 (∑           
           

    

 *

 

    

    

   {              }         حيث : 
 

 : 3 ملاحظة
عيف –فإن فزاء ىيخ     إذا وضعشا  ̇   ℳ الستغي خ ذو الأس  الستجانس مهري الز        

      
     

عيف ̇    الستغي خ ذو الأس  الستجانس سيتحهل إلي فزاء ىيخ الز        
    

    . 
 

 :[  ] 10 تعريف
 {           }سط الش  من الستغيخ ذو الأس مهري الستجانس  –فزاء ىيخ 

(HERZ-M0RREY Spaces with variable exponent type{           }:) 
αو         لكن  λ   و      –عشجئحٍ يُعخف فزاء ىيخ      ]       و  ∞ 

̇   ℳالستغيخذو الأس مهري الستجانس        
      هابع مجسهعة كل الت  و بأن          

 بحيث :  { }       

   
ℳ   ̇       

       
     

   

 

   
 ( ∑   α         

        

   

 

    

+

 
   

   

 
 :والمناقذةتائج الن  

 الستغيخذات الأس مهري الستجاندة  –جاخل بين فزاءات ىيخ علاقات الت   مشا في السبخىشة الآتية إلىتهص  
ℳ   ̇       

          : 
 

 (1مــبرىــنـة 
̇   ℳ  فإن:عشجئحٍ                    تإذا كان 1)        

            ℳ   ̇       
            . 

̇   ℳ  فإن:عشجئحٍ            تإذا كان 2)        

      
      ℳ   ̇        

      
    .     

α         تإذا كان (3
 
            و                 و       

̇   ℳ    عشجئحٍ فإن :          

             ℳ   ̇         

           . 
 
 
 
 
 
 
 
 



 ،د.علي،د.بدور،جاسر                                                                        المتجاندةمهري  -داخل بين فضاءات ىيرعلاقات الت  

101 
 

 الإثبات :
̇   ℳ  لتكن   1)       

 :يكفي أن نبخىن أن   عشجئحٍ             
   

ℳ   ̇
      
       

    
    

ℳ   ̇
      
       

    
 

    
ℳ   ̇

      
       

    
     

   

 

   
 ( ∑   α 

                   
      

 

    

+

 
      

 

    
   

 

   

[
 
 
 
 

( ∑ (  α 
         )

α 
   

α 
   

 

    

)

α 
   

α 
   

( ∑ (          
     )

α 
   

α 
    α 

   

 

    

)

α 
    α 

   

α 
   

]
 
 
 
 

 
    

    
   

 

   

[
 
 
 
 

( ∑              

 

    

+

     
     

(

 
 
( ∑ (          

     )

α 
   

α 
    α 

   

 

    

)

α 
    α 

   

α 
   

)

 
 

]
 
 
 
 

 
    

    
   

 

   

[
 
 
 
 

( ∑              

 

    

+

(

 
 

∑ (          
     )

 

    

α 
   

α 
    α 

   
 
α 

    α 
   

α 
   

)

 
 

]
 
 
 
 

 
    

    
   

 

   
( ∑                        

      

 

    

+

 
      

    
ℳ   ̇

      
       

    
   

̇   ℳ  الي فإن وبالت         
̇   ℳوعميو :                    

            ℳ   ̇       
            . 

̇   ℳ  لتكن   2)        

      
 :يكفي أن نبخىن ان   عشجئحٍ      

   
ℳ   ̇        

      
    

    
ℳ   ̇        

      
    

 

   
ℳ   ̇        

      
    

    
   

 

   
( ∑                        

      

 

    

+

 
      

 

عشجئحٍ فإن :                                                      و          إذا كان  السداعجةالسبخىشة ولجيشا من 
  وبالعهدة إلى البخىان،                    

   
ℳ   ̇        

      
    

    
   

 

    
( ∑                        

      

 

    

+

 
      

        
   

 

    
( ∑                        

      

 

    

+

 
      

 

     
ℳ   ̇        
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̇   ℳ   وعميو فإن          

      
̇   ℳالي : وبالت               

      
      ℳ   ̇        

      
     

 
̇   ℳ  لتكن  3)         

 : ، عشجئحٍ يكفي أن نبخىن أن              
   

ℳ   ̇
        

       
    

    
ℳ   ̇

        

       
    

 

   
ℳ   ̇

        

       
    

    
   

 

   
( ∑                          

       

 

    

+

 
       

 

    
   

 

   

[
 
 
 
( ∑ (              )

          
          

 

    

+

          
          

( ∑ (           
       )

          
                      

 

    

+

                     
          

]
 
 
 

 
       

 

    
   

 

   

[
 
 
 
( ∑               

 

    

+

          
          

( ∑ (           
       )

          
                     

 

    

+

                     
          

]
 
 
 

 
       

    
   

 

   

[
 
 
 
( ∑               

 

    

+

          
          

( ∑ (           
       )

          
                     

 

    

+

                     
          

]
 
 
 
 

 
        

    
   

 

   

[
 
 
 
( ∑               

 

    

+

          
          

( ∑ (           
       )

          
                     

 
                     

          

 

    

+

]
 
 
 
 

 
      

    
   

 

   
( ∑                          

       

 

    

+

 
      

 

                         ( 2وبحدب البشج )

:    
   

 

   (∑                          
        

    )

 

       

     
ℳ   ̇

        

       
    

   

̇   ℳ  فإن  وعميو          

̇   ℳ  :اليوبالت                       

             ℳ   ̇         

           . 
 

ىيخ  اتفزاء بينجاخل علاقات الت  بعض عمى نحرل      إذا وضعشا ابقة وكشتيجة مباشخة لمسبخىشة الد  
      ̇  الستغيخ ذات الأس  ةالستجاند

       : 
 

 (1نتيجة 
̇   عشجئحٍ فإن:                     تإذا كان 1)       

             ̇       
          . 

̇    عشجئحٍ فإن:            تإذا كان 2)        

    
         ̇        

    
    .     
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α         تإذا كان (3
 
        و                 و       

̇    عشجئحٍ فإن :                 

              ̇         

         . 
 

 ( 2مبرىنة
عشجئحٍ فإن                 ذا كانت إ 1)

  ℳ   ̇       
             ℳ   ̇       

           . 
̇   ℳ عشجئحٍ فإن:            تإذا كان 2)        

      
       ℳ   ̇        

      
    . 

        و                 و                  تإذا كان (3

̇   ℳ عشجئحٍ فإن :                 

              ℳ   ̇         

           . 
 

 الإثبات:
̇   ℳ   لتكن  1)       

     عشجئحٍ يكفي أن نبخىن أن:            
   

 ℳ   ̇
      
       

    
    

 ℳ   ̇
      
       

    
 

   
 ℳ   ̇

      
       

    
      

   
       

   

 ( ∑            

 

    

       
    
 +

 
    

      
   

       

   
[
 
 
 
 

( ∑ (           )
     
     

 

    

+

     
     

( ∑ (       
    
 )

     
           

 

    

)

           
     

]
 
 
 
 

 
    

     
   

       

   
[
 
 
 
( ∑            

 

    

+

     
     

 ( ∑ (       
    
 )

     
           

 
           

     
 

    

)

]
 
 
 

 
    

     
   

       

   

( ∑            

 

    

       
    
 +

 
    

    
 ℳ   ̇

      
       

    
   

     بالتالي :                 )الخظهة الأخيخة من كهن : 

     
  ) 

̇   ℳ   يو فإن وعم       
̇   ℳ  وبالتالي :                   

             ℳ   ̇       
            

 
̇   ℳ   لتكن  2)        

      
   :عشجئحٍ يكفي أن نبخىن أن       

   
 ℳ   ̇        

      
    

    
 ℳ   ̇        
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 ℳ   ̇        

      
    

     
   

       

   

 ( ∑           

 

    

       
    
  +

 
    

     
   

       

   
[
 
 
 

( ∑ (          )
  

     

 

    

+

     
  

( ∑ (       
    
  )

  
  

 

    

)

  
  

]
 
 
 

 
    

 

 

     
   

       

   

[( ∑ (          )
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̇   ℳ   لتكن  3)         
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  (2ومن البشج )
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̇   ℳ   وعميو فإن           
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              ℳ   ̇         

            . 
 

فزاءات جاخل بين علاقات الت  عمى بعض  نحرل     وضعشا  ابقة إذاالد  وكشتيجة مباشخة لمسبخىشة 
̇     الستغيخذات الأس الستجاندة  عيفةالز   ىيخ       

    
    : 
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   2) نتيجة

̇     عشجئحٍ فإن                 ذا كانت إ 1)       
              ̇       

         . 
̇    عشجئحٍ فإن:            تإذا كان 2)        

    
          ̇        

    . 
            و                 و                  تإذا كان (3

̇    عشجئحٍ فإن :             

               ̇         

         . 
 

الشسط من  الستغيخذات الأس مهري الستجاندة  –جاخل بين فزاءات ىيخ درسشا علاقة الت   اوأخيخ 
 :    من اجل الهسيط  {           }

 
 ( 3مبرىنة

̇   ℳ:عشجئحٍ فإن                إذا كانت          
         ℳ   ̇        

        .   
 الإثبات:

̇   ℳ  لتكن      
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 بالعهدة الى البخىان:

   
ℳ   ̇        

       
    

   

 

   
 ( ∑   α         

         

   

 

    

+

 
   

    
   

 

   
 ( ∑   α         

         

   

 

    

+

 
   

    
ℳ   ̇        

       
   

̇   ℳ  وعميو فإن      

̇   ℳوبالتالي:                 
         ℳ   ̇        

        



 ،د.علي،د.بدور،جاسر                                                                        المتجاندةمهري  -داخل بين فضاءات ىيرعلاقات الت  

114 
 

 
 3)نتيجة 

  :فإن                  إذا كان  و    من أجل ابقة أنو يشتج من السبخىشة الد   
    ̇        

          ̇        
      .                                                                                                

 
 هصيات:والت   الاستنتاجات

جاخل بين فزاءات لمحرهل عمى الت   خوط الهاجب تحققيابعض الذُ تحجيج ى إلتهصمشا في ىحه السقالة 
 –ىيخ 

 .ذات الأس الستغيخ عيفة الستجاندةمهري الز   –الستغيخ وىيخ ذات الأس مهري الستجاندة 
يخ نةو ز مهري الستجاندة السه  –زاءات ىيخ جاخل بين فونهصي بجراسة الت    .ذات الأس الستغ 
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