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□ ABSTRACT □ 

 

In this research ,we did a study the problem uniform convergence of 

determinant  order Cesaro means       of Fourier series for periodic continuous 

functions with period              where   (    
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 مقدمة: 
، لأنَّو من السسكن أن تكهن متباعجة بظخيقة سيدارو من رتب محجدة مجسهع متدمدمةٍ  إيجادتيجف دراستُشا إلى 

ىحه الستدمدمة متباعجة ولكن يهجج ليا مجسهع وفق طخيقة جسعٍ ما معيشة. سهاءً كانت ىحه الظخيقة خظيّة أم غيخ 
خظيّة، وتهجج ىشاك طخائق عجيجة لقابمية جسع الستدمدلات مشيا:  آبل و ىهلجر و ريسان و ريذ و الظخيقة السرفهفية 

 ة نيهرلشج السعسسة  وغيخىا من الظخائق الخظيّة الأخخى.وطخيقة نيهرلشج وطخيق
 هدف البحث :

 طخيقة سيدارو من رتب محجدةوفق   يوالسشتظم لستدمدمة فهري دراسة التقاربمشاقذة إلى ييجف ىحا العسل 
 .التي تزسن ىحه التقارباللازمة  وتحجيج الذخوط 

 مهاد وطرائق البحث :
 التعاريف والخمهز السدتخجمة ونحكخ مشيا:في ىحا العسل نحتاج إلى بعض 

  ( Cesaro Method)        طريقة سيزارو [ ] : تعريف
                                    و ما دوال  متدمدمة            لتكن 

                                        لكل عجد حقيقي عشجئحٍ ستتالية السجاميع الجدئية ليا ل الحج العام 
  الآتيبالذكل  ل الاختياريةاالجو دلات دمستلعخف طخيقة سيدارو تُ 

  
     

 

  
 ∑  

 

   

    
         

 

  
 ∑  

 

   

    
                           

 بحيث 

  
       

  
                

  
         

  }ندسي الستتالية  
 }   

  ونخمد بـ  ،    سيدارو من الختبة أعجادستتالية ب  
                   

 و حيث  وفق سيداروجسع لملقابمة ا     لمجالة  ييودمدمة فهر ستل       سيدارو  طخيقة 

     
  

 
 ∑ (     

  

 
       

  

 
 )

 

   

 

  بالعلاقة :       تعخف الكثافة  :     الكثافة [ ] : تعريف

           
   

  

 
   

       و    السجسهعة عجد عشاصخ    حيث  
nXلتكن [ ] : Theorem Lusin مبرهنة لهزين R  مجسهعة مقيدة، وفق قياس ليبيغ السشتييّ ولتكن

f:الجالة  X R 0ومحجودة تقخيباً في كل مكان عشجئحٍ من أجل أي عجد  قيهسة وفق ليبيغ   تهجج مجسهعة
Fمغمقة مثل  X   مقرهر الجالة أنبحيثf عمىF  ىه|Ff


)حيث          μ :يتحقق دالة مدتسخة و 

μ  قياس ليبيغ عمىnR )   
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 [               ]المناقذة و النتائج:
  لمجالة  ة. متدمدمة فهريي      [    ]دالة مدتسخة تقخيباً في كل مكان عمى السجال   لتكن 

 :بالذكل تعخف  عشج الشقظة

     
  

 
 ∑ (     

  

 
       

  

 
 )

 

   

 

 حيث 

   
 

 
∫        

  

 
                     

 

  

 

 و

   
 

 
∫        

  

 
                         

 

  

 

 سشعتسج في ىحا البحث الخمهز الآتية: 
لمجوال القابمة لمقياس والسحجودة تقخيباً  (  Lebesgueإلى فزاء ليبيغ )   [    ]     نخمد بـ  

إلى فزاء كل الجوال  القابمة لمسكاممة حدب   [    ]     و      [    ]في كل مكان عمى السجال  
 فزاء الجوال السدتسخة عمى السجال هى  [    ] و    [    ]ليبيغ  من الختبة  الأولى عمى السجال 

 . نظيم لمجوال السدتسخة           السدود بالشظيمو     [    ]
 .  إلى قياس ليبيغ  لمسجسهعة       نخمد بـ  

 ثهابت مهجبة             نخمدبـ    
 :مطابقة بارسيفال 

 

 
∫[    ] 

 

  

   
  

 

 
 ∑   

 

 

   

   
  

[ ]علاقات مداعدة     

  
  

  

      
 {   (

 

 
)}                                                                               

  
  ∑  

 

   

   
                                                                                               

        
                                                                                     

 

 
  ذا كانإو            حيث   معخفة في السجسهعة        بفخض ان   :   ةتمهيدي

 

  
 

 
               

 

  
 

 
           

      نإ بحيث،     السجسهعة من ́  مجسهعة جدئيةأي  فإن          أي  أجلمن 

         أكبخ أو تداوي وقياسيا  قيهسة  ىي مجسهعة،  
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   [    ]    كل دالة   أجلعشجئح من                    بفخض أن  :  تمهيدية 
  الآتي:والتي تعظى بالذكل      وكثيخات حجود مثمثية  [    ]   دالة  تهجج 

     ∑  

 ̅

    

      
  

 
        

  

 
  

 : بحيث
 {  [    ]          }      

     
  

 
     

        

 

 الآن نشتقل لإثبات السبخىشات الآتية:
    :   مبرهنة
   {  }لتكن  

       [    ]    من الأعجاد الظبيعية ولتكنما متدايجة متتالية    
 يتحقق ما يمي:                             كل عشجئح من أجل

 {  [    ]        
   

 |   
       |    }    

 الإثبات:
 بفخض أن 

      ∑  

      

    

  

√     
   

  

 
                    

  علاوة عمى ذلك لجيشا :و        حيث  

 
 
 
 
 

∑  

     

   

       

 
 
 
 
 

 

  √     

 . أعجاد مهجبة      حيث 
  نجج أن:ومشو 
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 فإذاً 

          
 

  

  
                                                                               

 شزع لالآن 

      ∑  

 

   

  

√     
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            خمد بـون، مدتسخة      فأن الجالة تتقارب بذكل مشتظم    (7)أن الستدمدمةوبسا 
 .         لمجالة   فهرييوجاميع الجدئية لستدمدمة  ستتالية  السل الحج العام إلى            

 و          لجيشا

         ∑  

   

   

      ∑  

 

    

  

√     
  

   
  

 
                                             

                    بحيث  
 نجج  (8) , (6) ,(5)  وباستخجام العلاقات

   
   

              
                                                           

     خمد بـشلو                            كن    تلالآن 
            

             وليكن        لمجالة  فهرييودمدمة ستل  سيدارو من الختبة    لستتالية        
 جج :ن       العلاقة ومن          

  
    

        ∑  

 

   

    
             ∑  
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 ( ∑  
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       ∑  

 

    

 
  

√     
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             ∑  

 

      

     
    ∑  

   

   

      

 ∑  

 

      

    
   ∑  

 

      

  

√      
    

  

 
  ∑  

 

   

      

 أن: نجج      و     ,    -    ومن العلاقات

|     |    ∑  

      

   

|    
   |    (       

      
 )

        
                                                                           

 و ثهابت مهجبة             حيث    

|     |           
         

                                                                 
 ونلاحظ ان
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√      
                

 :مظابقة بارسيفال نحرل عمى باستخجام

 

 
 ∫  

 

  

 |     |    ∫  
 

  

 * ∑  

 

      

     
 

  

√     
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   ∑  

 

      

 
(    

 )
 

      

 
    

     
                     

 :نحرل عمى   ةسييجيالتو        ,      العلاقات من

 {         |     |  
 

 √      
}  

  

     
                                            

  و       -     ,      العلاقات من
           

        
هجج عجد ي أنو فخضب و         

 نجج أن:      و        هجبة  موثهابت     طبيعي 

 {         |  
       |  

    

           
}                                             

   {  }   كن تل  
 ولتكن الظبيعية  عجادالأمتتالية متدايجة من      

  
   

 ⋂  

 

   

⋃  

 

   

   

    

 حيث 

  
   

 {         |  
       |  

    

           
}                    

   ان  يشتج       من العلاقة 
   

     بحيث          
 عجادالأهجج متتالية من توبالتالي ،     

       بحيث              الظبيعية

  نجج أن:ومشو                

| 
   

        |  
    

   

     
       

          

    أي  أجلمن و 
   |          Lim يكهن لجيشا     

       | وبيحا يكهن إثبات      
 قج تم . 1السبخىشة

 السبخىشة الآتية:الآن نشتقل لإثبات 
 :   مبرهنة
 و الجالة  عشجئحٍ من أجل أي عجد مهجب          مجسهعة من الأعجاد الظبيعية و   لتكن 

 بحيث   [    ]   يسكششا إيجاد دالة          [    ]     
 {     }    
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  طخائق سيدارو فإن                       من أجلو 
لستدمدمة فهرييو         

 .          عشجما   [    ]تتقارب بانتظام  عمى السجال   السثمثية لمجالة  
 الإثبات:
   {     }لتكن  

               من أجل 2وبتظبيق التسييجية متتالية كثيخات حجود مثمثية     
 لجيشا يكهن            

 ̅ 
         

  
   

   
   
   

  
  

     
   

  

 
    

     
   

  

 
     

   حيثب

     
   

   
   

   
   

     
   

  ‾
                                                  

 : ةالآتي تحقق الذخوط  و
 ‾ 

                  
   

                                                                          
   

   
                                                                                                  

   ‾ 
        

 
                

                                                                        
   ̅ 

        ̅ 
        

 
                                                                              

            ‾
     [ ∑  

 

   

 ∑  

 

   

  ( ̅ 
   

)   ]                              

 إنحيث  ب

 ( ̅ 
   

)  ∑  

  
   

   
   
   

  

(|  
     

|  |  
     

|)                      

 و

 ̃        ‾
     [ ∑  

 

   

 ∑  

 

   

  ( ̅ 
   

)   ]       ‾
                    

  ⋃  

 

   

 [ ̃    ]    

 

 انيشتج       ,     ,       العلاقات من عشجئحً 
 ̃      ‾

   ̃      ‾
     ̃      ‾

    
 نحرل عمى  ومشو

     
   

 
 ̃ 

  
   

 نجج عشجئحٍ           بحيث    السجسهعة   عجد عشاصخ    ليكن  الآن
   

  
 

   
    (    ̃   )

  
 

    ̃ 

  
   

 ̃ 

  
 

 مبخىشة بتظبيق ثم ،    [    ]    و            بفخض أنو        التي تحقق و 
 ن يلهز 
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  } ن تحقق أ  ‾    [    ]  دالة يسكن إيجاد 
 

 
}  

 

 
ومن ثم تهجج  {      }      و     

   }متتالية جدئية
   }

      

   {     }لمستتالية   
 بحيث تكهن   

   
   

 
 
 
 
 
 

∑  

 

   

     
      ̅  

 
 
 
 
 

 

          
     

 
 

  

  
                               

 حيث
     [    

 
 ]                                        

 نحرل عمى        العلاقة منو 

       
 

   ‾    ∑  

 

   

     
     

 
 

  

 
                                                            

     
     

 
 

  

  
                                                                                      

 ، بفخض أنالان 

       ̅   
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 ̅ 
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 حيث  ب

      
    

           
    

       

(       )
  ̅ 

   
    

        
  ̅ 

    
 يمي: يتحقق ما        كل  أجلمن و 

                                                                                                 
         

                                                                                      
          

                                                                                    

 
 
 
 

∑  

 

   

              
 
 
 
 

 

                                                                                      

     
     

 
                                                                                       

 ليكن و 

          
    

            
    

         ̅   
    

        
       

          
 أن:       و      ,     ,       ,        من أنونجج     عشجما  الآن، 

       ̅   
    

       
         

         
    

          
       

    ‾   
    

   
           

     
 

                 
          

    ̅   
    

  ‾   
    

   
        

       
 

        
 

           
   {     }شفخض أن الجوال  ل

  {   
    }

   

   {  }والسجسهعات   
   {     }وكثيخات الحجود    

    
 وتحقق الذخوط                 و الأعجاد الظبيعية             أجلمحجودة من 
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     نختار الجالة         ومن أجل   (30)-(26)
التي             بحيث       

 :يشتج عشيا

 
 
 
 
 

     
    {     

    ∑  

 

   

              }
 
 
 
 
 

 

                           

 :نحرل عمى       ,                  العلاقات من   
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 (           )}
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 شزع لالآن 
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  ̅ 
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(    ) 
 نأ       ,          العلاقات  ندتشتج منفإنشا 

             
           

        
     

(    )
           

 

 :نحرل     عشجما        ,     ,       ,العلاقاتعلاوة عمى ذلك باستخجام و  

           
 

        
    {     

    ∑  

 

   

              }  
 
 
 

 ̅
    

          
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 

∑  

 

   

              
 
 
 
 
 

 

 
 

  
        

   

  
 

  

  
            

 :يكهن لجيشا       و     العلاقاتمن و 
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⋂   وبفخض      أجلمن و     
 

   
       يكهن لجيشا         العلاقة منو    

 

 
   ،

 بفخض و
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     ∑  

 

   

                                                          

 يكهن لجيشا
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  ∑  

 

   

      

 ∑  
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  ‾ 
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 حيث ب

    ‾ 
   

      ‾ 
   

        ‾            
 و

          ⋃  

 

   

  ‾         [       

      ,ومن الستدمدلات الهاردة في العلاقات )     في العلاقةالهاردة  ستدمدمةلمالسشتظم وبحكم التقارب 
{     }       و              ‾      بحيث     [    ]      يشتج ان            

 نجج             ,العلاقات علاوة عمى ذلك من
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 ومشو
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 .    لمجالة  فهرييو متدمدمة  تسثل     فإن العلاقة  بالتاليو 
  بالخمد        لمجالة فهرييودمدمة ستل        سيدارو ظخيقةونخمدل          كن تل

        
  أي:          

  
       

 

   
(                         )       

    ليكن و ،        لمجالة  يوفهري لستدمدمةلسجاميع الجدئية متتالية ا                  حيث إن 
   وليكن،         [    ̃ ]   أن  عجد صحيح مهجب اختياري عشجئح نجج

    
           

 : عشجئحٍ 

             
        ‾

                                                      
 :نحرل عمى       العلاقةمن 
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         ̅        ̅   

       

    ̅                         ̅      ̅   
     

 

 وبسا أن
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 أن: نجج         ,     ,العلاقات منفإنو 
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 :نحرل عمى     ,        العلاقات منو  
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 [    ]بذكل مشتظم عمى السجال         عشجما            إن  
   

   ̅   
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 ̃   ̅   

   

   ندتشتج ان الستتالية   (4)العلاقة  منو  . [    ]بذكل مشتظم عمى السجال           أيزاً 
  

 يكهن لجيشا كبيخة بقجرٍ كافٍ    أجل   كبيخة بقجرٍ كافٍ. وىكحا منشارة ثابتة إليا           

|       |   
|    ‾      

    
 |
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 انيشتج       العلاقة  من
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 )     

    |       ‾
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     ̃    
 .     متعمق بـثابت      بحيث 
  [    ]بذكل مشتظم عمى السجال              وايزاً 

 نحرل عمى        العلاقة وىكحا من

   
       

     
              

   
 ج تم.ق    وبيحا يكهن إثبات السبخىشة 
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 وىي    في حالة خاصة يسكن  إثبات السبخىشات الدابقة في حالة  :التي تم الحرهل عليها  النتائج
    :1نتيجة
   {  }لتكن  

  [    ]    متتالية متدايجة اختيارية من الأعجاد الظبيعية ولتكن   
 يتحقق ما يمي:                            عشجئح من أجل 

 {  [    ]        
   

 |   
       |    }    

 :2نتيجة 
 و الجالة  عشجئحٍ من أجل أي عجد مهجب          مجسهعة من الأعجاد الظبيعية و   لتكن 

 بحيث   [    ]   يسكششا إيجاد دالة     [    ]     
 {     }    

  طخائق سيدارو فإن                       من أجلو 
لستدمدمة فهرييو السثمثية لمجالة          

 .          عشجما   [    ]تتقارب بانتظام  عمى السجال   
 :والمقترحات لتهصياتا

 سيدارو.-ريذالجوال ومخافقاتيا بإستخجام طخيقة  قابمية جسع إمكانية دراسة  -1
 أولخ.و_ بإستخجام طخيقة سيدار الجوال و الجوال السذتقة السخافقة وذلك  قابمية جسع_ إمكانية دراسة 2
 .سيدارو _ نيهرلشج الجوال بإستخجام طخيقة  قابمية جسع إمكانية دراسة  -3

 المراجع   
[1] A. Olevskii, 1978,"The existence of functions with unremovable Carleman 

singularities", Rep. Acad. Sci. USSR 238 (4) 796-799 (in Russian). 

 [2] A. Zigmund, 2003,"Trigonometric Series", vols. 1, 2 (combined), Cambridge 

University Press , p. 781. 

 [3] B. Kashin, G. Kosheleva, 1988," An approach to correction theorems", Moscow 

Univ. Math. Bull. 43 (4) 1-5.  

[4] D. Men'shov, 1971," Properties of Cesaro means of negative order and of 

certain other  -means for Fourier series of continuous functions", Math. USSR Sb. 15 (3) 

415. 

[5] D. Waterman, 1976," On the summability of Fourier series of functions of  -

bounded variation", Studia Math. LV 87-95. 

[6] L. Galoyan, 2012,"On convergence in the  [   ]
  norm of some irregular linear means of 

Walsh-Fourier series", Proc. YSU, Phys. Math. Sci. (1) ,10-15. 

[7] N. Luzin, 1912,"On the fundamental theorem of calculus", Sb. Math. 28 (2) 266-

294 (in Russian). 

[8] U. Goginava, 2006," The maximal operator of the       means of the Walsh-Fourier 

series", Ann. Univ. Sci. Budapest. Sect. Comput. 26,127-135. 

 [9] Y. Katznelson, 1968," An Introduction to Harmonic Analysis", Wiley, New 

York, MR 40:1734. 

 

 

 

 

 


