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 ليبغفي فضاء مع دوال الوزن متراجحات ماركوف بيرنشتين 
 

 *الدكتورة عائدة صائمة 
 **الدكتور محمد علي 

 علي *** عبير محمد ابو
 

 (2023/  29/1تاريخ النشر  – 2022 / 28/8 )تاريخ الإيداع 
 

 □ملخّص  □
 
 ين لكثيخات الحجود العقجية مع دوال وزن أسيةتتشاولشا في هحا البحث دراسة متخاجحة ماركهف بيخنذ         
      

من أجل كثيخات الحجود الجبخية ين تمتخاجحة ماركهف بيخنذ، وقسشا أيزاً بجراسة        عمى السجال   
 لجالة الهزن        مع دوال وزن جبخية عمى السجال   ومن الجرجة    الجرجة من 

 

   
، ولجالة الهزن   

 
 

 
 .      عمى السجال      

 .  غفزاء ليب –فزاء مهزن  –دالة الهزن  –ين تماركهف بيخنذ متخاجحةالكمسات السفتاحية: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 سهرية. -طخطهس  –جامعة طخطهس  –كمية العمهم  –قدم الخياضيات  –مجرس  *
 سهرية. -اللاذقية  –جامعة تذخين  –كمية العمهم  –قدم الخياضيات  –أستاذ  **
 سهرية. -طخطهس  –جامعة طخطهس  –كمية العمهم  –الخياضيات قدم  –** طالبة دراسات عميا )ماجدتيخ( *

 𝟐𝟎𝟐𝟑( 1( العدد )7مجلة جامعة طرطوس للبحوث والدراسات العلمية_ سلسلة العلوم الأساسية المجلد )

Tartous University Journal for Research and Scientific Studies –Basic Sciences Series Vol. (7) No. (1) 2023 



 ،د.صائمة،د.علي،ابو علي                          بيرنشتين مع دوال الوزن في فضاء ليبغمتراجحات ماركوف 
 

106 
 

 

    

Makrov-Bernstein With weight functions In LupAs 

Space 
 

Dr.Auda Saema* 

Dr .Mohammad Ali  ** 

Abeer Abo Ali*** 

 
(Received 28/8/2022.Accepted 29/1/2023) 

 

□ ABSTRACT □ 

 

         In this research we dealt with the study of the Makrov-Bernstein 

inequality of the complex polynomial and with an exponential weight 

functions       

   on the domain 

       , we also studied the Integral Makrov-Bernstein inequality for the 

algebraic polynomials  of degree    and degree   and with algebraic weight 

functions on the domain        of  
 

   
   ,  on the domain         of  

 

 
   . 
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 مقدمة 
ندتظيع  لا وعشج إيجاد دراسة ما تمعب دوال الهزن في نظخية الجوال دوراً هاماً، ففي بعض الأحيان     

 الهصهل إلى نتيجة معيشة وعشجما نزخب الجالة السجروسة بجالة وزن من صف معين يشتج لجيشا السظمهب بدههلة. 
مهّزنة، وقج استخجمشا دوال وزن  في فزاءات بيخنذتين –في بحثشا هحا قسشا بجراسة متخاجحات ماركهف      

والجرجة   بيخنذتين عمى فزاءات كثيخات الحجود الجبخية من الجرجة  –جبخية لمحرهل عمى متخاجحة ماركهف 
بيخنذتين عمى فزاء كثيخات الحجود  –ماركهف أسية لمحرهل عمى متخاجحة  دوال وزن ، كسا أنشا قسشا باستخجام   

 ة. السثمثية والعقجي
 بيخنذتين سابقاً من أجل دوال وزن مختمفة نحكخ مشها:  –ماركهف متخاجحة ونذيخ إلى أنه تم الحرهل عمى 

 Ahmadاستخجم   [1]  2015في عام  -1
Marouf   دالة الهزن           

 

 
 بيخنذتين.  –ماركهف لمحرهل عمى متخاجحة   

 [2] 2021 في عام -2
  دالة الهزن   Sergekalmykov Be`la Nagy and Vilmos Totikاستخجم

  (   )  
 

  
 

   
 

 

√     

 
      

 

 بيخنذتين.  –ماركهف لمحرهل عمى متخاجحة           حيث   

 أىمية البحث وأىدفو
بحثشا ة التقخيب. ونهجف في ن لهحا البحث أهسية كبيخة في االعجيج من مدائل التحميل الخياضي ولاسيسا نظخيإ

 التالية: ئجلحرهل عمى الشتاهحا ا
بيخنذتين مع دوال وزن أسية وكثيخات حجود مثمثية وعقجية عمى كامل  –متخاجحات من الشهع ماركهف -1

 السحهر الحقيقي. 
بيخنذتين مع دوال وزن جبخية مختمفة وكثيخات حجود جبخية عمى كامل  –متخاجحات من الشهع ماركهف -2

 السحهر الحقيقي. 
بيخنذتين مع دوال وزن جبخية مختمفة وكثيخات حجود جبخية عمى كامل  –متخاجحات من الشهع ماركهف -3

 السحهر الحقيقي السهجب فقط. 
 لبحث ومواردهاطرائق 

إن هحا البحث يقع ضسن اختراص التحميل الخياضي وبذكل خاص نظخية الجوال وهه يسمك صيغة نظخية 
 ندتخجم فيها طخائق رياضية مشاسبة لمهصهل إلى الستخاجحات التي ذكخناها سابقاً. 

  :تعاريف ومرظمحات ومبخهشات مداعجة
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 تعاريف:
 والتي تحقق الذخط:       : هه فزاء كل الجوال القابمة لمقياس عمى السجال [3]غ تعخيف فزاء ليب

∫           

 

 

 

∫        ، أما الشظيم فهه يأخح الذكل        ويخمد له بالخمد            
 

 
 

 
حيث 

       والشظيم يأخح الذكل    يخمد لهحا الفزاء بالخمد     وفي حالة       

                . 
  ويعخف بأنه فزاء جسيع الجوال          له بالخمد   يخمد :[3]السهزن  ليبغتعخيف فزاء 
 التي من أجمها يكهن:         السعخف عمى السجال 

∫              

 

 

 

وبكلام آخخ يسكن   وتجعى دالة الهزن   دالة مختمفة عن الرفخ وقابمة لمقياس عمى السجال   حيث: 
 القهل: 

            إذا كان       عمى السجال              
عمى انها الستخاجحة التي تعظي العلاقة بين نظيم التابع  تعخف :[1]بيخنذتين  ماركهفمتخاجحة تعخيف 

 .                 الآتي ، أي تسمك الذكل العام    في نفذ الفزاء    ونظيم مذتقة من السختبة 
عخف بأنه فزاء وي  فزاء الجوال السثمثية العقجية من الجرجة يجعى  :[4]       تعخيف الفزاء 

 مع دالة الهزن      كثيخات الحجود السثمثية العقجية السهّزن الحي يتألف من عشاصخ الفزاء 
           

                 
درجة كثيخة الحجود وحيث أن كل عشرخ من عشاصخ الفزاء   عجد صحيح مهجب تساماً،   حيث

 يأخح الذكل:        
                

          
 والشظيم في هحا الفزاء يأخح الذكل:

‖         ‖   ∫              
 
 

  

  

 

 مع دالة الهزن    ء الجوال الجبخية من الجرجة هه فزا:  [4]       تعخيف الفزاء 
       

 

  
وحيث أن كل عشرخ من عشاصخ الفزاء  ،       السعخف عمى السجال     

 يأخح الذكل:        
                

 

  
    

      حيث أن 
    

 
 

    
 ومشه أصبح لجيشا    كثيخة حجود جبخية من الجرجة      بحيث   

          
    

(
 
  )
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      مع دالة الهزن   ء الجوال الجبخية من الجرجة هه فزا: [4]       تعخيف الفزاء 
 

 
    

 .       والحي يعتبخ فزاء جدئي من  ،       السعخف عمى السجال 
                 يأخح الذكل:        كل عشرخ من عشاصخ الفزاء 

 

 
      حيث أن    

    

 
 

 
  

  ومشه أصبح لجيشا ، كثيخة حجود جبخية من الجرجة      بحيث   

          
    

 
 
  

 
  

 

 
    

      
 

 
        

      
 

 
    

      لفزاء كثيخات الحجود السثمثية مع دالة وزن أسية        سهف نخمد 

فزاء ل        بوسشخمد ،  
      مع دالة الهزن الجبخية     الجبخية من الجرجة كثيخات الحجود 

 

   
فزاء ل        بسشخمد ، و   

      مع دالة الهزن الجبخية    الجبخية من الجرجة كثيخات الحجود 
 

 
    . 

 عشجئحٍ نجج مايمي: 
 بخ التحهيلع [5][4]        بعشرخ من الفزاء        ندتظيع أن نقابل كل عشرخ من عشاصخ الفزاء -1

 الآتي:
 
 

  
       

  
                               أي أن

     

           
 

   
    

عبخ  [5][4]         بعشرخ من الفزاء        ندتظيع أن نقابل كل عشرخ من عشاصخ الفزاء -2
    حيث        الآتي: التحهيل
                                    أي أن

 

 
              

 

   
   

 النتائج والمناقشة:
من أجل دوال وزن أسية في        بيخنذتين عمى  –ماركهف السبخهشة الآتية حرمشا فيها عمى متخاجحة 

 السهزن. ليبغفزاء 
  :1مبرىنة

ن ، فإعجد صحيح مهجب تساماً   و        و  كثيخة حجود مثمثية من الجرجة      إذا كانت 
 العلاقة الآتية محققة: 

‖    
           

 ‖
 

        
  

 
  ‖           

     
  ‖
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 البرىان:
          لجيشا  لتكن

     

بيخنذتين  –ماركهف متخاجحة ولتكن ،   كثيخة حجود مثمثية من الجرجة   
 هي:  سثمثية من الجرجة الكثيخات الحجود  من أجل

‖   ‖    |    |      
 نحرل عمى:    بالاستفادة من 

‖          
     

   ‖
 

      ‖         
     

 ‖
 
         

 

(         
     

 )
 

     
           

           
  

 
       

    
 

(         
     

 )
 

     
           

  
  

 
         

     
  

    
           

  (         
     

 )
 

 
  

 
         

     
  

 بأخح الشظيم لكل من الظخفين نجج أن: 
‖    

           
 ‖

 

 ‖(         
     

 )  ‖
 

 
  

 
 ‖         

     
 ‖

 
        

 نجج أن:    وبالتعهيض في     بالاستفادة من

‖    
           

 ‖
 

      ‖         
     

 ‖
 

 
  

 
 ‖         

     
 ‖

 
 

 ومشه نجج أن: 

‖    
           

 ‖
 

 (      
  

 
) ‖         

     
 ‖

 
 

 وهه السظمهب.
من أجل كثيخات الحجود الجبخية  بيخنذتين ـ حرمشا في السبخهشة التالية عمى متخاجحة ماركهف*

 باستخجام دوال وزن جبخية.
 :2مبرىنة 
      مع دالة الهزن    فزاء الجوال الجبخية من الجرجة        ليكن 

 

   
السعخف عمى    

 السجال
 العلاقة الآتية محققة: ، عشجئحٍ        عجد صحيح مهجب تساماً و   ، و        

‖    
     

 

  
    ‖

 
 

 

 
(      

  

 
) ‖        

 

  
    ‖            

 البرىان: 
      يسكن كتابته بالذكل        الفزاء نعمم أن كل عشرخ من عشاصخ 
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 بالاستفادة من التحهيل 
 

       
 

 ومشه:             نجج أن    
  

  
 

   
 
 

 
 

  

  
 

  

  
  
 

 
    

 
            

      

  
 

      

  
       

  

  
          

  
       

      
  

    
    

 
        

  
         

      
   

 
 

      
 
   

       

  
         

  

 
   

     

  
              

   
  

 
   

           
   

‖    
           

  ‖
 

 ‖ ‖ ‖  
          

  ‖
 

 
 

 
‖  

          
 ‖

 
          
 نجج أن      في وبالتعهيض     بالاستفادة من 

‖    
     

 

  
    ‖

 
 

 

 
(      

  

 
)‖            

  ‖
 

  

 
 

 
(      

  

 
) ‖        

 

  
    ‖

 
   

 وهه السظمهب.
 :3مبخهشة 
      مع دالة الهزن   فزاء الجوال الجبخية من الجرجة         ليكن 

 

 
السعخف عمى السجال     

 العلاقة الآتية محققة: ئحٍ عشج       عجد صحيح مهجب تساماً و   و          

‖√    
      

 

 
   ‖

 
 

 

 
(      

  

 
) ‖        

 

 
      ‖

 
      

 البرىان:
                 يسكن كتابته بالذكل:           نعمم أن كل عشرخ من عشاصخ الفزاء 

 

 
    

 ومشه:             نجج أن      حيث      بالاستفادة من التحهيل 
  

  
     √     

  

  
 

 

 √ 
        

      
    

 
 
  

 
              

      

  
 

       

  
      

  

  
     

       
        

 

 √ 
   

 √    
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 √    
      

 

 
      

      
 

 
    

‖ √    
      

 

 
   ‖

 
  ‖√    

      
 

 
   ‖

 
 ‖  

      
 

 
    ‖

 
      

 :نجج أن     وبالتعهيض في      بالاستفادة من 

 ‖√    
      

 

 
   ‖

 
 ‖  

      
 

 
    ‖

 
 

 

 
(      

  

 
) ‖        

 

 
   ‖

 
 

 ومشه نجج أن: 

‖√    
      

 

 
   ‖

 
 

 

 
(      

  

 
) ‖        

 

 
      ‖

 
 

 وهه السظمهب. 
بيخنذتين مع دوال ماركهف في نهاية بحثشا هحا نتج لجيشا السبخهشة التالية التي فيها حرمشا عمى متخاجحة 

 وزن جبخية.
 :4مبخهشة 
      مع دالة الهزن   فزاء الجوال الجبخية من الجرجة            ليكن 

 

 
السعخف عمى     

 العلاقة الآتية محققة: عشجئحٍ         ، ومهجب تساماً عجد   و  ،      السجال 

‖   
      

 

 
   ‖

 
 

 

 
(      

  

 
) ‖        

 

 
      ‖

 
        

 البرىان:
          يسكن كتابته بالذكل:           نعمم أن كل عشرخ من عشاصخ الفزاء 

       
 

 
    

 فإن:     و      ليكن  ومشه            نجج أن       بالاستفادة من التحهيل 
 

 
 

 

  
   

 
  

  

  
     

 

 
  

 
       

  

  
    

 

       
 
     

 

               لجيشا
                بالتالي نجج

  
 

       

  
 
  

  
  

 بالاستفادة من التحهيل 

  
   

 

     والتحهيل   

  
              ( 

  

       
 
    

)      
       ( 

 

   
 
       

 
    

   
 
 )
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‖  
           

 ‖
 

 ‖ ‖ ‖  
           

 ‖
 

   
  

  
  ‖            

    ‖
 
  

 :نجج أن     وبالتعهيض في      بالاستفادة من 

‖   
      

 

 
   ‖

 
  

  

  
(      

  

 
) ‖            

 ‖
 

  

  
  

  
(      

  

 
) ‖        

 

 
      ‖

 
   

 وهه السظمهب.
 النتائج والتوصيات:

، التي تفيج في حل بيخنذتين مع دوال وزن جبخية وأسيةدراسة متخاجحة ماركهف  مسا سبق تهصمشا من هحا البحث إلى 
طخائق رياضية مشاسبة لمهصل الى العجيج من مدائل التحميل الخياضي ولا سيسا نظخية التقخيب وذلك باستخجام 

 حا السهضهع من أجل دوال وزن أخخى مختمفة.بجراسة ه، ونهصي الستخاجحة السظمهبة
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