
15 
 

 

      
 

 التوافقي بوجود كمون تابعيدراسة تحليلية لمعادلة شرودنغر الخطية لليزاز 
 ديراكدلتا 

 
 *الدكتور أحمد شفيق بيشاني
 **الدكتور عدنان علي أحمد
 ***الاء عدنان معلا

 (2022/ 17/11تاريخ النشر – 2022 /14/8)تاريخ الإيداع  
 

 □ملخّص  □
 

(    )𝜹  تػ إضافة كسؽن تابعي ديخاك    𝜹(    ) إلى كسؽن اليداز التؽافقي 

 
في       

معادلة شخودنغخ الخطية ، ومؼ ثػ تحؽيميا إلى معادلة تفاضمية تجعى معادلة ويبخ تقبل تابع القطع السكافئ الأسطؽاني 
حلًا ليا ، وكحلغ تػ التسكؼ مؼ ربط الحمؽل عمى يسيؼ ويدار كل مؼ التابعيؼ مسا سسح لشا بالحرؽل عمى  ( )  

 سسح لشا بتبيان تأثيخ الحجود السزافة عمى طاقة طيف اليداز التؽافقي. معادلة ججيجة ، حلّ تمغ السعادلة
، كسؽن تابعي ديخاك، تؽابع القطع السكافئ الأسطؽاني ، معادلة شخودنغخ الخطية ،  ىداز تؽافقي الكلمات المفتاحية:

 معادلة ويبخ.
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□ ABSTRACT □ 

 

The potential of the Dirac function   𝜹(    )    𝜹(    ) was added to 

the potential of the harmonic vibrator   
 

 
      in the linear schrodinger equation 

,and then converted into a differential equation called Weber's equation. The weber's 

equation accepts cylindrical parabola function   ( ) as a solution , and it was also 

possible to connect the solutions to the right and left of each both functions which 

allowed us to obtain a new equation . Solving that equation allowed to us show the 

effect of the added limits on the spectrum of the harmonic vibrator.  

Key words: Harmonic Oscillator , Two Dirac function Potential , Parabolic Cylinder 

Functions , linear Schrödinger equation , weber equation . 
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 مقدمة:
سؼ في تؽاججه  ضسؼ مععػ مجالات الفيدياء ، ندتطيع مؼ خلالو تحعى دراسة اليداز التؽافقي بأىسية كبيخة تك

معخفة كيفية حل معادلة شخودنغخ الخطية التي تعج مؼ أبدط السعادلات و التي ظيخ حميا مؼ خلال كثيخ حجود 
 ىخميتي، وتعطى صيغتيا بالعلاقة:

   ( )

   
 

  

  
[   ( )] ( )    

     قي الكسؽن السفخوض ىؽ كسؽن اليداز التؽاف

 
 . 

أُمكؼ دراسة فكخة ججيجة  تعسل عمى إضافة كسؽن الحفخة الكسؽنية إلى كسؽن اليداز التؽافقي، وذلغ لسا تسمكو 
ولاسيسا في مجال الشسؽذج الطبقي الشؽوي ، ولسا لو مؼ أىسية في التأثيخ عمى [1,2]مؼ أىسية لجى العجيج مؼ الباحثيؼ 

 . [3]طيف طاقة اليداز التؽافقيالدؽيات الطاقية  وبالتالي عمى 
أشارت إلى إدخال كسؽن تابع دلتا إلى كسؽن اليداز التؽافقي في معادلة شخودنغخ [4]إنّ أىػ ىحه الجراسات 

 الخطية وفق الريغة:
   ( )

   
 

  

  
*  

 

 
      

  

 
  (    )+ ( )          

مكان      ما عجا نقطة الانقطاع التفاضمي  مدتسخ في جسيع نقاط الفخاغ ( ) حيث أن حل السعادلة
،وتجمت الفكخة الأساسية لمعسمية التحميمية في تحؽيل معادلة شخودنغخ الخطية إلى معادلة قابمة لمحل،   تؽاجج التابع 

،وذلغ لمؽصؽل إلى الحل   والاستفادة مؼ الذخوط الحجّية عشجئح، والعسل عمى ربط الحمؽل عمى يسيؼ ويدار التابع 
 التحميمي السطمؽب والسؽضّح بالريغة التالية: 

     (  )   (  )  
√  

 (  )
   

لحلغ كان اىتسامشا في وضع إطار تحميمي بإضافة ججيجة لكسؽن اليداز التؽافقي ، وذلغ بإدخال كسؽن تابعي 
لخغػ مؼ أن الجّراسة السذار إلييا تتػ في البعج الؽاحج دلتا إلى الكسؽن السفخوض، وإجخاء الجراسة التحميمية ليا. وعمى ا

 إلا أنيا تسيج الطخيق لجراسة السدألة في البعج الثلاثي.
 

 أىمية البحث وأىدافو:
تتسثل أىسية ىحا البحث في إمكانية دراسة معادلة شخودنغخ الخطية بعج إضافة كسؽن تابعي ديخاك إلى كسؽن 

عادلة قابمة لمحل وتسمغ حمؽلًا معخوفة وىي معادلة ويبخ، ومؼ ثػ حل السعادلة الشاتجة اليداز التؽافقي وتحؽيميا إلى م
حلًا تحميمياً بالاستفادة مؼ الذخوط الحجية السطبقة عشج الانقطاعيؼ التفاضمييؼ ، وييجف ذلغ إلى تؽضيح أىسية الكسؽن 

 الجراسة . اللانيائي بالإضافة إلى فيػ أكبخ لمعسميات الخياضية الجاخمة في ىحه
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 طريقة البحث ومواده: 
 لميداز التؽافقي بالريغة:Schrödinger equation  (linear)تعطى معادلة شخودنغخ الخطية 

   ( )

   
 

  

  
[  

 

 
     ]  ( )               ( ) 

 يعبخ عؼ الكسؽن الكمي السزاف إلى كسؽن اليداز التؽافقي بالعلاقة:

 ( )  
 

 
      

  

 
[   (    )     (    )] 

 عمى التختيب.    و   عشج كل مؼ الشقطتيؼ    استطاعة التابع     و   حيث أن: 
 بالريغة : (1)مؼ أجل ذلغ  تربح السعادلة 

   ( )

   
 

  

  
,  

 

 
      

  

 
[   (    )     (    )]- ( )         ( ) 

 :𝜹( ) [5]تابع ديخاك أو ما يدسى تابع  دلتاإن الحج السزاف لمكسؽن يعيخ مؼ خلال 
 (    )  {

         

          
 

 
 (    )  {

         

         
 

ليحا الدبب يدسى الحج السزاف بالحج اللانيائي أو الكسؽن اللانيائي الحي يعبخ عؼ  أكبخ استطاعة مسكشة قج تؤثخ 
 عمى سؽيات الطاقة في طيف اليداز التؽافقي.

وىؽ مدتسخ في جسيع نقاط الفزاء ما عجا الشقطتيؼ  ( )𝛙يعبخ عشو بالتابع  (2) إن حل السعادلة 
مكان تؽاجج تابعي دلتا بدبب وجؽد انقطاع تفاضمي عشج ىاتيؼ الشقطتيؼ ، فيتذكل       و       

 :   (1)لجيشا ثلاث مشاطق في كسؽن اليداز كسا في الذكل
 

 ومن أجل إتمام إجراء ىذه الدراسة:  
تػ تحؽيل معادلة شخودنغخ الخطية إلى معادلة قابمة لمحل وىي  أولًا:
 كؽنيا تستمغ حمؽلًا معخوفة،    (weber function)معادلة ويبخ

 أي:  [5]وذلغ بإدخال متحؽلات ججيجة 
 

𝜉بفخض أن:      وكحلغ      √ 
  

 
𝜀وأيزا      

 

  
 

  فعشجئح يكؽن: 

         

    
   وعمى اعتبار 

 

 
𝝃يربح لجيشا  العلاقة   وىؽ بعج التابع دلتا    

𝜹عؼ مخكد اليداز التؽافقي 
وكحلغ                 ħويتػ تؽضيح ذلغ إذا عمسشا أن 

 وأيزاً               
ħ         :الهزاز التوافقي وتابعي ديراك (1)الشكل                                        لؽججنا أن 

 [6,7,8] :تأخح الريغة   (1)ومشو السعادلة

 

                                                                      =
𝑬

 𝝎
 

 

 

 

 

 <                   <  <                             >      
 

 

 

 

 

 

x                                                   0               
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   (𝜉)

 𝜉 
 (𝜀  

𝜉 

 
) (𝜉)           ( ) 

𝜀إذا رمدنا     
 

 
 [6,7] :بالعلاقة  (3) عشجئح يسكؼ كتابة السعادلة 

   (𝜉)

 𝜉 
 (  

 

 
 

𝜉 

 
) (𝜉)           ( ) 

مؼ خلال تؽابع القطع السكافئ الأسطؽاني أو ما تدسى بتؽابع ويبخ،   ( )𝝍 (4)يُعبّخ عؼ حمؽل السعادلة 
 :[7,8]وىي أربع تؽابع تعطى بالذكل التالي 

     (𝜉)         ( 𝜉)            ( 𝜉)            (  𝜉) 
 رياضية تختمف عؼ التابع الأخخ.حيث أن كل تابع مؼ التؽابع الدابقة  يعبخ عشو بريغة 

 [9,10,11]:  بجلالة التؽابع الأخخى بالعلاقة  (𝝃)  يعطى التابع

  (𝜉)  
 (   )

√  
[  

  
      ( 𝜉)     

  
      (  𝜉)] 

        ( 𝜉)  
√  

 (  )
 

 (   )  
      ( 𝜉) 

       ( 𝜉)  
√  

 (  )
 

   
      ( 𝜉)                                    ( ) 

 [4,12] :عجد صحيح مؽجب بالذكل               وقج يكتب بجلالة كثيخة الحجود اليخميتية إذا كانت 

  (𝜉)   
  
  

   

   (𝜉)                                ( ) 
 

 [7]ومؼ الريغ الأخخى لجيشا العلاقة : 
  (𝜉)  [    (

 

 
 

𝜀

 
)]    [    (

 

 
 

𝜀

 
)]                ( ) 

 عمى اعتبار أن:

   
 

√ 

 (
 
  

𝜀
 )

  
 
 
 

 
 

   

   
 

√ 

 (
 
  

𝜀
 )

  
 
 
 

 
 

   

 عمساً أن:

     𝜀
  

  
 ( 𝜀  

 

 
)
  

  
 ( 𝜀  

 

 
𝜀)

  

  
 ( 𝜀    𝜀  

  

 
)
  

  

 ( 𝜀    𝜀  
   

 
𝜀)

   

   
   

 
 وكحلغ:

     𝜀
  

  
 ( 𝜀  

 

 
)

  

  
 ( 𝜀  

  

 
𝜀)

  

  
 ( 𝜀    𝜀  

  

 
)

  

  
 

( 𝜀    𝜀  
   

 
𝜀)
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 في السشاطق الثلاث الستذكمة:(2)يجب ربط حمؽل السعادلة  ثانياً:

                                           
     و      بشاءً عمى ذلغ  نؽجج الذخوط الحجية للانقطاعيؼ التفاضمييؼ 

الاستسخارية ، فيسكؼ كتابة شخطا الاستسخارية في  ( )𝝍إحجى خؽاص  التابع السؽجيوكسا نعمػ أن 
 الشقطتيؼ كالتالي:

 (    )   (    )         ( ) 
 (    )   (    )         ( ) 

لكؼ مذتق التابع السؽجي غيخ مدتسخ عشج كل مؼ الشقطتيؼ، فيتػ الخبط بيؼ مذتق التابع السؽجي عمى 
 [13,14]فشكتب شخطا الخبط بالعلاقة       و     ل مؼ الشقطتيؼ يسيؼ ويدار ك

  (    )    (    )      (  )           (  ) 
  (    )    (    )      (  )           (  ) 

، وبالاعتساد عمى [7,12,15]ىسا تابعان خطيان مدتقلان  (  )  و  ( )  باعتبار التابعان  
 بالذكل التالي:(4)  الحجية الدابقة  يسكششا كتابة الحل العام لمسعادلةالذخوط 

 ( )  {

    
 ( )                    

    
 ( )      

 ( )           

    
 ( )                      

                  (12) 

 مؼ اجل سيؽلة كتابة الحمؽل يسكؼ استخجام التخميد التالي: 
  

 ( )    (  )               
 ( )    (  ) 

 بالتالي نحرل عمى العلاقة:
  

 ( )    
 (  )       (  ) 

     الآن نطبق الذخوط الحجية مؼ أجل  
 فيسكؼ كتابة شخط الخبط كالتالي:

     
 (  )  [     

 (  )       
 (  )]         

 (  )                  (14) 
 استسخارية التؽابع السؽجية  تدسح بكتابة الريغة:كسا أن 

    
 (  )      

 (  )      
 (  )              (15) 

 
 يتػ إعادة كتابة شخط الخبط بيؼ الحمؽل بالذكل:

[    
 (  )      

 (  )]     
 (  )  [   

 
 
 (  )     

 
 
 (  )]    

 (  )  

      
   

 
 
(  )                                                 (  ) 

 
ىؽ أن يكؽن محجد أمثال الثؽابت مداوياً  (16)إن شخط وجؽد حل يختمف عؼ الحل الرفخي لمسعادلة 

 الرفخ، وبالتالي يسكؼ التعبيخ عؼ الجدء اليداري مؼ العلاقة الدابقة مؼ خلال السعيؼ السؽصؽف بالذكل:
|
    

 (  )      
 (  )     

 (  )

     
 (  )       

 (  )      
 (  )

|    
 وبالاعتساد عمى خؽاص السحجدات يسكؼ أن نكتب:
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|
    

 (  )     
 (  )

     
 (  )      

 (  )
|  |

    
 (  )     

 (  )

     
 (  )      

 (  )
|    

    |
  

 (  )   
 (  )

  
 
 (  )   

 
 (  )

|       

√  

 (  )
           (  ) 

 
 

  (4)لمتؽابع التي تسثل حلًا لمسعادلة [16] (wronskian determine)مع الإشارة إلى أن محجد الفخوندكي
 بالريغة: (  )  و  ( )  ويعطى مؼ أجل 

  
 (  )   

 (  )    
 (  )   

 (  )   
√  

 (  )
                        (18) 

 نجج: (17) بالتالي وبالشعخ إلى العلاقة

     

√  

 (  )
      

    
 (  ) 

 وقج تكتب بالذكل:
        

 (  )    
√  

 (  )
                       (19) 

     عمى اعتبار 
 

      وبتطبيق الذخوط الحجية في الشقطة 
 فيسكؼ كتابة شخط الخبط كالتالي:

[     
 (  )       

 (  )]       
 (  )         

 (  )              (20) 
 كسا أن استسخارية التؽابع السؽجية  تدسح بكتابة الريغة:

    
 (  )      

 (  )      
 (  )               (21) 

 
 يتػ إعادة كتابة شخط الخبط بيؼ الحمؽل بالذكل:

    
 (  )[     

 (  )       
 (  )]  [    

 (  )      
 (  )]   

 
 
 (  )

      
   

 
 
(  )                                          (  ) 

 
ىؽ أن يكؽن محجد أمثال الثؽابت مداوياً الرفخ،  (22)إن شخط وجؽد حل يختمف عؼ الحل الرفخي لمسعادلة 

 ل السعيؼ السؽصؽف بالذكل:وبالتالي يسكؼ التعبيخ عؼ الجدء اليداري مؼ العلاقة الدابقة مؼ خلا
|
    

 (  )     
 (  )      

 (  )

     
 (  )      

 (  )       
 (  )

|    
 

 وبالاعتساد عمى خؽاص السحجدات يسكؼ أن نكتب:
|
    

 (  )     
 (  )

     
 (  )      

 (  )
|  |

    
 (  )     

 (  )

     
 (  )      

 (  )
|    

 نجج : (18)بالاستفادة مؼ السعادلة 



 ،د.بيشاني،د.احمد،معلا                                                         دراسة تحليلية لمعادلة شرودنغر الخطية لليزاز التوافقي

 

15 
 

    |
  

 (  )   
 (  )

   
 (  )    

 (  )
|        

√  

 (  )
                            (23) 

 
          نجج: (23)بالتالي وبالشعخ إلى العلاقة 

     

√  

 (  )
      

    
 (  ) 

 وقج تكتب بالذكل

        
 (  )    

√  

 (  )
                        (  ) 

     عمى اعتبار أن 
 (15)والسذار إلييا سابقا بالعلاقات       و     يعاد كتابة السعادلات الشاتجة عؼ الحل عشج 

 بالذكل: ( (24و  (21)و (19)و

{
  
 

  
 

    
 (  )      

 (  )      
 (  )   

    
 (  )      

 (  )      
 (  )   

        
 (  )    

√  

 (  )
  

        
 (  )    

√  

 (  )
  

                    (  ) 

 
والتي تذكل نعام لأربع معادلات خطية متجاندة وحتى يسمغ ىحا الشعام حلًا مؼ الزخوري أن يكؽن 

 السحجد السسثل لو مداوياً الرفخ وبالتالي:

|

|

  
 (  )    

 (  )    
 (  )  

   
 (  )   

 (  )    
 (  )

      
 (  )

√  

 (  )
  

  
√  

 (  )
      

 (  )
|

|

                (  ) 

 
 وبالاعتساد عمى خؽاص السحجدات يسكؼ فغ السحجد الدابق بالريغة التالية :
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 (  )

|

|

  
 (  )   

 (  )    
 (  )

√  

 (  )
  

 
√  

 (  )
      

 (  )
|

|
   

 (  ) |
|

   
 (  )    

 (  )

      
 (  )   

 
√  

 (  )
      

 (  )
|
|

    
 (  ) ||

   
 (  )    

 (  )

    
 
 
 
(  )

√  

 (  )
 

      
 
 
 
(  )

||                                         (  ) 

 
 مة يكؽن لجيشا :بإعادة فغ السحجدات الشاتجة و إجخاء العسميات اللاز 

(28)  

  
 (  )

[
 
 
 
 

  
 (  ) |

  

√  

 (  )
      

 (  )
|   

 (  ) |

√  

 (  )
 

       
 (  )

|   
 (  ) |

|

√  

 (  )
 

 
√  

 (  )

|
|

]
 
 
 
 

   
 (  ) [   

 (  ) |
      

 (  )  

       
 (  )

|    
 (  ) |

      
 (  )  

 
√  

 (  )

|]

   
 (  ) [   

 (  ) |
    

 
 
 
(  )  

     
 
 
 
(  )

|   
 (  ) |    

 
 
 
(  )

√  

 (  )
  

|]

      
 

 وباستخجام الإصلاحات السشاسبة  نجج:
(29)  

   
 (  )  

 (  ) *    
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 نحرل في الشياية عمى معادلة خطية متجاندة تعطى صيغتيا بالذكل:
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 النتائج والمناقشة:
 تػ حل معادلة شخودنغخ الخطية لميداز التؽا فقي بعج إضافة كسؽن لانيائي )كسؽن تابعي دلتا( -1

  

 
[  𝜹(    )    𝜹(    )]   إلى كسؽن اليداز التؽافقي     ( )  

 

 
      

 ويبخ السعطاة  بالذكل:وذلغ بعج تحؽيميا إلى معادلة شبيية بسعادلة 
   𝝍( )

   
 (  

  

 
)𝝍( )   𝝃  عمى اعتبار       

أي عمى يسيؼ  𝜹العسل التحميمي تجمى بذكل واضح في عسمية ربط الحمؽل عمى يسيؼ ويدارالتابع  -2
القطع الحاجد الكسؽني اللانيائي ،ومؼ ثػ الؽصؽل بتمغ الحمؽل إلى معادلة تفاضمية  تعتبخ تابع  ويدار

   الأسطؽاني  السكافئ
  و ( ) 

حمؽلًا ليا في السشاطق الثلاث الستذكمة بالإضافة إلى ظيؽر التابع ( ) 
    حيث:  (  ) غاما 

 

 
  عجد صحيح مؽجب و  

𝑬

  
مقجار التغيخ في طاقة الدؽيات الطاقية  

 وىؽ مقجار صغيخ ججاً 
 

 الاستنتاجات والتوصيات:
الحل التحميمي لسعادلة شخودنغخ الخطية مع كسؽن تابعي ديخاك والحمؽل التي تػ ربطيا عمى يسيؼ  -1

 .(30)ويدار كل مؼ التابعيؼ سسح لشا بالؽصؽل إلى السعادلة الشيائية 
إنّ استسخار البحث والجراسة ضسؼ ىحا السجال  يدسح بفيػ أكبخ وتعسق أكثخ في الشعخة التحميمية  -2

 ن اليداز التؽافقي ومحاولة رسػ طيف طاقة ججيج لميداز في إطار الشسؽذج السجروس.لسدألة كسؽ 
مجار  -يسكؼ أن يكؽن لمحالة الكلاسيكية ىحه اسقاطات نؽوية ويسكؼ حداب طاقة الانذطار سبيؼ -3

 لشؽى ذات طبيعة خاصة وفق الشسؽذج الطبقي.
عمى طيف طاقة اليداز  خ الكسؽن السزافالحل العجدي بؽاسطة بخنامج حاسؽبي يسيج لجراسة تأثي -4

 التؽافقي.وبالتالي يسكؼ مقارنة نتائج ىحه  الجراسة مع دراسات سابقة  ضسؼ الإطار السحكؽر.
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