
131 
 

 
    

 غير الموجهة اتبيانبعض العلى  𝟐السيطرة الطيفية من المرتبة 
 

 الدكتور رامي شاهين*
 الدكتور سهيل محفوض**
 محمد فهد عدره***

 
 (2023/  10/1 تاريخ النشر  – 2022 / 30/10)تاريخ الإيداع

 
 □ملخّص  □

 
 والمفيدة في العديد من المجالات كثيرةالسيطرة من أهم المفاهيم في نظرية البيان نظراً لتطبيقاتها ال تعد   

عدد صحيح موجب،  𝑘ليكن . كالنمذجة، بحوث العمليات، تحليل الشبكات الاجتماعية، الشبكات البيولوجية وغيرها
𝐺 على بيان 𝑘 (𝑘𝑅𝐷𝐹) السيطرة الطيفية من المرتبةيعرف تابع  = (𝑉, 𝐸) :بأنه التابع 𝑓: 𝑉(𝐺) →

𝒫({1,2, … , 𝑘})   والذي يحقق من أجل أي رأس𝑣 ∈ 𝑉(𝐺)  مع𝑓(𝑣) = . يكون  ∅ ⋃ 𝑓(𝑢) =𝑢∈𝑁(𝑣)

{1,2, … 𝑘} وزن التابع𝑓  يعرف بالشكل . 𝑤(𝑓) = ∑ |𝑓(𝑣)|𝑣∈𝑉(𝐺) هو  𝑘عدد السيطرة الطيفية من المرتبة  
، في هذا البحث تمكنا من إيجاد 𝛾𝑟𝑘 (𝐺) ب ـ ، ويرمز له 𝐺على  𝑘الوزن الأصغري لأي تابع سيطرة طيفية من المرتبة 

𝐷𝑛 بيان طاحونة الهواء الهولنديةعلى كل من   2عدد السيطرة الطيفية من المرتبة
(𝑚)  من أجلفي الحالة العامة 𝑛 >

𝑚 و 4 ≥ 𝑛في حالة   𝐽𝑛,𝑚بيان جانجير  ، وعلى2 = 2,3. 
 .، بيان جانجير، حلقة، بيان طاحونة الهواء الهولندية2 السيطرة الطيفية من المرتبةالكلمات المفتاحية: 
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□ ABSTRACT □ 

 

     Domination is one of the most important concepts in graph theory due to its 

many useful applications in many fields such as optimization, operation research, 

social networks analysis, biological networks, etc. Let k be a positive integer. A 𝑘-

rainbow domination function (𝑘𝑅𝐷𝐹) of a graph 𝐺 is a function 𝑓: 𝑉(𝐺)  →
𝒫({1, 2, … , 𝑘}), such that for every vertex 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) with 𝑓(𝑣)  = ∅ satisfies 

⋃ 𝑓(𝑣) = {1, 2, … , 𝑘}𝑢∈𝑁(𝑣) . The weight of a 𝑘𝑅𝐷𝐹 is defined as the value 𝑤(𝑓) =
∑ |𝑓(𝑣)|𝑣∈𝑉(𝐺) . The k-rainbow domination number of a graph 𝐺, which is denoted by 

𝛾𝑟𝑘(𝐺), is the minimum weight of all 𝑘𝑅𝐷𝐹𝑠 of 𝐺. In this paper we were able to give 

the exact value of the 2-rainbow domination number of Dutch windmill graph  𝐷𝑛
(𝑚)

 

for 𝑛 > 4 و   𝑚 ≥ 2, and of jahangir graph 𝐽𝑛,𝑚 where 𝑛 = 2, 3. 
Keywords: 2-rainbow domination, cycle, Dutch windmill graph, Jahangir graph. 
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 :مقدمة
والرموز الغامضة، لتأتي الرياضيات الرياضيات علمٌ ساحر يجعل من قارئه يغوص في بحرٍ من الأرقام 
وقد أكد على ذلك العالم غاليليو ، التطبيقية وتكشف العديد من تلك الأسرار وتقرّب تلك المفاهيم إلى الحياة اليومية

 الرياضيات هي الأبجدية التي كتب بها الله الكون"، ولعلَّ أقرب نظرياتها محاكاة للواقع هي نظرية البيانغاليلي بقوله "
سهامها الكبير في تكوين العالم الذي نيي  ييه اآنن فتطبيقاتها الواسعة كالسيطرة، التلوين، الاستقلا  وغيرها ذلك لإو 

  تساعد في حل المشاكل التي تواجهها مختلف العلوم والمجالات.
طاحونة الهواء كبيان  لبعض البيانات غير الموجهة 2هذا البحث يهتم بإيجاد عدد السيطرة الطيفية من المرتبة 

مشاكل في الحياة الواقيية تتأثر بعوامل المسألة ال، وتكمن أهمية هذا النوع من السيطرة من أن الهولندية وبيان جانجير
 المشكلة تم السيطرة عليها والمسألة قد حُلت. وتفرض على المسألة أكثر من شرط لنقو  أنّ  المطروحة

 تعاريف أساسية:
 على بيان  𝑘 (𝑘𝑅𝐷𝐹)يعرف تابع السيطرة الطيفية من المرتبة عدد صحيح موجب،  𝑘ليكن  :1 [1] تعريف

𝐺 = (𝑉, 𝐸)   :بأنه التابع 𝑓: 𝑉(𝐺) → 𝒫({1,2, … , 𝑘})  والذي يحقق من أجل أي رأس ،𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) 
 مع

 𝑓(𝑣) = . يكون  ∅ ⋃ 𝑓(𝑢) = {1,2, … 𝑘}𝑢∈𝑁(𝑣)  
𝑤(𝑓)، يعرف بالشكل  𝑓وزن التابع  = ∑ |𝑓(𝑣)|𝑣∈𝑉(𝐺) هو الوزن  𝑘عدد السيطرة الطيفية من المرتبة  

𝑘 عندما يكون .𝛾𝑟𝑘 (𝐺)، ويرمز له ب 𝐺على  𝑘الأصغري لأي تابع سيطرة طيفية من المرتبة  = يؤو  تعريف   1
 .السيطرة الطيفية إلى تعريف السيطرة العادية

الرياضية التي تولد هذا العدد مهما تغير وإذا كان البيان المعطى بالحالة العامة فإن عدد السيطرة هو العلاقة 
 عدد الرؤوس.

 .[8 ,7 ,6 ,5 ,4 ,3 ,1,2]تم دراسة المفهوم بشكل مكثف من قبل العديد من الباحثين انظر كمثا  إلى 
:  𝟐 تعريف مع رأس مشترك   𝐶𝑛نسخة من الحلقة  𝑚هو بيان يتشكل من بيان طاحونة الهواء الهولندية  [𝟗]
𝐷𝑛ويرمز له بـ 

(𝑚)  حيث𝑚 ≥ 𝑛و 1 ≥ 3. 
𝐷4يمثل  (1)انظر للشكل 

(5). 
 
 
 
 
 
 
 
𝑫𝟒 يمثل (1)الشكل  

(𝟓)
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∶ تعريف ≤ 𝑛حيث أن  𝐽𝑛,𝑚 بيان جانجير  𝟑 [𝟎𝟎]  2   𝑚 ≥ هو بيان بسيط ومترابط مؤلف   ,2 
رأس من الحلقة تبتعد عن بعضها على تلك   𝑚يجاور  𝑣0ورأس داخل تلك الحلقة وليكن  𝐶𝑛𝑚من حلقة 

 .𝑛الحلقة بمقدار 
ومع الرأس الذي يقع في داخل تلك الحلقة يصبح بيان  𝑛𝑚هو   𝐶𝑛𝑚وبالتالي عدد رؤوس الحلقة  

𝑛𝑚جانجير مؤلف من  + 𝑚(𝑛 رأس و   1 +  ضلع. (1
𝑛حيث هنا   𝐽3,4 يمثل بيان جانجير  (2)انظر للشكل  = 𝑚و  3 =  يجاور 𝑣0والرأس  13، عدد الرؤوس هو   4

 .3رؤوس كل منها يبعد عن اآنخر على تلك الحلقة بمقدار  4
 
 
 
 
 
 
 
 

 دراسة مرجعية:
من وضع حجر الأساس  1763في عام  (Leonhard Euler)يُعتبر عالم الرياضيات السويسري 

كيف يمكن الانطلاق بطرحه لمسألة الجسور السبعة في مدينة كونيغسبرغ، والتي تنص على: )) نظرية البيانل
من نقطة على اليابسة بحيث نسير على الجسور السبعة ثم نعود الى النقطة نفسها بدون أن نستخدم الجسر 

 .نفسه أكثر من مرة((
القرن العشرين شهدت نظرية البيان تطوراً كبيراً واستقطبت عدداً هائلًا من الباحثين وذلك وفي مطلع 
ولعلّ أهم تلك  وإسهامها في تطور مختلف العلوم بتطبيقاتها الواسعة في الحياة العملية لأهميتها الضخمة

رة في البيان بدأ حوالي عام وعلى الرغم من أن الدراسة الفعلية لمفهوم السيطالتطبيقات هو مفهوم السيطرة،  
مشكلة إيجاد الحد الأدنى  (Carl Jaenisch)حيث درس  1862إلا أن جذور السيطرة يعود إلى عام   1960

𝑛لعدد الوزراء المطلوب لتغطية رقعة شطرنج من القياس  × 𝑛 ،بحيث تكون كل المربعات تحت السيطرة ،
 وبشرط عدم وجود وزير يسيطر على اآنخر.

بوضع تعريف   (Boštjan Brešar, M.A.Henning and D.F Rall)قام كل من  2005في عام 
 (Boštjan Brešar and Tadeja Kraner Šumenjakb)ليتابع كل من  𝐾السيطرة الطيفية من المرتبة 
على الشكل   𝐶𝑛و 𝑃𝑛لكل من  2بإيجاد عدد السيطرة الطيفية من المرتبة  العمل على هذا المفهوم وقاموا

 اآنتي:
 
 
 

   𝐽3,4  يمثل (2)الشكل 

𝑣0 

𝑣1 

𝑣2 

𝑣3 

𝑣4 

𝑣5 

𝑣6 
𝑣7 

𝑣8 

𝑣9 

𝑣10 

𝑣11 

𝑣12 
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∶نظرية  [𝟐] 𝟎 
𝛾𝑟2 (𝑃𝑛) = ⌊

𝑛

2
⌋ + 1 

𝑛ومن أجل  ≥  لدينا :  3
𝛾𝑟2 (𝐶𝑛) = ⌊

𝑛

2
⌋ + ⌈

𝑛

4
⌉ − ⌊

𝑛

4
⌋. 

 (Tong Chunling, Lin Xiaohui, Yang Yuansheng and Luo Meiqin)كل من  2009عام أوجد 
,𝑃(𝑛لبيان بترسن  2عدد السيطرة الطيفية من المرتبة   بالشكل التالي: (2

∶نظرية [𝟎𝟐] 𝟐  

𝛾𝑟2 (𝑃(𝑛, 2)) = {
⌈
4𝑛

5
⌉,        𝑛 ≡ 0, 3, 4, 9 (𝑚𝑜𝑑 10);     

⌈
4𝑛

5
⌉ + 1, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒.                          

 

,𝑃(𝑛 بإيجاد حد أعلى لبيان بترسن (Guangjun Xu)وفي نفس العام قام الباحث   كالتالي: (3
∶ نظرية 𝑛من أجل  𝟑 [𝟎𝟑] ≥  لدينا:  13

𝛾𝑟2 (𝑃(𝑛, 3)) ≤ {
𝑛 − ⌊

𝑛

8
⌋,        𝑛 ≡ 0, 2, 4, 5, 6, 7, 13, 14, 15 (𝑚𝑜𝑑 16);     

𝑛 − ⌊
𝑛

8
⌋ + 1, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒.                                                   

 

كما  دراسة المسألة على بيان بترسن (Rija Erveš and Janez Žerovnik)تابع الباحثان  2021في عام 
 يلي:

∶نظرية 𝑘من أجل   𝟒 [𝟎𝟒] >  عندئذ: 3
𝛾𝑟2 (𝑃(5𝑘, 𝑘)) = {

4𝑘,        𝑘 ≡ 2, 8(𝑚𝑜𝑑 10);     
4𝑘 + 1, 𝑘 ≡ 5, 9(𝑚𝑜𝑑 10).      

 

4𝑘 + 1 ≤ 𝛾𝑟2 (𝑃(5𝑘, 𝑘)) ≤ {
4𝑘 + 2,        𝑘 ≡ 1,6,7 (𝑚𝑜𝑑 10);
4𝑘 + 3,       𝑘 ≡ 0,3,4 (𝑚𝑜𝑑 10).

 
𝑘وعندما  ≤  نجد:  3

𝛾𝑟2 (𝑃(5, 𝑘)) = 5,       𝛾𝑟2 (𝑃(10, 2)) = 10,    13 ≤  𝛾𝑟2 (𝑃(15, 3)) ≤ 14 
 :أهمية البحث وأهدافه

استحوذ مفهوم السيطرة على اهتمام الباحثين في نظرية البيان بشكل كبير وموسع دون سواه من باقي فروع 
نظرية البيان نظرا للأهمية التطبيقية له في الحياة اليومية حيث حوّلَتْ العديد من المسائل المطروحة إلى بيانات ليتم 

 السيطرة. عددبإيجاد لها تقديم الحلو  
ومن أشهر التطبيقات الواقيية لنظرية السيطرة تقليص عدد المراكز اللازمة لخدمة قطاع معين وبالتالي تقليل 
الكلفة وعدم بناء مراكز تزيد عن الحد المطلوب، والمساهمة في حل بعض المشاكل التي ظهرت في بعض العلوم مثل: 

 جية، بحوث العمليات، تحليل شبكات التواصل الاجتماعية وغيرها الكثير.نظرية الترميز، الشبكات البيولو 
𝐷𝑛لبيان طاحونة الهواء الهولندية  2يهدف هذا البحث لإيجاد عدد السيطرة الطيفية من المرتبة 

(𝑚)   في الحالة
𝑛 من أجلالعامة  > 𝑚و  4 ≥ 𝑛في حالة   𝐽𝑛,𝑚لبيان  2السيطرة الطيفية من المرتبة  وعدد 2 = 2, 3. 
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 :طرائق البحث ومواده
البيانات غير الموجهة  على 2تعتمد طريقة البحث على الاستفادة من مفهوم السيطرة الطيفية من الدرجة 

 .بشكل أساسي [11 ,10 ,9 ,8 ,2 ,1] والاعتماد على المعلومات الموجودة في المقالات
 وآلية العمل: النتائج والمناقشة

على بيان  2، الأولى لإيجاد عدد السيطرة الطيفية من المرتبة نظرياتنقدم في هذا البحث ثلاث 
𝐷𝑛 طاحونة الهواء الهولندية

(𝑚)  في الحالة العامة حيث أن العلاقة المعطاة تعطي عدد السيطرة لهذا البيان مهما
   𝐽2,𝑚 جانجير  على بيان 2الثانية لإيجاد عدد السيطرة الطيفية من المرتبة وبالمثل ، 𝑚و 𝑛 تغيرت قيمتي 
حيث أن آلية العمل تتلخص  نظريةتلك ال تمهيديتين تفيدان في إثبات نظريةكما نقدم لكل   𝐽3,𝑚 والثالثة على 
 كالتالي:

على  2𝑅𝐷𝐹 لـتوزيع وذلك بإيجاد  2طيفية من المرتبة السيطرة الحد أعلى لعدد التمهيدية الأولى تعطي 
أمثلي، وبما أن عدد السيطرة الطيفية من المرتبة لهذا التوزيع وزن بحيث يكون  العامةالبيان المطلوب في الحالة 

أصغر أو  2هو أصغر وزن لتابع سيطرة طيفية على هذا البيان بالتالي عدد السيطرة الطيفية من المرتبة  2
 يساوي هذا الوزن.

عدد سواء كان يعطي  2مرتبة أي وزن لتابع سيطرة طيفية من الالتمهيدية الثانية تهدف لبرهان أن 
)لا يوجد  في التمهيدية الأولى أكبر أو يساوي الوزن الذي وجدناه أو لا يعطي 2السيطرة الطيفية من المرتبة 

، ويتم ذلك بمناقشة جميع الحالات الممكنة لأحد الرؤوس فنحصل في تلك الحالات إما على المطلوب وزن أقل(
  .ي صغر الأالوزن  نا نبحث عنلأن رفض التوزيعيُ وفي هذه الحالة  أو على وزن أكبر من الوزن المطلوب

 .(2يعطي عدد السيطرة الطيفية من المرتبة  2ليس كل توزيع لتابع سيطرة طيفية من المرتبة )
 بعد ذلك من التمهيديتين يتم برهان المساواة.

 ملاحظة:
الأبيض، الأزرق، الأحمر اللون ب {1,2}، {2} {1}،، ∅في كل شكل سيتم التعبير عن المجموعات 

يساوي مجموع عدد الأرقام على الرؤوس فإن  2وبما أن عدد السيطرة الطيفية من المرتبة  ،بالترتيب والأخضر
إيجاد هذا العدد من الشكل يتم بعد الرؤوس الملونة بالأحمر والأزرق مرة واحدة، الرؤوس الملونة بالأخضر 

 .مرتين، أما الرؤوس الملونة بالأبيض فلا تُعد
𝑫𝒏على بيان طاحونة الهواء الهولندية  𝟐عدد السيطرة الطيفية من المرتبة . 1

(𝒎): 
𝑣𝑖وبقية الرؤوس  𝑣1سنسمي الرأس المشترك 

𝑗  حيث𝑗  تمثل رقم النسخة من 𝐶𝑛 و𝑖   تمثل ترتيب ذلك
2 الرأس في تلك النسخة، حيث أن الترتيب يتم مع حركة عقارب الساعة  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 2و ≤ 𝑗 ≤ 𝑚   انظر(

 كمثا (. (3)للشكل 
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:تمهيدية  𝟎. 𝑛من أجل  𝟎 > 𝑚، و 4 ≥  لدينا:  2

𝛾𝑟2 (𝐷𝑛
(𝑚)
) ≤ {

𝑚 ⌊
𝑛 − 1

2
⌋ + 1:   𝑛 ≡ 0, 1, 3 (𝑚𝑜𝑑 4),

𝑚 ⌊
𝑛 − 1

2
⌋ + 2:   𝑛 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 4).        

 

𝐷𝑛على 2RDFسنعبر عن تابع  البرهان:
(𝑚) :بالشكل 

𝑓(𝑣1| 𝑣2
𝑡 , 𝑣3

𝑡 , 𝑣4
𝑡 , … , 𝑣𝑛

𝑡  ) = 𝑓(𝑣1)|𝑓(𝑣2
𝑡)𝑓(𝑣3

𝑡)𝑓(𝑣4
𝑡)…𝑓(𝑣𝑛

𝑡). 
1 الذي يحقق  𝑡أيا يكن العدد الصحيح  ≤ 𝑡 ≤ 𝑚.)أي يتم تطبيق نفس التوزيع على جميع الحلقات ( 

 بالشكل التالي:وسنعرفه 

𝑓(𝑣1| 𝑣2
𝑡 , 𝑣3

𝑡 , 𝑣4
𝑡, 𝑣5

𝑡 , … , 𝑣𝑛
𝑡  ) =

{
 

 
1|0201…0201020:   𝑛 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 4),

1|0201…0201:          𝑛 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 4),

3|0201…02010:       𝑛 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 4),

1|0201…0202102:  𝑛 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 4).

 

,0الأرقام  1, 2, ,∅المجموعات  تمثل  3 {1}, {2}, {1,2}. 
𝐷𝑛على البيان   𝑓الذي يمثل توزيع التابع  (4)انظر للشكل 

(𝑚) في كل من الحالات السابقة. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑣1 
𝑣2
1 𝑣3

1 
𝑣4
1 

𝑣5
1 𝑣6

1 

𝑣3
2 

𝑣2
2 

𝑣4
2 

𝑣5
2 

𝑣6
2 

 

𝑣2
3 𝑣3

3 

𝑣4
3 

𝑣5
3 𝑣6

3 

𝑣2
4 

𝑣3
4 

𝑣4
4 

𝑣5
4 

𝑣6
4 

𝑫𝟔يمثل ترتيب تسمية الرؤوس على   (3)الشكل 
𝟒   
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 التوزيع السابق هو التوزيع الأمثل وأي توزيع آخر إما له نفس الوزن أو أكبر. نلاحظ أن
𝐷𝑛على  2RDFتابع   𝑓وبما أن 

(𝑚) :مع تابع وزن يحقق 

𝑤(𝑓) = {
𝑚 ⌊

𝑛 − 1

2
⌋ + 1:   𝑛 ≡ 0, 1, 3 (𝑚𝑜𝑑 4),

𝑚 ⌊
𝑛 − 1

2
⌋ + 2:   𝑛 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 4).        

 

 بالتالي

𝛾𝑟2 (𝐷𝑛
(𝑚)
) ≤ {

𝑚 ⌊
𝑛 − 1

2
⌋ + 1:   𝑛 ≡ 0, 1, 3 (𝑚𝑜𝑑 4),    

𝑚 ⌊
𝑛 − 1

2
⌋ + 2:   𝑛 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 4).        ∎

  

:تمهيدية  𝟐. 𝑛من أجل  𝟎 > 𝑚، و 4 ≥  لدينا:  2

𝛾𝑟2 (𝐷𝑛
(𝑚)
) ≥ {

𝑚 ⌊
𝑛 − 1

2
⌋ + 1:   𝑛 ≡ 0, 1, 3 (𝑚𝑜𝑑 4),

𝑚 ⌊
𝑛 − 1

2
⌋ + 2:   𝑛 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 4).        

 

 

𝒏 ≡ 𝟐 (𝒎𝒐𝒅 𝟒) 𝒏 ≡ 𝟑 (𝒎𝒐𝒅 𝟒) 

 في جميع الحالات الممكنة 2RDFيمثل توزيع تابع  (4)الشكل 

𝒏 ≡ 𝟎 (𝒎𝒐𝒅 𝟒) 𝒏 ≡ 𝟎 (𝒎𝒐𝒅 𝟒) 
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 البرهان:
:حالة  𝟎 𝑓(𝑣1) = 𝑚و   0 ≥ مشترك بين مع عدم وجود أي رقم 𝐶𝑛 نسخة من   𝑚بالتالي لدينا  2
 الحلقات بالتالي:

𝑤(𝑓) ≥ 𝑚𝛾𝑟2 (𝐶𝑛)                     

≥ 𝑚 (⌊
𝑛

2
⌋ + ⌈

𝑛

4
⌉ − ⌊

𝑛

4
⌋)

 

:حالة  𝟎. 𝑛 إذا كان 𝟎 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 4)  عندئذ𝑛  عدد زوجي و ⌈
𝑛

4
⌉ − ⌊

𝑛

4
⌋ =  بالتالي:  0

𝑤(𝑓) ≥ 𝑚(⌊
𝑛

2
⌋)                     

≥ 𝑚 (⌊
𝑛 − 1

2
⌋ + 1) = 𝑚 ⌊

𝑛 − 1

2
⌋ + 𝑚

 

> 𝑚 ⌊
𝑛 − 1

2
⌋ + 1.                                 

ويرفض  2فلا يعطي عدد السيطرة الطيفية من المرتبة   1.1أكبر تماماً من الوزن الذي وجدناه في تمهيديةوزن 
 التوزيع.

:حالة  𝟐. 𝑛 إذا كان 𝟎 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 4)  عندئذ𝑛  عدد زوجي و ⌈
𝑛

4
⌉ − ⌊

𝑛

4
⌋ =  بالتالي:  1

𝑤(𝑓) ≥ 𝑚 (⌊
𝑛

2
⌋ + 1) = 𝑚 ⌊

𝑛

2
⌋ + 𝑚 = 𝑚(⌊

𝑛 − 1

2
⌋ + 1) + 𝑚 

≥ 𝑚 ⌊
𝑛 − 1

2
⌋ + 2𝑚

≥ 𝑚 ⌊
𝑛 − 1

2
⌋ + 4

> 𝑚 ⌊
𝑛 − 1

2
⌋ + 2.

 

ويرفض  2فلا يعطي عدد السيطرة الطيفية من المرتبة   1.1أكبر تماماً من الوزن الذي وجدناه في تمهيديةوزن 
 التوزيع.

: حالة 𝟑. 𝟎 𝑛 ≡ 1, 3 (𝑚𝑜𝑑 4)   عندئذ𝑛   عدد فردي⌈
𝑛

4
⌉ − ⌊

𝑛

4
⌋ =  بالتالي: 1

𝑤(𝑓) ≥ 𝑚 ⌊
𝑛

2
⌋ + 𝑚 = 𝑚 ⌊

𝑛 − 1

2
⌋ + 𝑚

≥ 𝑚 ⌊
𝑛 − 1

2
⌋ + 2

> 𝑚 ⌊
𝑛 − 1

2
⌋ + 1.

 

ويرفض  2فلا يعطي عدد السيطرة الطيفية من المرتبة   1.1في تمهيديةوزن أكبر تماماً من الوزن الذي وجدناه 
 التوزيع.

: حالة 𝟐 𝑓(𝑣1) = 𝑓(𝑣1))بشكل مشابه عندما   1 = 2.) 
 ييصبح لدينا: 𝐶𝑛عندئذ يوجد رقم مشترك مع جميع النسخ لـ 

𝑤(𝑓) ≥ 𝑚(𝛾𝑟2 (𝐶𝑛) − 1) + 1                      
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: حالة 𝟎. 𝟐 𝑛 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 4)  :عندئذ 
𝑤(𝑓) ≥ 𝑚(⌊

𝑛

2
⌋ − 1) + 1                     

≥ 𝑚 ⌊
𝑛 − 2

2
⌋ + 1

 

⌋عدد صحيح فردي عندئذ  𝑘ونعلم أنه إذا كان 
𝑘

2
⌋ = ⌊

𝑘−1

2
 بالتالي: ⌊

𝑤(𝑓) ≥ 𝑚 ⌊
𝑛 − 2

2
⌋ + 1.                      

: حالة 𝟐. 𝟐 𝑛 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 4)  :عندئذ 
𝑤(𝑓) ≥ 𝑚(⌊

𝑛

2
⌋ + 1 − 1) + 1                

≥ 𝑚 (⌊
𝑛 − 1

2
⌋ + 1) + 1 = 𝑚 ⌊

𝑛 − 1

2
⌋ + 𝑚 + 1

≥ 𝑚 ⌊
𝑛 − 1

2
⌋ + 3

> 𝑚 ⌊
𝑛 − 1

2
⌋ + 2.

 

 2فلا يعطي عدد السيطرة الطيفية من المرتبة   1.1وزن أكبر تماماً من الوزن الذي وجدناه في تمهيدية
 ويرفض التوزيع.

: حالة 𝟑. 𝟐 𝑛 ≡ 1, 3 (𝑚𝑜𝑑 4)  :عندئذ 
𝑤(𝑓) ≥ 𝑚 ⌊

𝑛

2
⌋ + 𝑚 −𝑚 + 1 = 𝑚 ⌊

𝑛

2
⌋ + 1 

≥ 𝑚 ⌊
𝑛 − 1

2
⌋ + 1.

 

: حالة 𝟑 𝑓(𝑣1) = 𝑡هنا يكون لدينا من أجل    3 ∈ {1, 2, … ,𝑚}   يكون𝑓(𝑣2
𝑡) = 𝑓(𝑣𝑛

𝑡) =

𝑣3والرؤوس  0
𝑡 , 𝑣4

𝑡, 𝑣5
𝑡 , … , 𝑣𝑛−1

𝑡 :تشكل مسار محدث بالرؤوس في كل نسخة، ييصبح لدينا 
𝑤(𝑓) ≥ 𝑚𝛾𝑟2 (𝑃𝑛−3) + 2                     

≥ 𝑚 (⌊
𝑛 − 3

2
⌋ + 1) + 2

≥ 𝑚(⌊
𝑛 − 1

2
⌋ − 1 + 1) + 2

≥ 𝑚 ⌊
𝑛 − 1

2
⌋ + 2.

 

𝑛في حالة  ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 4)   في حالة يتم المطلوب و𝑛 ≡ 0, 1, 3 (𝑚𝑜𝑑 4)  :نجد أن  
𝑤(𝑓) > 𝑚 ⌊

𝑛 − 1

2
⌋ + 1.                      
 2فلا يعطي عدد السيطرة الطيفية من المرتبة  1.1 وزن أكبر تماماً من الوزن الذي وجدناه في تمهيدية

       ∎ويرفض التوزيع.
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:نظرية  𝟎. 𝑛من أجل  𝟎 > 𝑚و  4 ≥ 𝐷𝑛لبيان  2عدد السيطرة الطيفية من المرتبة   2
(𝑚) يعطى بالعلاقة: 

𝛾𝑟2 (𝐷𝑛
(𝑚)
) = {

𝑚 ⌊
𝑛 − 1

2
⌋ + 1:   𝑛 ≡ 0, 1, 3 (𝑚𝑜𝑑 4),

𝑚 ⌊
𝑛 − 1

2
⌋ + 2:   𝑛 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 4).        

 

 ∎يتم المطلوب.     2.1 والتمهيدية 1.1من التمهيدية  البرهان:
𝐷5إذا أردنا إيجاد عدد السيطرة الطيفية للبيان أمثلة: 

𝑛حيث  1.1في النظرية علاقة فيتم تطبيق ال (6) = و   5
𝑚 = 𝛾𝑟2 (𝐷5كالتالي: 6

(6)
) = 6 ⌊

5−1

2
⌋ + 1 = 13  . 

𝐷6وللبيان 
𝛾𝑟2 (𝐷6يكون:   (8)

(8)
) = 8 ⌊

6−1

2
⌋ + 2 = 18. 

على هذين 2 يعطي عدد السيطرة الطيفية من المرتبة  2RDFالذي يمثل تطبيق تابع  (5)انظر للشكل 
 .البيانين
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 : 𝑱𝒏,𝒎 على بيان جانجير  𝟐عدد السيطرة الطيفية من المرتبة . 2

 باتجاه عقارب الساعة حيث 𝑣𝑖ثم نتابع تسمية الرؤوس  𝑣1وأحد مجاوراته  𝑚الرأس الذي درجته  𝑣0 سنسمي
 1 < 𝑖 ≤ 𝑛𝑚وجود ، أيضا نلاحظ𝑚   حلقة𝐶𝑛+2  محدثة بالرؤوس سنسميها�̀�𝑛+2 كمثا  انظر للشكل ،
(2). 

. 𝟎. 𝒏عندما   𝟐 = 𝟐: 
𝑚من أجل : 1.2تمهيدية  ≥  لدينا:  3

𝛾𝑟2 ( 𝐽2,𝑚 ) ≤ {
𝑚:           عدد زوجي 𝑚,
𝑚 + .𝑚 عدد فردي   :1

 

 
 بالشكل: 2RDFسنعبر عن تابع البرهان: 

𝒗𝟎 

𝒗
𝟐

𝟎
 

𝒗𝟑
𝟎

 
𝒗𝟒
𝟎

 

𝒗𝟓
𝟎

 

𝒗𝟔
𝟎

 

𝒗
𝟐
𝟐 

𝒗𝟑
𝟐 

𝒗𝟒
𝟐 

𝒗𝟒
𝟐 

𝒗𝟓
𝟐 

𝒗𝟐
𝟑 

𝒗𝟑
𝟑 

𝒗𝟒
𝟑 

𝒗𝟓
𝟑 

𝒗𝟔
𝟑 

𝒗𝟐
𝟒 𝒗𝟑

𝟒 

𝒗𝟒
𝟒 

𝒗𝟓
𝟒 

𝒗𝟔
𝟒 

𝒗𝟐
𝟓 

𝒗𝟑
𝟓 

𝒗𝟒
𝟓 

𝒗𝟓
𝟓 

𝒗𝟔
𝟓 

𝒗𝟐
𝟔 

𝒗𝟑
𝟔 

𝒗𝟒
𝟔 

𝒗𝟓
𝟔 

𝒗𝟔
𝟔 

𝒗𝟐
𝟕 

𝒗𝟑
𝟕 

𝒗𝟒
𝟕 

𝒗𝟓
𝟕 

𝒗𝟔
𝟕 

𝒗𝟐
𝟖 𝒗𝟑

𝟖 

𝒗𝟒
𝟖 

𝒗𝟓
𝟖 𝒗𝟔

𝟖 

 

𝒗𝟎 

𝒗
𝟐

𝟎
 

𝒗𝟑
𝟎

 

𝒗𝟒
𝟎

 

𝒗𝟓
𝟎

 

𝒗
𝟐
𝟐 

𝒗𝟑
𝟐 𝒗𝟒

𝟐 

𝒗𝟓
𝟐 

𝒗𝟐
𝟑 

𝒗𝟑
𝟑 

𝒗𝟒
𝟑 

𝒗𝟓
𝟑 

𝒗𝟐
𝟒 

𝒗𝟑
𝟒 

𝒗𝟒
𝟒 

𝒗𝟓
𝟒 

𝒗𝟐
𝟓 

𝒗𝟑
𝟓 𝒗𝟒

𝟓 

𝒗𝟓
𝟓 

𝒗𝟐
𝟔 

𝒗𝟑
𝟔 

𝒗𝟒
𝟔 

𝒗𝟓
𝟔 

𝑫𝟓على  2RDFتطبيق يمثل  (5)الشكل 
𝑫𝟔و (𝟔)

(𝟖) 
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𝑓(𝑣0, 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣2𝑚) = 𝑓(𝑣0)𝑓(𝑣1)𝑓(𝑣2)…𝑓(𝑣2𝑚). 
 التالي: 2RDFتابع   𝐽2,𝑚 وسنعرف على 

𝑓(𝑣0, 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣2𝑚) = {
,𝑚 عدد زوجي          :1020…010201020
.𝑚 عدد فردي        :102011…01020102

 

,0الأرقام  حيث 1, 2, ,∅المجموعات  تمثل  3 {1}, {2}, {1,2}. 
 توزيع آخر إما له نفس الوزن أو أكبر. نلاحظ أن التوزيع السابق هو التوزيع الأمثل وأي

 مع تابع وزن يحقق:  𝐽2,𝑚 على  2RDFتابع   𝑓وبما أن 

𝑤(𝑓) = {
𝑚:           عدد زوجي 𝑚,
𝑚 + .𝑚 عدد فردي   :1

 

 بالتالي

𝛾𝑟2 ( 𝐽2,𝑚 ) ≤ {
𝑚:           عدد زوجي 𝑚,                
𝑚 +   ∎          .𝑚 عدد فردي   :1

 

 
:تمهيدية  𝟐. 𝑚من أجل  𝟐 ≥  لدينا:  3

𝛾𝑟2 ( 𝐽2,𝑚 ) ≥ {
𝑚:           عدد زوجي 𝑚,
𝑚 + .𝑚 عدد فردي   :1

 

 البرهان:
:حالة  𝟎 𝑓(𝑣0) = 𝑓(𝑢)فإن   𝑣0من مجاورات الرأس 𝑢في هذه الحالة أيا يكن الرأس  3 = 0 ،

,𝑣𝑘+1يتصل مع الرأسين  𝑣0لا يجاور 𝑣𝑘يوجد رأس   �̀�4وفي كل حلقة محدثة بالرؤوس 𝑣𝑘−1   الذين
 يحققان: 
 𝑓(𝑣𝑘−1) = 𝑓(𝑣𝑘+1) = 𝑓(𝑣𝑘)وهذا ما يجبر ذلك الرأس أن يكون إما  0 = 𝑓(𝑣𝑘)أو  1 =

 ليصبح لدينا: 2RDFوإلا يخالف تعريف  2
𝑤(𝑓) ≥ 𝑚 + 2                     

> 𝑚 + 1.
 

 2فلا يعطي عدد السيطرة الطيفية من المرتبة  1.2وزن أكبر تماماً من الوزن الذي وجدناه في تمهيدية 
 ويرفض التوزيع.

: حالة 𝟐 𝑓(𝑣0) = 𝑓(𝑣0))بشكل مشابه عندما  1 = 2.) 
|𝑓(𝑣𝑘−1)|فإن  𝑣0من مجاورات  𝑣𝑘هنا أياً كان  + |𝑓(𝑣𝑘)| + |𝑓(𝑣𝑘+1)| ≥ وإلا يخالف  1

𝑓(𝑣1)، فإذا كان 2RDFتعريف  = 𝑓(𝑣2)عندئذ إما  0 = 𝑓(𝑣2𝑚)و  2 = 𝑓(𝑣2𝑚)أو  0 =  و 2
𝑓(𝑣2) = 𝑓(𝑣2)التناظر لنفرض أن  ( وبسبب2RDFوإلا يخالف تعريف ) 0 = ، وهذا ما يجعل 2
𝑓(𝑣3) = 𝑤(𝑓) التي تليها وبالمتابعة نجد أن �̀�4ولنلاحظ أن ذلك يتكرر في الحلقة  0 = 𝑚 + ففي  1
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𝑤(𝑓)زوجي يصبح لدينا  𝑚فردي يتم المطلوب، أما في حالة  𝑚حالة  ≥ 𝑚 + 1 > 𝑚   وهذا وزن أكبر تماماً من
 ويرفض التوزيع. 2فلا يعطي عدد السيطرة الطيفية من المرتبة  1.2الوزن الذي وجدناه في تمهيدية 

𝑓(𝑣1)وإذا كان  = 𝑓(𝑣2)فإن  1 = 𝑓(𝑣3)وهذا ما يجبر  0 =  وبالمتابعة بنفس الطريقة نجد أن: 2

{ 

𝑓(𝑣𝑗) = 0 ∶ 𝑗 = 4𝑖, 4𝑖 + 2,

𝑓(𝑣𝑗) = 1: 𝑗 = 4𝑖 + 1,        

𝑓(𝑣𝑗) = 2: 𝑗 = 4𝑖 + 3.        

 

𝑤(𝑓)زوجي:   𝑚ويكون في حالة   ≥ 𝛾𝑟2 (𝐶2𝑚) + 1 = ⌊
2𝑚

2
⌋ + 1 = 𝑚 + 1 > 𝑚  ًوهذا وزن أكبر تماما

 ويرفض التوزيع. 2فلا يعطي عدد السيطرة الطيفية من المرتبة  1.2من الوزن الذي وجدناه في تمهيدية 
𝑓(𝑣2𝑚−1)فردي فإن   𝑚وإذا كان  =  ويكون: 2RDFوإلا يخالف تعريف   1

𝑤(𝑓) ≥ 𝛾𝑟2 (𝐶2𝑚) + 1 = ⌊
2𝑚

2
⌋ + 1 + 1 = 𝑚 + 2 > 𝑚 + 1 

 2فلا يعطي عدد السيطرة الطيفية من المرتبة  1.2وهذا وزن أكبر تماماً من الوزن الذي وجدناه في تمهيدية 
 ويرفض التوزيع.

: حالة 𝟑 𝑓(𝑣0) = 𝑓(𝑢)يحقق 𝑢وليكن   𝑣0وهنا إما أحد مجاورات   0 = ,𝑢أو يوجد رأسين  3 𝑣   من
𝑓(𝑢)إما يحققان   𝑣0مجاورات  = 𝑓(𝑣)و  1 =  أو العكس. 2

𝑓(𝑣1)فإذا كان  = 𝑓(𝑣2𝑚)فإن  3 = 𝑓(𝑣2) = ليصبح محدث بالرؤوس   𝑃2𝑚−3ونحصل على مسار 0
 لدينا:

𝑤(𝑓) ≥ 𝛾𝑟2 (𝑃2𝑚−3) + 2 = ⌊
2𝑚 − 3

2
⌋ + 1 + 2 = 𝑚 − 1 + 1 + 2 = 𝑚 + 2 > 𝑚 + 1 

ويرفض  2فلا يعطي عدد السيطرة الطيفية من المرتبة  1.2وزن أكبر تماماً من الوزن الذي وجدناه في تمهيدية 
 التوزيع.

𝑓(𝑣1)وإذا كان  = 𝑓(𝑣2)فإن بالتالي  1 = 𝑓(𝑣3)وهذا ما يجبر  0 = يحقق تعريف  𝑣0ليصبح  2
2RDF وبالمتابعة بنفس الطريقة نجد أن ، 

{ 

𝑓(𝑣𝑗) = 0: 𝑗 = 4𝑖, 4𝑖 + 2,

𝑓(𝑣𝑗) = 1: 𝑗 = 4𝑖 + 1,        

𝑓(𝑣𝑗) = 2: 𝑗 = 4𝑖 + 3.        

 

 
𝑤(𝑓)زوجي:   𝑚ويكون في حالة   ≥ 𝛾𝑟2 (𝐶2𝑚) = ⌊

2𝑚

2
⌋ = 𝑚، 

𝑤(𝑓) :فردي  𝑚حالة  وفي  ≥ 𝛾𝑟2 (𝐶2𝑚) = ⌊
2𝑚

2
⌋ + 1 = 𝑚 +  ∎وهو المطلوب.             1

 
𝑚من أجل : 1.2نظرية  ≥  :يعطى بالعلاقة  𝐽2,𝑚 لبيان  2عدد السيطرة الطيفية من المرتبة   3

𝛾𝑟2 ( 𝐽2,𝑚 ) = {
𝑚:           عدد زوجي 𝑚,
𝑚 + .𝑚 عدد فردي   :1
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 ∎يتم المطلوب.     2.2 والتمهيدية1.2 من التمهيدية  البرهان:
𝛾𝑟2 ( 𝐽2,12 )أمثلة:  = 12 ،𝛾𝑟2 ( 𝐽2,15 ) = 15 + 1 =  للتوضيح. (6)، انظر للشكل 16

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝟐. 𝒏 عندما .𝟐 = 𝟑: 
 

:تمهيدية  𝟑. 𝑚من أجل   𝟐 ≥  لدينا:  3

𝛾𝑟2 ( 𝐽3,𝑚 ) ≤ {
⌊
3𝑚

2
⌋:            𝑚 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 4),

⌊
3𝑚

2
⌋ + 1:   𝑚 ≡ 1, 2, 3 (𝑚𝑜𝑑 4).

 

 بالشكل: 2RDFسنعبر عن تابع البرهان: 
𝑓(𝑣0, 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣2𝑚) = 𝑓(𝑣0)𝑓(𝑣1)𝑓(𝑣2)…𝑓(𝑣2𝑚). 

 

𝑓(𝑣0, 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣2𝑚) = {

010201020…  1020:             𝑚 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 4),
01020102…1020102:         𝑚 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 4),
010201020…  102011:        𝑚 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 4),
010201020…10201:          𝑚 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 4).

 

 
,0الأرقام  حيث 1, 2, ,∅المجموعات  تمثل  3 {1}, {2}, {1,2}. 

 التوزيع الأمثل وأي توزيع آخر إما له نفس الوزن أو أكبر.نلاحظ أن التوزيع السابق هو 
 مع تابع وزن يحقق:  𝐽3,𝑚 على  2RDFتابع   𝑓وبما أن 

𝑤(𝑓) = {
⌊
3𝑚

2
⌋:            𝑚 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 4),          

⌊
3𝑚

2
⌋ + 1:   𝑚 ≡ 1, 2, 3 (𝑚𝑜𝑑 4).

 

 

C

C

𝒗𝟎 

𝒗𝟎 
𝒗𝟐 

𝒗𝟑 

𝒗𝟒 

𝒗𝟓 

𝒗𝟔 

𝒗𝟕 

𝒗𝟖 

𝒗𝟗 

𝒗𝟎𝟎 

𝒗𝟎𝟎 

𝒗𝟎𝟐 𝒗𝟎𝟑 𝒗𝟎𝟒 
𝒗𝟎𝟓 

𝒗𝟎𝟔 

𝒗𝟎𝟕 

𝒗𝟎𝟖 

𝒗𝟎𝟗 

𝒗𝟐𝟎 

𝒗𝟐𝟎 

𝒗𝟐𝟐 

𝒗𝟐𝟑 
𝒗𝟐𝟒 𝒗𝟎 

𝒗𝟐 
𝒗𝟑 

𝒗𝟒 

𝒗𝟓 

𝒗𝟔 

𝒗𝟕 

𝒗𝟖 

𝒗𝟗 

𝒗𝟎𝟎 

𝒗𝟎𝟎 

𝒗𝟎𝟐 

𝒗𝟎𝟑 
𝒗𝟎𝟒 

𝒗𝟎𝟓 𝒗𝟎𝟔 𝒗𝟎𝟕 
𝒗𝟎𝟖 

𝒗𝟎𝟗 

𝒗𝟐𝟎 

𝒗𝟐𝟎 

𝒗𝟐𝟐 

𝒗𝟐𝟑 

𝒗𝟐𝟒 

𝒗𝟐𝟓 

𝒗𝟐𝟔 

𝒗𝟐𝟕 

𝒗𝟐𝟖 
𝒗𝟐𝟗 

𝒗𝟑𝟎 

𝒗𝟎 

  𝑱𝟐,𝟎𝟓 و  𝑱𝟐,𝟎𝟐 على  2RDFتطبيق يمثل  (6)الشكل 
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 بالتالي

𝛾𝑟2 ( 𝐽3,𝑚 ) ≤ {
⌊
3𝑚

2
⌋:            𝑚 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 4),                    

⌊
3𝑚

2
⌋ + 1:   𝑚 ≡ 1, 2, 3 (𝑚𝑜𝑑 4).       ∎ 

 

𝑚من أجل  :4.2تمهيدية  ≥  لدينا:  3

𝛾𝑟2 ( 𝐽3,𝑚 ) ≥ {
⌊
3𝑚

2
⌋:            𝑚 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 4),

⌊
3𝑚

2
⌋ + 1:   𝑚 ≡ 1, 2, 3 (𝑚𝑜𝑑 4).

 

 البرهان:
:حالة  𝟎 𝑓(𝑣0) = 𝑓(𝑢)فإن  𝑣0من مجاورات   𝑢، في هذه الحالة أيا يكن3 = وفي كل حلقة محدثة  ،0
|𝑓(𝑣)|، بالتالي 0ويجاوران رأسين لهما الرقم   𝑣0لا يجاوران 𝑣,𝑤يوجد رأسين   �̀�5بالرؤوس + |𝑓(𝑤)| = وإلا  2

 ، فأصبح لدينا:2RDFيخالف تعريف 
𝑤(𝑓) ≥ 2𝑚 + 2                     

≥ 𝑚 +𝑚 + 2

> 𝑚 + ⌊
𝑚

2
⌋ + 1 = ⌊

3𝑚

2
⌋ + 1.

 

ويرفض  2فلا يعطي عدد السيطرة الطيفية من المرتبة  3.2وزن أكبر تماماً من الوزن الذي وجدناه في تمهيدية 
 التوزيع.

:حالة  𝟐  𝑓(𝑣0) = 𝑓(𝑣0))مشابهة لحالة 1 = 𝑓(𝑣1)(، إذا كان 2 = 𝑓(𝑣2)بالتالي  0 = ليصبح  2
𝑓(𝑣3) = 𝑓(𝑣4)وبدوره يجعل  0 = يوجد ثلاثة أرقام رقم على  �̀�5وبالمتابعة بنفس الطريقة نجد أن في كل حلقة  1

𝑣0  ورقم على أحد الرأسين الذين لا يجاوران𝑣0  ورقم مشترك بين حلقتين�̀�5  متجاورتين، لنلاحظ أن الرأس𝑣0  لم
𝑤(𝑓) يؤثر على توزيع الأرقام على الحلقة بالتالي ≥ 𝛾𝑟2 ( 𝐶3𝑚 ) + 𝑚وفي حالة  1 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 4): 

𝑤(𝑓) ≥ ⌊
3𝑚

2
⌋ + 1

> ⌊
3𝑚

2
⌋.      

 

ويرفض  2فلا يعطي عدد السيطرة الطيفية من المرتبة  3.2وزن أكبر تماماً من الوزن الذي وجدناه في تمهيدية 
 التوزيع.

𝑚وفي حالة  ≡ 1, 2, 3 (𝑚𝑜𝑑 4): 
𝑤(𝑓) ≥ ⌊

3𝑚

2
⌋ + 1 + 1 = ⌊

3𝑚

2
⌋ + 2   

>   ⌊
3𝑚

2
⌋ + 1.                               

 

ويرفض  2فلا يعطي عدد السيطرة الطيفية من المرتبة  3.2وزن أكبر تماماً من الوزن الذي وجدناه في تمهيدية 
 التوزيع.

𝑓(𝑣1)وإذا كان  =  .𝑣1بدلًا من  𝑣4نعود للحالة السابقة بمناقشة الرأس  1
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𝑓(𝑣1)إذا كان  = 𝑓(𝑣2)بالتالي  3 = 𝑓(𝑣2𝑚) =  ويكون: 0

𝑤(𝑓) ≥ 𝛾𝑟2 ( 𝑃3𝑚−3 ) + 2 + 1                 

≥ ⌊
3𝑚 − 3

2
⌋ + 1 + 3

≥ ⌊
3𝑚

2
⌋ + 3 > ⌊

3𝑚

2
⌋ + 1.

 

 2فلا يعطي عدد السيطرة الطيفية من المرتبة  3.2وزن أكبر تماماً من الوزن الذي وجدناه في تمهيدية 
 ويرفض التوزيع.

:حالة  𝟑  𝑓(𝑣0) = 𝑓(𝑣1)يحقق  𝑣1يجبر إما أحد مجاوراته وليكن  𝑣0بالتالي  0 =  بالتالي 3
 𝑓(𝑣2) = 𝑓(𝑣2𝑚) =  ، ويكون:0

𝑤(𝑓) ≥ 𝛾𝑟2 ( 𝑃3𝑚−3 ) + 2             

≥ ⌊
3𝑚 − 3

2
⌋ + 1 + 2

≥ ⌊
3𝑚

2
⌋ + 2 > ⌊

3𝑚

2
⌋ + 1.

 

 2فلا يعطي عدد السيطرة الطيفية من المرتبة  3.2وزن أكبر تماماً من الوزن الذي وجدناه في تمهيدية 
 ويرفض التوزيع.

,𝑣أو أن يكون له مجاورين  𝑢  إما يحققان𝑓(𝑢) = 𝑓(𝑣)و  1 =  أو العكس. 2
𝑓(𝑣1)لنفرض أن  = 𝑓(𝑣2)ليتبع ذلك أن  1 = 𝑓(𝑣3)ثم  0 = لا  𝑣0وهكذا بالمتابعة نجد أن  2

𝑤(𝑓)بالتالي: 2RDFيؤثر على الحلقة ويحقق تعريف  ≥ 𝛾𝑟2 (𝐶3𝑚)    وفي حالة𝑚 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 4) 
 يكون 

 𝑤(𝑓) ≥ ⌊
3𝑚

2
𝑚وفي حالة  ⌊ ≡ 1, 2, 3 (𝑚𝑜𝑑 4)  لدينا𝑤(𝑓) ≥ ⌊

3𝑚

2
⌋ + وهو المطلوب.     1

∎ 
:نظرية  𝟐. 𝑚من أجل  𝟐 ≥  :يعطى بالعلاقة  𝐽3,𝑚 للبيان  2عدد السيطرة الطيفية من المرتبة   3

𝛾𝑟2 ( 𝐽3,𝑚 ) = {
⌊
3𝑚

2
⌋:            𝑚 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 4),

⌊
3𝑚

2
⌋ + 1:   𝑚 ≡ 1, 2, 3 (𝑚𝑜𝑑 4).

 

 البرهان:
 ∎يتم المطلوب.      4.2 والتمهيدية  3.2من التمهيدية 
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𝛾𝑟2 ( 𝐽3,12 )أمثلة:  = ⌊
3×12

2
⌋ = 18 ،𝛾𝑟2 ( 𝐽3,13 ) = ⌊

3×13

2
⌋ + 1 = 19 + 1 = 20.  

 للتوضيح. (7)انظر للشكل 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 :الاستنتاجات والتوصيات
لبيان طاحونة الهواء الهولندية ويمكن الاستفادة من تلك النتيجة في  2تم إيجاد عدد السيطرة الطيفية من المرتبة 

وعدد السيطرة  2، عدد السيطرة الطيفية المقيدة من المرتبة 2كل من عدد السيطرة الطيفية الأعظمية من المرتبة إيجاد 
أياً يكن   𝐽3,𝑚 و   𝐽2,𝑚 عدد السيطرة الطيفية لبيان جانجير لهذا البيان، وأيضاً تم إيجاد  2الطيفية الكلية من المرتبة 

𝑚العدد الصحيح  ≥ 𝑛لبيان جانجير من أجل القيم  2، وسنعمل على إيجاد عدد السيطرة الطيفية من المرتبة 3 >

 .𝑛ومحاولة تعميم النتيجة على أي قيمة ل ـ  ، 3
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