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□ ABSTRACT □ 

 

We consider a subcritical forced damped 2D Nonlinear Schrödinger equation in the 

non elliptic case NES. We prove that if the initial data is small enough, NES define a 

semigroup  with bounded absorbing set. 
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 مقدّمة:
تسمك تطبيقات واسعة في كثيخ من التفاضمية الجدئية، حيث  معادلة شخودنغخ من أىم السعادلاتتعج 

ونبزات الميدر القريخة ،  [  ]وفي فيدياء البلازما ،  [    ]  السجالات و تظيخ في سياق الأمهاج السائية
 .[     ]  وغيخىا الكثيخ  [  ]،  ججا

 غيخ الشاقرية بالذكل:  شخودنغختكتب معادلة 
                | |                                                          

 .        حيث  حجود كثيخة تابع  و  تسثل الدعة العقجية          حيث
في ىحا العسل سهف نيتم بجراسة سمهك حمهل معادلة متخامجة مدودة بحج قهة خارجية ىي معادلة 

 ، والتي تكتب بالذكل  | |    | |  في حالة  NESغيخ الشاقرية  شخودنغخ
                 | |                                                         

γو        وتشتسي إلى   قهة خارجية مدتقمة عن      حيث  ، بالإضافة إلى معامل التخامج   
 صغيخ بقجر كافي.        في     نظيم كهن 

الأبعاد كسا في تذكل ىحه السعادلة مع حج التخامج وحج القهة الخارجية نظام ديشاميكي غيخ مشتيي 
 .[           ]   الدياق السحكهر في 

حيث درسها مدألة الجاذب الذامل وذلك بعج دراسة  ،اىتسام العجيج من الباحثين شخودنغخمعادلة  شغمت
حالة معادلة  في أي ،بجييية وجهد السجسهعة الساصة والتي تعتبخ دراسة وجهدىا في الحالات السجروسة سابقا  

وجهد جاذب شامل لسعادلة  1988في العام  Ghidagliaإذ أثبت مع مؤثخ لابلاس،  NLS الشاقرية شخودنغخ
ا الجاذب أن ىح Wangأثبت  5991، ثم في العام [5]في         تبهلهجيا الزعيفة في مبالشدبة ل شخودنغخ

      وجهد جاذب شامل في  1999عام  Akrounأثبتت  [1]، وفي [18] الزعيف ىه جاذب قهي في
الحي ىه تعسيم لسعادلة  Davey-Stewartsonأن الشظام Goubet و Husseinأثبت  2009وفي العام 

 -Davey درسها معادلة 2009وأيزا  في عام  [9]في       جاذب شامل في  يسمك شخودنغخ
Stewartson ( السقطعة بالشدبة لمدمن باستخجام صيغة الاستخخاءrelaxation scheme وبخىشها وجهد )

أن [10] في   Goubetو Molinetعام نفدو أثبت وأيزا  في ال [8]جاذب شامل لمشظام الجيشاميكي الشاتج في 
،      غيخ الخطية الستخامجة بزعف يهفخ نظام ديشاميكي يسمك جاذب شامل في  شخودنغختجفق معادلة 

غيخ الستخامجة مع حج كسهني  شخودنغخسمهك حمهل معادلة Goubet وAlounini درس  2014وفي عام 
مع وجهد حج  شخودنغخوجهد جاذب شامل لسعادلة  [20]في  Zhuاثبت  2016، وفي عام [2]تخبيعي في 

سمهك حمهل معادلة  [4]في  Goubet و Dabaa  وفي العام نفدو درس      تكاممي غيخ محمي في  
والتي تعطي تشبؤ عن  ،دراسة مدألة وجهد الجاذب الذامل ومن الججيخ بالحكخ أن .  بهاسهن في  -شخودنغخ

ثباتا  أن الشظام الجيشاميكي تتم بعج دراسة وجهد السجسهعة الساصة التي يعتبخ وجهدىا اسمهك الشظام الجيشاميكي، 
 أما في الحالة غيخ الشاقرية وجهد السجسهعة الساصة في الحالات السحكهرة سابقا  كان بجيييا ، ، و متخامج
NESولكن دراسة مدألة  كهن الطخق الستبعة يرعب تطبيقيا في ىحه الحالة. فلايهجج نتائج في ىحا الدياق

لايسكن معخفة فيسا  بيشسا    1]،[12  كهشي السحمية تذبو دراسة السدألة الشاقرية مع حج غيخ خطي تكعيبي
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لشعخف فيسا إذا  السجسهعة الساصة وجهد لحلك سهف نجرس ىشا مدألة اذا كان ىحا الحل سهف يشفجخ في زمن مشتيي.
  .[17]ج السحكهر في ا  لتعخيف الشظام الجيشاميكي الستخامأم لا وذلك وفق تخامجكان الشظام الجيشاميكي م

 أىمّية البحث وأىدافو:
 ما لحلك من أىسية و  غيخ الشاقريةشخودنغخ لسعادلة تأتي أىسية ىحا البحث في التشبؤ بدمهك الشظام الجيشاميكي 

 .الشظام من خلال السجسهعة الساصةسمهك ىحا في التطبيقات الفيديائية، وييجف ىحا البحث إلى دراسة 
 طرائق البحث وموادّه:

ة وبذكل خاص في مجال السعادلات التفاضمية لحلك فإن لبحث تحت اختراص الخياضيات التطبيقييشجرج ىحا ا
من خلال  السعادلة التفاضمية الجدئية حمهلالتقشيات الخياضية السدتخجمة ىشا تعتسج بذكل أساسي عمى طخائق دراسة 

مع مؤثخ غيخ نتعامل  تأتي كهنشاوالرعهبة ىشا  ،السجسهعة الساصةنبحث عن وجهد  . قات التحميل الجاليتطبي
، بالإضافة إلى التعامل مع شكل ديهىامل بالقجر الكافي ةيات ابتجائية صغيخ ناقري، ولكن نتجاوز الرعهبة بأخح معط

 ليحه السعادلة.
 النتائج والمناقذة:

سشدتخجميا لاحقا ،  في فزاءات محمية( Strichartz Inequalitiesستخيكارز )بجاية  نحكخ بستخاجحة 
 .         وبعجىا نبخىن وجهد مجسهعة ماصة في 

 (:Localized Strichartz Inequalitiesمتراجحات ستريكارتز المحلية ) .1
الشاقرية الخطية، أي غيخ  شخودنغخمن أجل معادلة أن متخاجحات ستخيكارتد تبقى محققة   [   ]  نعمم من

          من أجل
  

  
.     مع شخط ابتجائي                     ةحل لمسعادل الحي يسثل         

 يحقق       من      من أجل كل        حيث أنشا نعمم أنو يهجج ثابت 
          .حيث      |  |         |      |

     
  

  
   

  
، من أجل  نعخفنعخض الآن نتيجة أساسية وىي الذكل السحمي من الستخاجحة الدابقة، ومن أجل ىحا الغخض 

  | |نرف الشظيم    ، عجد معطى    
  (∫ |    | 

 

 
  )

 

  
 نبخىن الآن التسييجية التالية:

    من  عجد معطى، و     ، و       من        من أجل كل : 1تمييدية 

 

  فإن:  
                 

|      |      
        |  |    

                                                                   
|∫             

 

 
|
      
 

       | |
      

 
 

                                                            .  

  :الإثبات
 بديهلة أن نجج حيث ، ( [   ]   ) راجع ندتخجم متخاجحة ستخيكارتد      لإثبات الستخاجحة

|      |      
  |      |    

 (  )        |  |    
    

 وبالاستفادة مخة أخخى من متخاجحة ستخيكارتد نجج   [   ]   ندتخجم الجالة السسيدة     لإثبات الستخاجحة و 
∫              ∫       ( [   ]          )   
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|  ∫             

 

 

|

      
 

 |  ∫       ( [   ]          )   
 

 

|
      
 

       |  ∫       ( [   ]          )   
 

  

|

      
 (  )

       |   [   ]    |
      

 
 (  )

   

 
 
 :(المجموعة الماصةوجود ) تخامدةتعريف نرف زمرة م .2

أن لسدألة القيسة الابتجائية حل شامل بالشدبة لمدمن وذلك من أجل معطيات ابتجائية صغيخة  نبخىن
 .) [   ] وبالتالي نرف الدمخة تكهن مبجدة )راجع بالقجر الكافي، ومن ثم نبخىن وجهد السجسهعة الساصة

 مدألة القيمة الابتدائية: 
 :عمى الذكل  ( NES)   نكتب مدألة القيسة الابتجائية السهافقة لمسعادلة 

                 | |                                       1  
 مدودة بالذخط الابتجائي

                                                                                        
 

 : 1موضوعة
    ثابت معطى بالذكل 0Rمن أجل  

 | |
  (  )

 فيكشظيم  صغيخ بقجر كافي fومن أجل     
   بحيث        

  
 

       
 معخفة بالذكل       مجسهعة تامة في الفزاء    ولتكن ، 

  {           |  |   
  

| |
   
 

     
  

 

       
حل لمسدألة عشجىا فإنو يهجج   { 

   ] )          بحيث يكهن     ]    ]       معخف عمى السجال السحمي 
 [        )  

                  ،  
والحل      فإن        . ومن أجل      تطبيق مدتسخ عمى          والتطبيق

   بحيث                          بالذكل ، أي يسكن تعخيف نرف زمخة عشجىا يكهن شامل
  

 .(6) -(1) مدألة القيسة الابتجائيةحل               
مدألة كهشي السحمية تذبو دراسة السدألة الشاقرية مع حج غيخ خطي  دراسة:  نشهه ىشا أن  الإثبات

  تكعيبي 
 ، وليحا اليجف سهف نطبقششتقل إلى بخىان وجهد الحل الذامللحلك سهف نتجاوزىا ل )  [      ])

يبقى    (  )  |    |و نبخىن أن  ) [ ])انظخ      مبخىشة الشقطة الثابتة عمى شكل ديهىامل لمسعادلة
 :محجود       محجود ولا يشفجخ في زمن مشتيي، عشجىا يكهن الحل شامل. نبخىن أولا  أن الشظيم في 
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في  ̅ بـ     ، فإنو بزخب     ( السهافق لمذخط الابتجائي 6)-(1حل لمسدألة )      من أجل 
 ومكاممة الجدء الحقيقي لمسعادلة، نحرل عمى:       

 

  
|    |  

   | |  
  

 

 
| |  

  
 بالسكاممة نجج 

|    |  
      |  |  

          
| |  

 

  
 

 | |  
 

  
           

 

 
  

|  |   

| |  
           

، ةود من خلال التسييجية التاليمحج       حيث نبخىن أن الشظيم في         نشتقل الآن إلى الشظيم في 
 :ومن بعجىا نبخىن الذسهلية

[   ]  ، ومن أجل                    بحيث أنو من أجل      يهجج  :2تمييدية      
 نجج 

|     |    
             |   |    

 
          

 
    

 سعخفة كسا ذكخنا سابقا .الو              يتعمق فقط بالسعطيات   حيث 
 (1نكتب شكل ديهىامل لمسعادلة )  :الإثبات

                 ∫              | |

 

 

    ∫               

 

 

   

              ;حيث
 نجج              الجالة السداعجة بإدخال، و                  

               ∫      |  |

 

 

       ∫               

 

 

                

عمى التختيب لمطخف اليسيشي من  السداواة       في  لمحج الأول والثاني والثالث             نخمد ب 
 .الدابقة

 نجج     بالشدبة ل 
|  |    

  |       |    
     |   |         

   
 نجج    بالشدبة ل أما 

 

|  |    
  |∫      |  |   

 

 

|

    
    

     |     |
            

 

 
 

 

      | |       
  |  |       

  
  وبسا أن

|    |         
  

      
   فإن

|    |
       
 

     
 
  

 وبالتالي 
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|  |    
           

 
 |  |       

  

 
 لجيشا      بالشدبة ل و 

       ∫               

 

 

                       

 وبالتالي        حيث 
 

|  |    
     |∫                 

 

 

|

    
    

  

|        |    
     |         |    

      
 

 
   |  |    

     |     |    
            

 

 
| |    

  
 بشظيم بختبة        محجود في     لأن 

 
. 

 :كل ما سبق نجج و بالأخح بالحدبان
|  |    

  |   |         
           

 
 |  |       

         
 

 
| |    

            
            |  |بقي أن نعالج 

            كشظيم في  1I ،2I ،3I( نقارن 7باستتخجام )،    
 

  
 (3نجج بالاستفادة من )    بالشدبة ل 

|  |            
   |       |       

      |   |         
    

 نجج    بالشدبة ل أما 
  

|  |            
   |∫       |  |   

 

 
|
       
 

           
 

 |  |       
  

 لجيشا     بالشدبة ل و 

|  |       
     |∫                 

 

 

|

       
 

  

|        |       
  |         |       

      |     |    
         | |    

    , 
 .     ثابت يتعمق فقط ب   حيث أن 

 بالأخح بالحدبان كل ما سبق نجج:و 
|  |       

      |   |         
           

 
 |  |       

                           
  بحيث    باختيار 

    
 

   
 

         
                                                        



 ،د.حدين                                        نظام ديناميكي متخامد لمعادلة شرودنغر غير الناقرية
 
 

05 
 

 فيكهن 
|  |       

       |   |         
                  

 وبالتالي 
|  |    

           
 
 |  |       

       
    

 
            

 
  

 
 ( يتم السطمهب.9وبالاستفادة من )

 تبقى صالحة عمى السجال 2بخىان الذسهلية بالاستفادة من كهن التسييجية  إلى ننشتقل الآ     
 [   ]بجلا  من     [         ] 

|     |  
      | (      )|  

  
| |  

 

  
      |  |  

  
| |  

 

  
 

 | |  
 

  
    

 وكحلك                          
                  |      |         

  
   |  (      )|         

  
          

 

    
 .                    ،             و (9في )كسا معخفة    حيث

            بهضع
 

 : 2بذكل مذابو لمتسييجية  نجج     
|      |         

  
   |  (      )|         

  
     

              |   |         
  

                 

   |   |         
  

  
  

   
 

[         ]وبالتالي من أجل   نجج     

|     |         
  

    |    |         
  

  
  

   
 

   

   
                                  

      

(

 
   

     |   |         
  

 

  

  
 
 

  

)

 
 

   

 :      تطبيق مدتسخ عمى       نبخىن الآن أن 
 نجج       في         مع (5)حمين لمسعادلة     ليكن 

|         |  
    |     |  

  
 .      في                         فإن       فإنو إذا كان 

 .والحل شامل     صغيخة بقجر كافٍ فإن    ونلاحظ إذا كانت 
     من أجل     ، أي أن السعادلة معخفة بشرف الدمخة السهضهعةوبحلك تم إثبات 

 
                    

            
 المجموعة الماصة:وجود 
  تحققأنيا مجسهعة ماصة إذا         من 𝛽مجسهعة جدئية محجودة  يقال عن :1 تعريف
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    𝛽  𝛽                
 بحيث        يهجج         من   ومن أجل كل مجسهعة محجودة 

.      𝛽                    
  𝛽 محجودة ماصة دتشتج وجهد مجسهعةن           بسلاحظة العلاقات

β  {           | |                 {     }}. 
 :الآتيةفي السبخىشة  التي تهصمشا إليياالشتائج  حرخيسكششا الآن 

 :1مبرىنة

 بفخض 

















3

2

02

2

2

0

21

0
16

:
2

2

str

L c
R

f

uRHuY L



في مجسهعة تامة  

 .          فإنو يهجج مجسهعة محجودة ماصة في        
 

 والتوصيات:الاستنتاجات 
ونهصي  ،مجسهعة ماصة تجحب إلييا كل السجسهعات السحجودةتسمك  شخودنغخاستشتجشا أن معادلة 

  .ليحه السعادلة       جاذب شامل في بجراسة وجهد 
 
 المراجع:

 
[1] Akroune, N. (1999). Regularity of the attractor for a weakly 

damped nonlinear Schrödinger equation on R. Applied Mathematics Letters, 

12(3), 45-48. 

[2] Alouini, B., & Goubet, O. (2014). Regularity of the attractor for 

a Bose-Einstein equation in a two dimensional unbounded domain. Discrete & 

Continuous Dynamical Systems-B, 19(3), 651-677.  

[3] Cazenave,T. (1990).  An Introduction to Nonlinear Schrödinger 

Equation, Textos de Métodos Matemáti- cos, Rio de Janeiro. 

[4] Dabaa, A., & Goubet, O. (2016). Long time behavior of 

solutions to a Schrödinger-Poisson system in   . Communications on Pure & 

Applied Analysis, 15(5), 1743.  

[5] Ghidaglia,  J. (1988).  Finite dimensional behavior for the 

weakly damped  driven  Schrödinger  equations, Ann. Inst. Henri Poincaré, 5, 

365-405. 

 

[6] Ghidaglia, J., & Saut, J.  (1993).  Nonelliptic Schrödinger 

equations. Nonlinear Sci. 3, no. 2, 169-195. 

[7] Ghidaglia, J., & Saut,  J. (1990).  On the initial value problem for 

the Davey-Stewartson systems, Non- linearity 3 , 475-506. 

[8] Goubet, O., & Hussein, M. (2009). Dynamical properties for a 

relaxation scheme applied to a weakly damped non local nonlinear Schrodinger 

equation. Analele Stiintifice ale Universitatii Ovidius Constanta, 17, 71-82. 

[9] Goubet, O., & Hussein, M. (2009). Global attractor for the 



 ،د.حدين                                        نظام ديناميكي متخامد لمعادلة شرودنغر غير الناقرية
 
 

01 
 

Davey-Stewartson system on   . Communications on Pure & Applied Analysis, 8(5), 

1555-1575.  

[10] Goubet, O., & Molinet, L. (2009). Global attractor for weakly damped 

nonlinear Schrödinger equations in       . Nonlinear Analysis: Theory, Methods & 

Applications, 71(1-2), 317-320.  

[11]  Hale, J. (1988).  Asymptotic Behavior of Dissipative Systems, Math. 

surveys and Monographs, AMS, Providence, 25. 

[12]  Kato, T. (1975).  Quasi-linear equations of evolution, with applications to 

partial differential equations, Lecture Notes in Math., 448, Springer, 25-70. 

[13]  Miranville,  A.,  &  Zelik, S. (2008).  Attractors for dissipative partial 

differential equations in bounded and unbounded domains, Handbook of Differential 

Equations, Evolutionary Partial Differential Equations,4, C.M. Dafermos and M. 

Pokorny eds., Elsevier, Amsterdam, (103-200). 

[14] Nishinari, K., & Abe, K., &  Satsuma, J. (1994).  Multi-dimensional 

behavior of electrostatic ion wave in a magnetized plasma, Phys. Plasmas, 1, 2559-

2565. 

[15]  Raugel, G. (2002).  Global attractors in partial differential equations, 

Handbook of Dynamical Systems, North-Holland, Amsterdam, 2, (885-982). 

[16] Sulem, C., &  Sulem, P-L.( 1999)  The nonlinear Schrödinger equation. 

Self-focusing and wave collapse. Applied Mathematical Sciences, 139. Springer-

Verlag, New York. 

[17]  Temam, R. ( 1997).  Infinite Dimensional Dynamical Systems in 

Mechanics and Physics, Springer-Verlag, Second Edition. 

[18]  Wang, X. (1995).  An energy equation for the weakly damped driven 

nonlinear Schrödinger equations and its applications to their attractors, Physica D, 

88, 167-175. 

[19]  Wei, J., &  Wu, Y. (2222). On some nonlinear Shrodinger equations in 

  , Proceeding of the royal society of Edinburgh, section mathematics, 1-26. 

[20]   Zhu, C. (2016). Global Attractor of nonlocal nonlinear Schrodinger 

equation on  . Advances in Analysis, 1(1). 

[21]   Zhao, Y., &  Fan, E. (2023). Existence of global solutions to the nonlocal 

Schrodinger equation on the line. Studies in applied mathematics, preprint 

arXiv:2207.04151. 

   

 


