
71 

 

 
 

الواقع تحت كمون الحر مغاز البوزوني دراسة بعض المقادير الترموديناميكية ل
 بعج  Nفي ال وى فع  ق  

 *د. آصف محدن يوسف
 

 (2022/ 2/ 20تاريخ النذر  – 27/12/2021)تاريخ الإيجاع 
 

 □ممخ ص  □
 

  
 عاـ في فخاغ عاؿ فتؼّ في ىحا البحث حداب بعض السقاديخ التخمؾديشاميكية لغاز بؾزه تحت كسؾف قؾى 

d.آيشذتايؽ الستكاثف .  -تؼّ حداب الدعة الحخارية عشج درجة الحخارة الحخجة لغاز بؾزه حيث   متعجد الأبعاد
تتبع تبيؽ مؽ خلاؿ الحداب أف  السقاديخ الفيديائية السجروسة ىشا تابعة لجرجة الحخارة والكسؾف الخارجي وكحلػ 

دابيا بجقة . تؼّ حو الفيديائية بشفذ الظخيقة الستبعة ىشا نغخياً  السقاديخ، كسا يسكؽ حداب أغمب أبعاد الفخاغ 
التي تؼ حدابيا في  d السخاجع مؽ أجل أبعاد فخاغ أصغخ مؽ مؽ  لجيشا فخمقارنة ىحه الشتائج مع ما ىؾ متؾ 

 بحثشا الحالي. 
 رجي متعجد الأبعادأيشذتايؽ السثالي، تابع التحاص، الكسؾف الخا –الكمسات السفتاحية :غاز بؾزه 
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□ ABSTRACT □ 

 

 

In this paper we calculate pressure and heat capacity of Bose-Einstein gas under 

external effective potential at critical temperature in N Dimensions. We conclude that all 

quantities treated hire are dependent of dimensionality precisely. We also compared our 

results with other expressions available in literature.  
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 مقجمة: 
الباب عمى   E.Cornell ,C.Wieman ,W. Ketterlle  [1]تي أجخاىا  فتحت نتائج التجارب ال

أيشذتايؽ في السختبخ تجخيبياً، وقج أجخيت ىحه التجارب  –فيدياء ججيجة حيث تؼ التحقق مؽ وجؾد تكاثف بؾزة 
 ( وغيخىا مؽ السعادف....Sodiumوالرؾديؾـ )   (Rubidiumعمى بخار الخبيجيؾـ )  

لبحؾث والتجارب لتظبيقيا في جسيع مجالات التكشؾلؾجيا الحجيثة وخاصة في تلاحقت بعج ىحا الكذف ا
كاف لا بج مؽ الفيؼ العسيق لمغؾاىخ التخمؾديشاميكية أولًا وىي تدتشج  مجاؿ التبخيج والميدر وتظبيقات البلازما.

 أيشذتايؽ. –تؾزع بؾزة ديخاؾ ، و  –بؾلتدماف ، تؾزع فيخمي  –الى قؾانيؽ الفيدياء الإحرائية مثل تؾزع ماكدؾيل 
 (α= )تختبط ىحه التؾزعات بظخيقة رياضية معقجة مع تابع غاما الحي يأخح الذكل التالي :

  ع ىحا التابع بالخؾاص الآتية:يتست ()

 
 

 
 (BEC)آيشذتايؽ   –بؾزه  تغيخ الجراسات الحالية في الفيدياء الشغخية أىسية بالغة لفيؼ عاىخة تكاثف

 ]مؽ جسيع جؾانبيا حيث تُغيخ ىحه الجراسات أف التكاثف يسكؽ أف يحجث حتى في جسمة البؾزونات الحخّة 
الأخيخة لأىسية عاىخة التكاثف وخاصة في مجاؿ ونة بت ىحه الغاىخة الكثيخ مؽ الباحثيؽ في الآ، وجح   [1,5

لفيؼ عؾاىخ فيديائية أخخى تشتج عشيا وخاصة في الغازات أنؾاعيا. ومعالجة الدظؾح والرشاعة بسختمف التبخيج 
.كشتيجة لمجراسات ىحه   magnetically trap alkali gases [6-9]القمؾية السحرؾرة ) السقيّجة( مغشاطيدياً  

يحه والسشظقة بجؾار الشقط الحخجة ل   [15-10]وىي متشؾعة ومختمفة ججاً وقج دُرست أىسية أبعاد ىحه الجسل 
لجسمة البؾزونات حيث تؼّ انجاز الشتائج تجخيبياً   Casimir effect  [18-21]  الكسييسيخ ز الغؾاىخ وأثخ كا

آيشذتايؽ في جسمة بؾزونات عجيسة الكتمة ، ىحه  –مع ملاحغة تكاثف بؾزه    [18-16] في الآونة الأخيخة 
 ىحا السجاؿ . أنجده الباحثؾف التجخيبيؾف في التجخبة تُسثل تحجياً كبيخاً 

   (interaction between particles)كسا نعمؼ أنو لا بجّ مؽ وجؾد التأثيخ الستبادؿ بيؽ الجديئات  
الستبادؿ بيؽ الجديسات البؾزونية بعيؽ الاعتبار تُربح دراسة الغاىخة وبأخح التأثيخ  في الجسل الحقيقية 

أما تجخيبياً يؤخح التأثيخ الستبادؿ بيؽ الجديسات عشج .  وحداب السقاديخ الفيديائية غايةً في الرعؾبة تحميمياً 
. وىشا تؼّ  [21]ضعيفاً مبؾزونات  العجد الكمي ل N حيث   وندبة التكاثف  درجة الحخارة الحخجة  

ة . ىحا ما افتخاض أنو في حالة الكثافات السشخفزة يسكؽ اعتبار جسمة البؾزونات عمى أنيا جديسات حخّ 
   بعج.  dافتخضشاه ىشا أيزاً في دراستشا التحميمية حيث اعتبخنا البؾزونات حخّة في كسؾف خارجي بػ 

 تكؾف القيؾد أو الذخوط الحجيّة السفخوضة عمى الكسؾف الخارجي مؤثّخة ججاً عمى الخؾاص الفيديائية
فعّالة في دراستو ىحه الجسل وقج درس  لمجسمة التي نقؾـ بجراستيا وىشا تكؾف الظخائق الإحرائية ىي ال

Salanasich  [12]      في     ىحه الحالة في حالة كسؾف قؾى خارجي متشاعخ مؽ الذكلd    بعج
بحداب السقاديخ   Salanasichوىي دراسة شيّقة وميسة في فيؼ البجاية لمجراسة الإحرائية لحالتشا ىشا . قاـ 



 ,د.يوسف                                                                                الحر دراسة بعض المقادير الترموديناميكية لمغاز البوزوني

02 

 

ىي  nحيث    عشج   BECثف  حيث عيخ التكا N عتساداً عمى عجد الجديسات الفيديائية السختمفة ا 
 . Salanasich [14]مؽ قبل  الأسّ في  الكسؾف السدتخجـ 

،  ولكؽ ليذ تشاعخياً     d=2تحت كسؾف مؽ أجل   (trapped) الحجخمسكشة في    BEC   كسا نعمؼ فإف 
ىي تحؾّؿ مؽ السختبة     d=3مؽ أجل البؾزونات الحخّة عشج   BECكسا أف بذكل مشاسب ،   nاختيار  يجب عشجىا 

ومؽ غيخ السعخوؼ حتى الؾقت الحاضخ عؽ طؾر مختبة التحؾؿ لمبؾزونات في   الحجخ    [7,8,10]الأولى  
(trapped في حالة بعج كيفي  )ؾؿ . يُبحؿ في الؾقت الحاضخ جيج بحثي كبيخ نغخي وتجخيبي لتبياف علاقة التح

لمخؾاص التخمؾديشاميكية  . تؼّ الحداب التحميمي    [3,10,12,13]بأبعاد الفخاغ     ( phasetransition)الظؾريّ  
 خاص تبياف التشاعخ بيؽ الحالتيؽ وبذكل   [19,21]بعج مؽ أجل البؾزونات والفخميؾنات عمى حج  سؾاء  dوغيخىا في 

 بؾزوف ( في فخاغ ذو بعجيؽ. –)فيخميؾف 
بعج الؾاقع    dمغاز االبؾزوني الحخّ في لشا ىشا سؾؼ نحاوؿ حداب بعض السقاديخ التخمؾديشاميكية في بحث

الكسؾف التخمؾديشاميكي  الأساسي ومؽ ثؼّ انظلاقاً مؽ تحت كسؾف قؾى عاـ ، ولمقياـ بيحا العسل سؾؼ نقؾـ بحداب 
 P، الزغط   S، الأنتخوبية Eكالظاقة الجاخمية   السظمؾبة ىحا الكسؾف سشقؾـ بحداب جسيع الكسيات التخمؾديشاميكية 

لغاز  ، والدعة الحخارية وىحه السقاديخ السحدؾبة تسكششا مؽ حداب مقاديخ ميسة مثل ندبة التكاثف N،عجد الجديئات 
  .والذخوط العامة لغيؾر حالة التكاثف بؾزه 

 طرائق البحث ومواده
  علاقات أساسية : -1

 يكية فيسا بيشيا بالعلاقة .تختبط السقاديخ التخمؾديشام

 
الكسؾف التخمؾديتاميكي ،  µالحجؼ الحي تذغمو الجسمة ،   Vالأنتخوبية ،   S،الظاقة الجاخمية لمجسمة  Uحيث 

N  .العجد الكمي لمجديسات في الجسمة السجروسة 
 :[7]كسا أف العلاقات التفاضمية ليحه السقاديخ تختبط فيسا بيشيا بالعلاقات الآتية

 
 

 
 

أف نبيّؽ أنو مؽ    ( Clausius – Clapeyron)كلابيخوف  –كلاوزيؾس   إلى جانب ىحا ندتظيع مؽ معادلة
 . كاف أي بُعج مؽ أجلىي تحؾّؿ طؾريّ مؽ السختبة الأولى      d=3    [8,10 ]أجل جسمة البؾزونات الحخّة عشج 

 ثابت   aالجفع   و      pحيث         بجلًا مؽ     في الياممتؾني السجروس ىشا    سشأخح:  ملاحظة
. نأخح الظاقة بذكل عاـ في  كثافة الحالات   لمبوزونات الحر ة تحت كمون قوى عام -1

 حالتشا كسا يمي : 
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تحجد الكسؾف     ،  مخكبات السؾضع     ،الجفع ) عدـ كسية الحخكة(   pحيث 
نحرل عمى الياممتؾني   b=1/2m   و  السجروس ىشا  فسثلًا اذا أخحنا عمى سبيل السثاؿ  

   [7,8,10,17]السعخوؼ في السخاجع  
 جسيع حجود     وكحلػ     مؽ أجل الجسمة ذات الجديسات الحخّة    

 وتعظى الكثافة بالعلاقة       شجما  الكسؾف تشتيي الى الرفخ ع

 
 

 ( نجج أف الكثافة تُعظى بالعلاقة 2( في  )1بتعؾيض السعادلة  )

 

                     حيث

 
g   الحجؼ في       .   والدبيؽ   لمعامل تحمd   ُعج  وأف تابع غاما السعخوؼ ب

 ىؾ 

 
 وتابع التؾزع الكبيخ ىؾ 

حيث            
       

نؾني ا. باستخجاـ التؾزع الق الكسؾف الكيسيائي   ،         وأفثابتة بؾلتدماف            و
بادؿ الظاقة مع الؾسط الخارجي الكبيخ حيث تكؾف الجسمة السجروسة غيخ مقيجة بعجد الجديسات ويسكؽ أف تت

يكؾف الكسؾف  ندتظيع استخجاـ قؾانيؽ التؾزع لحداب القيؼ الؾسظى لجسيع السقاديخ الفيديائية السظمؾبة.
رجي ثابتاً بيشسا يتغيخ عجد الجديسات . لؾصف ىحه الجسمة االتخمؾديشاميكي لمجسمة السفتؾحة عمى الؾسط الخ

 ندتخجـ تابع التحاص 
ب N :حيث تؼ أستبجاؿ  F(T,V,N)-µN :(T,V,µ)Ω=بالعلاقة الآتيةالظاقية  تعظى كثافة الحالات 

µ .ويكؾف  في علاقة تابع التحاصΩ : ًمؽ أجل جسمة مكؾنة مؽ نؾع واحج مؽ الجديسات مداويا 
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 grand partitionتابع التحاص الكبيخ ) استشتاجيسكؽ عجد الحالات الكمية في الجسمة .  حيث 
function ( أو )grand canonicalديخ الفيديائية بعجة خظؾات رياضية ا( الحي ندتخجمو في حداب كافة السق

 Lagrang Multiplyer)ج نوطخيقة مزاريب لاغخا (Sterling Formula)   عمى علاقة ستيخليشغ  وبالاعتساد
Method )غة الآتية :ص بالرياحيث يعظي الحداب تابع التح السعخوفتيؽ 

 
 ،  حيث 

 
 
 

 ( كسا يمي 5فيخمي نكتب التؾزع القانؾني الكبيخ ) –وباستخجاـ تقخيب تؾماس 

 
 كسا يمي :   q( يسكؽ كتابة 3باستخجاـ كثافة الحالات العلاقة )

 
 ر يكتب بالذكل :وأيزاً تابع تؾزع بؾ       &             حيث 

 
 فيربح التابع      يجب التأكيج عمى الذخطيؽ  في طؾر التكاثفو 

 ريساف –وىؾ تابع زيتا    
 حداب الظاقة الجاخمية لمغاز البؾزوني:

 :التالية  تُعظى الظاقة الجاخمية بتابعية تابع التحاصّ بالعلاقة

 
  قة الجاخمية فؾؽ وتحت درجة الحخارة الحخجة تكؾف ومؽ ىحه العلاقة نجج أف الظا

 
  :    )الكثافة العالية( العاليةأما في حالة الكثافة البؾزونية 
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 الذكل التالي: تؤوؿ العلاقة الدابقة الى

 
ثة وىي صحيحة تساماً مؽ أجل الظاقة الجاخمية لثلا Ziff [10]  إليو وىحه الشتيجة تتفق مع ما تؾصّل

( تُبيؽ لشا أف الظاقة الجاخمية 11فإف العلاقات )    أما إذا كانت     d=3    [7,8]أبعاد    
  ومؽ أجل الكثافة البؾزونية العالية لمبؾزونات الحخّة تربح          تُربح  

تُقارب القيسة الكلاسيكية  E وبالتالي فإف   d=3عشج       والتي بجورىا تُخترخ الى   
 السعخوفة عشج درجات حخارة مختفعة.

 بشفذ الظخيقة ومؽ تعخيف العلاقة بيؽ تابع التحاصّ وبقية السقاديخ الفيديائية ندتظيع حداب 
 الأنتخوبية مؽ العلاقة   -1
    الدعة الحخارية عشج حجؼ ثابت مؽ العلاقة   -2
وىكحا بالشدبة لبقية السقاديخ الفيديائية الأخخى مؽ علاقة تابع التحاصّ ويتؼ حداب عجد الجديسات   

 الكمي .
 

 حداب الضغط والأنتروبية والظاقة الجاخمية

 الظاقة الحخّة Fحيث 

 

 
 والظاقة الجاخمية كسا يمي :

 
 : الاستنتاجات

التابع و                   دتؾيات  يكؾف عجد الظخؽ  = مؽ أجل جسيع الس    عجد الظخؽ   -1

          الكمّي  ىؾ
2-   N,E ندتخجـ مع ىحه الذخوط الحجيّة طخيقة مزاريب لاغخانج  الظاقة الكمية وعجد الجديسات . 
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 يشتج عشيا      
 فيخميؾف  يسات في الغاز الحخ أكاف بؾزوف أولجيخي لمجدالأعغسي لمتؾزع ا الاحتساؿ  

 ثابتاف  Nوالعجد الكمي    Eالجسمة معدولة والظاقة   -1
 Nثابتة مع ثبات    T  الجسمة عمى تساس مع السحيط الحي لو حخارة  -2
 عجد الحالات السجيخية السسكشة في الجسمة الجيخية  Ω   .لا شيء ثابت -3

 
 .     ثابت بؾلتدماف       Kحيث      
 ويكؾف الجدؼ في حالة تؾازف وىؾ مختّب تساماً.              S=0تكؾف    عشجما تكؾف     

 السعمؾمات السعخوفة عؽ الجسمة تربح أقل .      وعشجما تكؾف 
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