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 د منير مخموف*
 رنيم فجر**

 (2022/ 20/4 تاريخ النشر  – 2022 /10/1)تاريخ الإيداع  
 

 □ممخّص  □
 

في ىذا البحث، ندرس مدألة تحديد درجة تقريب الدوال بإستخدام طريقة ىاوسدورف، ويسكن ذلك من خلال 
 إثبات السبرىشات الآتية:

  حيث    (   )      لتكن الدالة   : ( )المبرهنة 
 

 
، مدتسرة تقريباً في كل مكان عمى     و  

بإستخدام طريقة ىاوسدورف لستدمدمة  ̃ ، عشدئذٍ درجة تقريب الدالة    ودورية بدورٍ قدره   -    ,السجال 
 فهرييو السرافقة تعظى كالآتي: 

‖ ̃(   )(   )   ̃( )‖   (
(   )

 
 
  
* 

 مهجبة ومزظردة و تحقق ما يمي:           ;و بذرط أن تكهن الدالة     حيث 
 دالة مزظردة. ( )          

{
 

 

∫ (|  ( )| 
  )   

 
   

 
}
 

 

 
 

  ((   )
 
 
 *     ( ) 
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∫ (    )   

 
   

 
}
 

 

 
 

  ((   )
 
 
  
  *               ( ) 

{ ∫(     |  ( )|)
 
  

 

 
   

}

 
 

  ((   ) )            ( ) 

    عدد اختياري بحيث   حيث 
 

 
 و  

 
 
 

 
 .   و     من أجل    
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وتشتسي  -    ,ومدتسرة تقريباٌ في كل مكان عمى السجال    دالة دورية بدورٍ قدره   لتكن  : ( )المبرهنة 
بإستخدام طريقة ىاوسدورف لستدمدمة فهرييو   عشدئذٍ فإن درجة تقريب الدالة     حيث      إلى الرف 

 تعظى كالآتي: 

 (   )( )     
(   )

‖ (   )   ‖     

(

 
 

(   )
∫
    

 ( )

 

 
   

  

)

       ( ) 

  هند في الاستسرارية حيث معاملات زيغس    و   حيث 

 ( )
 دالة مهجبة و مزظردة .  

درجة التقريب، صف ليبذتز، صف زيغسهند، طريقة ىاوسدورف، متدمدمة فهرييو، متدمدمة كممات مفتاحية:
 فهرييو السرافقة.

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 *أستاذ مداعد، قدم الرياضيات ،كمية العمهم،  جامعة البعث.
 قدم الرياضيات ،كمية العمهم،  جامعة البعث.**طالبة دكتهراه، 
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□ ABSTRACT □ 

 

 

In this research ,we study the problem  of determining the degree of approximation of 

functions  using by Hausdorff method, and we can do this by proving the following 

theorems: 

Theorem 1. Let       (   ) with   
 

 
  and      be a continues almost 

everywhere and    -periodic function ,Then the the degree of approximation of  ̃  
using hausdorff means of conjugate fourier series, is given by:  

‖ ̃(   )(   )   ̃( )‖   (
(   )

 
 
  
* 

Provided  a positive and monotonic function    satisfies the following conditions: 

          ( ) monotonic function   

{
 

 

∫ (|  ( )| 
  )   
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 *               ( ) 
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∫ (    )   

 
(   )
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  *               ( ) 

{ ∫(     |  ( )|)
 
  

 

 
   

}

 
 

  ((   ) )            ( ) 

Where   an arbitrary number such that    
 

 
  and 

 

 
 
 

 
   for     ,    . 
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Theorem 2: let   be a    Periodic function,  continues almost everywhere on 

,    - and belonging to the class       ,     . then the degree of approximation of 

function   of fourier series  using hausdorff means, is given by: 

 (   )( )     (   )‖ (   )   ‖     (
 

(   )
∫

    

 ( )

 
 

   

  *      ( )   

Where    and   the zygmund moduli of continuity such that 
  

 ( )
 positive and 

monotonic function.  

Key words 
Degree of approximation,  lipschitz  class , Zygmund class, Hausdorff method,               

a continues almost everywhere, fourier series, conjugate fourier series. 
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 مقدمة:
دود  كثيرات ح–تحديد درجة تقريب الدوال يتم من خلال تسثيميا بستدمدلات متعامدة مثلًا الجسمة السثمثية  

 كثيرات حدود جاكهبي وغيرىا. -ليجشدر
و تكهن درجات تقريب الدوال تبعاً لانتسائيا إلى أحد الرفهف  مثلًا تحديد درجة تقريب دوال صف زيغسهند 
تختمف بذكل عام عن تحديد درجة تقريب دوال صف ليبذتز، كسا أنّ درجات التقريب تختمف تبعاً لظبيعة 

 الظريقة السدروسة.
 (   )    و       بتحديد تقريب الدوال السشتسية لرف  Qureshiقام كيهرش   2891ي عام حيث أنو ف

درجة تقريب الدوال  Rhoadesدرس رودس  1002لستدمدلات فهرييو والستدمدمة السرافقة ليا ، وايزاً في عام 
فدرس مدألة تهسيع كل من  Mriczالسشتسية لرف ليبذتز السعسم بإستخدام طريقة ىاوسدورف،  أما ميريتش 

  Lalدرس لال  1022، وفي عام  1020صفي زيغسهند و ليبذتز لمدوال ولتحهيلات فهرييو وكان ذلك عام 
درجة التقريب لمدوال والدوال  Rhoadesأفزل تفريب لمدوال السشتسية لرف زيغسهند السعسم ، ودرس رودس 

يقة مرفهفة ىاوسدورف لستدمدمة فهرييو والستدمدمة السرافقة السرافقة السشتسية لرف ليبذتز السعسم بإستخدام طر 
 . 1023ليا وكان ذلك عام 
 هدف البحث: 

تشتسي إلى بعض الرفهف السعسسة والدالة السرافقة ليا التي     درجة تقريب الدالة ييدف ىذا العسل تحديد   
 .                                            مثل  ليبذتز وزيغسهند وغيرىا وذلك بإستخدام طريقة ىاوسدورف

 مواد وطرائق البحث :
 نذكر بعض التعاريف والرمهز والسرظمحات السدتخدمة . 

 (                )طريقة هاوسدورف  -   ,: 1تعريف 
 (    )ونرمز ليا بـ 

 تعرف بالذكل السرفهفي الآتي :

  
(    )  ∑      

 

   

 

     {
.
 

 
/               

     
 

         و              يعرف بالذكل:   حيث أن السؤثر 
   و تعرف الدالة  (   )  

 كالآتي:
   ∫    

 

 
 ( )   . 

  طريقة ىاوسدورف تكهن نظامية إذا تحقق الذرط: إن 

∫   ( )   
 

 

 

 .-   ,دالتان متزايدتان تساماً عمى السجال    ،  و         حيث إن: 
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فزاء كل الدوال محدودة  -   ,  وتشتسي إلى     مدتسرة عشدما دالة كتمية)دالة الثقل(  ( ) حيث أن 
( )  و -   ,التغير عمى السجال ( )  و    ( )  و      ومن أجل      

, (   )  (   )-

 
 . 

والسدتسرة تقريباٌ في كل مكان عمى     الدورية بدورٍ قدره   مجسهعة كل الدوال :    الفضاء  - , :2تعريف 
 يُعرف كالآتي:   عشدئذٍ فزاء كل الدوال القابمة لمسكاممة عمى السجال  -    ,السجال 

     ,     -  {  ,     -    ∫| ( )|
     

 

  

}       

 كالآتي: ،   عمى الفزاء    ‖ ‖ويُعظى الشظيم 

‖ ‖  

{
 
 

 
 
(
 

  
∫| ( )|   

 

  

+

 
 

                   

       
      

| ( )|                        

 

   عشدئذٍ نقهل عن الدالة    دورية بدورٍ قدره دالة    لتكن:  (   )   صف ليبشتز  -   ,:  3تعريف
 إذا تحقق ما يمي: (   )   أنيا تشتسي إلى الرف 

( ∫| (   )   ( )|   

 

  

+

 
 

  (  ) 

 .    و       حيث 
،عشدئذٍ       وليكن     دورية بدورٍ قدره دالة    لتكن :    صف زيغموند   -   ,: 4تعريف 

 :إذا تحقق ما يمي       أنيا تشتسي إلى الرف   نقهل عن الدالة 

     ,         
  ,     - * +

‖ (   )   (   )    ( )‖ 

  
  - 

‖و نعرف الشظيم   كالآتي:     ‖

‖ ‖    ‖ ‖      
  ,     - * +

‖ (   )   (   )    ( )‖ 

  
              

 المناقشة والنتائج:  
 . متدمدمة    و دورية بدورٍ قدره  -    ,دالة مدتسرة تقريباً في كل مكان عمى السجال   لتكن 

 :-      ,تعظى بالذكل   فهرييو لمدالة 

 ( ) 
  
 
 ∑.     

   

 
      

   

 
/  

 

   

 

 حيث 

   
 

 
∫  ( )    

   

 
                    

 

  

 

 
 و
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∫  ( )    

   

 
                        

 

  

 

 -     ,السرافقة لستدمدمة فهرييو تعظى كالآتي:و الستدمدمة 

∑.     
   

 
      

   

 
/

 

   

 

 وتعظى الدالة السرافقة السقابمة لمعلاقة الدابقة كالآتي:

 ̃( )   
 

  
   
   

∫   ( )    (
 

 
*   

 

 

 

 حيث
  ( )   (   )   (   ) 

 كالآتي:   وتعظى متتالية السجاميع الجزئية لستدمدمة فهرييو من الرتبة 
  ( )    (   )  

  

 
 ∑ .     

   

 
      

   

 
/  ∑   (   )

 
   

 
     

 
 كالآتي:   وتعظى متتالية السجاميع الجزئية لمستدمدمة السرافقة لستدمدمة فهرييو من الرتبة 

 
 ̃ (   )  

∑ .      
   

 
        

   

 
/   

   

 
 

كل عمى لمسكاممة بمة عمى ىكاممة  
∫   ( ) ,

    .
 

 
/     .  

 

 
/ 

      .
 

 
/

-  
 

 
  

 
 بـ:  لستدمدمة فهرييو السثمثية لمدالة  وسشرمز إلى طريقة ىاوسدورف

  ( )    (   )  ∑      (   )                       

 

   

 

 بـ :  ونرمز إلى طريقة ىاوسدورف لستدمدمة فهرييو السرافقة لمدالة 

 ̃ (   )  ∑     ̃ (   )                          

 

   

 

(   )̃ لتكن   - ,:  ( ) التمهيدية    [∑ .
   
 
/   (   )       .

   

 
/    

من أجل  [   
 عشدئذٍ:   ،       و       

|∫  ̃(   )  ( )

 

 

|  {

 ( )                   
 

(   )

 (
 

 (   )
*        

 

(   )
     

 

 

(   ) ليكن   -  ,: 2التمهيدية    *∑ .
   
 
/   (   )      

 (  .
 

 
/*    

من أجل  +   

 عشدئذٍ:    ،       و      
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|∫  (   )  ( )

 

 

|  

{
 

  ((   ) )                    
 

(   )

 (
 

 (   )
*        

 

(   )
    

 

    ليكن  -  ,: 3التمهيدية
  

 

     .
 

 
/
∫  (   )  ( )
 

 
  

 عشدئذٍ:

|    
 ( )|  

{
 

  (   )                    
 

   

 (
 

  (   )
*        

 

   
    

 

 يكهن لديشا:      عشدئذٍ من أجل        : لتكن - ,: 3 التمهيدية
‖ (   )‖   ( 

 )     ( ) 
‖ (     )   (     )    (   )‖  {

 (  )

 (  )
         (  ) 

   ‖ (     )   (     )    (   )‖   ( ( )
  

 ( )
*             (   )  

 حيث 
 (   )   (   )   (   )    ( ) 

 :1إثبات المبرهنة 
 لديشا :

 ̃   (   )   ̃( )  ∑      { ̃   (   )   ̃( )}

   

   

 
 

  
∫ .

  ( )
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 /
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∫ .
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∑.
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/∫  ( 

 

 

   

   

 

 

  )       ( )  {  .  
 
 
/ }/  
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∫  0∑.

   
 
/    ( 

   

   

 

 

 

 

  )       .  
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∫  ̃(   )
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 حيث:

 ̃   (   )   ̃( )  
 

  
∫   ( )

    .    
 
 /  

     .
 
 /

  

 

 

 

 
 

 وبالتالي يكهن:
| ̃   (   )   ̃( )|

 ∫
|  ( )|

 
|∫  ̃(   )

 

 

  ( )|   

 

 

 

(

 ∫

 
   

 

 ∫

 

 
   )

 
|  ( )|

 
|∫  ̃(   )

 

 

  ( )|   

                        (  ) 
 وذلك حدب العلاقة 

    .
 

 
/
 
 

 
 .      من أجل   

 و متراجحة ىهلدر،  يكهن لديشا: 2،  وبحدب التسييدية الآن

    ( )

{
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  ( )
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∫ (|  ( )|
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∫ (    )   
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1   [.
 

   
/
 

]                          (  ) 

 و  ( )و  ( )وذلك بإستخدام العلاقات 

 
 
 

 
   . 

 ولسا كان:
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    ( ∫
     |  ( )|
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∫(     |  ( )|)
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 { ∫(      )
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*{ ∫   (   )   
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  [(   ) .
 

   
/
 

(   )
    

 
 ]

  [(   )
    

 
   ]                       (  ) 

 ومتراجحة ىهلدر والعلاقة  2وذلك بإستخدام التسييدية 

    .
 

 
/
 
 

 
 .      من أجل   

    و مبرىشة القيسة الهسظى لمتكامل ، و  ( )و  ( )من العلاقات 
 

 
 وبجسع العلاقات  

 نحرل عمى :  (  )و (  )و  (  )من 

| ̃   (   )   ̃( )|   [(   )
 
 
  
  ] 

.اخيراً، من العلاقة الدابقة والعلاقة 
 

   
/
   

 .
 

   
/
   

 نجد أنّ: 

‖ ̃   (   )   ̃( )‖   [
(   )

 
 
  
] 

 
 :2إثبات المبرهنة 

 ليكن:

  (   )   ( )  
 

  
∫  (   )

   .  
 
 /  

   .
 
 /

   

 

 

 

∑بسا أن           
   
 ، فإنّ :  في أي مرفهفة ىاوسدورف الشظامية     لكل     
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    ( )   ( )
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∑ ∫.
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∫
 (   )

   .
 
 
/

 

 

 ∫  (   )

 

 

   ( )                                    

 ض أن:لشفر 

    ( )      ( )   ( )  ∫  (   )    
 ( )   

 

 

 

 عشدئذٍ:
    (   )      (   )       ( )

 ∫, (     )   (     )    (   )-

 

 

    
 ( )   

 
 السعسسة، نحرل عمى: -  , Minkowskiبإستخدام متراجحة ميشكهفدكي 

‖     (   )       (   )        ( )‖ 

 2
 

  
∫ |    (   )      (   )       ( )|
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 ∫ 2
 

  
∫ |, (     )   (     )    (   )-    

 ( )|
 
  

  

  

3

 
 

  

 

 

 ∫(|    
 ( )|

 
)
 
 2

 

  
∫ | (     )   (     )

  

  

 

 

   (   )|   3

 
 

  

 ∫‖ (     )   (     )    (   )‖ |    
 ( )|  

 

 

 ∫ ‖ (     )   (     )    (   )‖ |    
 ( )|  

 
   

 

 ∫‖ (     )   (     )    (   )‖ |    
 ( )|  

 

 
   

                      (  ) 
  ومن اضظراد الدالة   (   ) 3والتسييدية  2ومن ثم حدب التسييدية 

 ( )
 . يشتج أنّ:

   ∫ ‖ (     )   (     )    (   )‖ |    
 ( )|  

 
   

 

  

(

 
 
∫  ( )

  

 ( )

 
   

 

(   )  

)

 
 
  

(

 
 
(   ) ( ) ∫
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 لديشا:  (   ) 3والتسييدية  3أيزاً حدب التسييدية 

   ∫‖ (     )   (     )    (   )‖ |    
 ( )|  

 

 
   

  

(

 ∫  ( )
  

 ( )

 

 
   

 

  (   )
   

)

 

  

(

 
 

   
 ( ) ∫  ( )

    

 ( )

 

 
   

   

)

              (  ) 

 يكهن لديشا: (  )و (  )و (  )وىكذا من 
‖    (   )      (   )       ( )‖ 

  ( ( )
.
 

   
/
 

 .
 

   
/
,

  

(

 
 

   
 ( ) ∫

    

 ( )

 

 
   

   

)

    
   

‖    (   )      (   )       ( )‖ 

 ( )

  (
.
 

   
/
 

 .
 

   
/
,   

(

 
 

   
∫
    

 ( )

 

 
   

   

)

               (  ) 

 مرةً أخرى . نحرل عمى: 3و  2وحدب التسييديات 

‖    ( )‖  
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∫

 
   

 

 ∫
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 نحرل عمى: (  )و(  )الآن، ومشو بحدب العلاقات 
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 نجد: ( ) ومن اضظراد الدالة الـ    في حدود الـ     و   وأيزاً    في حدود الـ   الآن، نكتب 
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 إذاٌ:
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 اقتراحات و توصيات:

 إمكانية دراسة تقريب الدوال ومرافقاتيا في صف ليبذتز بإستخدام طريقة ىاوسدورف_ىهلدر. -2
_ إمكانية دراسة تقريب الدوال و الدوال السذتقة السرافقة ليا في صف زيغسهند السعسم وذلك بإستخدام طريقة 1

 سيزارو_ ريس.
إمكانية دراسة تقريب الدوال ومرافقاتيا في صف معسم يذتسل عمى صفي زيغسهند و ليبذتز معاً بإستخدام  -2

 طريقة ىاوسدورف_ سيزارو.
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