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□ ABSTRACT □ 

 

 

 

In this research, the inverse operator was found for an integral operator which 

kernel is known and limited and built based on the kernel of another integral operator 

and symmetrical and derivable and its derivatives are integrable in Hilbert space of 

the quadratic integrable functions on range [0, T] using the triangular shape of the 

integral operator (in continues state) and its spectrum is gathered in Zero]. 
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 :مقدمة 

 inverse)أن السدألة السباشخة ىي تمػ السدألة التي تحجد الشتائج انظلاقاً مؽ الأسباب ، أما  السدألة العكدية     
problems)  ،ىي السدألة التي تحجد الأسباب انظلاقاً مؽ الشتائج   ، إذ أن لتمػ الشغخية تظبيقات في شتى العمؾم

و العمؾم الظبيعية والتكشؾلؾجية و الفيدياء والجيؾفيدياء وفي السجال الظبي ) فسؽ [1,2,7,8]فسشيا الخياضيات التظبيقية 
( ..... ، ووجؾد ووحجانية الحل ىؾ اليجف الأساسي في تمػ الرؾرة والتحاليل الظبية يحجد الظبيب اسباب السخض

السدألة ، فقج لا تكؾن السدألة قابمة لمحل أو ليا عجة حمؾل أو حل وحيج، وىحا معمؾم كثيخاً في السدائل الأكثخ بداطة 
،      ، فالحل يتعمق في وجؾد أو عجم وجؾد  Y=AXوىؾ وجؾد ووحجانية الحل لأسخة مؽ السعادلات الجبخية  

وكحلػ شخط التبايؽ ىؾ شخط لازم لؾجؾد التابع العكدي لمتؾابع  ، وكحلػ الازومتخية شِخط أساسي لؾجؾد السؤثخ 
 .  لمسؤثخ         ي العكد

 : مشهجية البحث
يعتسج البحث برؾرة أساسية عمى السشيج الؾصفي والتحميمي ، وعمى مفيؾم السؤثخ العكدي لسؤثخ تكاممي، 

السثمثي لسؤثخ تكاممي طيفو متجسع في الرفخ، ومفيؾم تابع غخيؽ و السعادلات التكاممية وعمى مدح مخجعي والذكل 
 لبعض الكتب والأبحاث ذات الرمة.

 أهسية البحث وأهدافه:
في شتى العمؾم، فسشيا  (inverse problems)مؽ الأىسية التظبيقية لمسدألة العكدية  تأتي أىسية ىحا البحث

وأىسية السدألة  الخياضيات التظبيقية والعمؾم الظبيعية والتكشؾلؾجية و الفيدياء والجيؾفيدياء والفمػ والترؾيخ الظبي،
ي انشا نحجد أسباب الغؾاىخ مؽ نتائجيا، وكثيخ مؽ ىحه السدائل يسكؽ أن نعبخ عشيا بسؤثخ ما، ومؽ فتكسؽ  العكدية

لسؤثخات التكاممية، وأىؼ تظبيقاتيا ىسا عسمية الترفية وعسمية التشبؤ، فسؽ اشارة الخخج يسكؽ أن ىحه السؤثخات صف ا
 .نحجد الاشارة السخسمة

   
 الشتائج والسشاقذة:

         مؤثخاً تكاممياً في فزاء ىمبخت   ليكؽ  
 معخفاً بالعلاقة       

  ( )  
 

  
∫  (   )  ( )  

 

 

 

(   ) حيث  ومذتقاتو قابمة  x,tلمستغيخيؽ  تابع قابل للاشتقاق بالشدبة    (   )   (   )   
     خ                                    لمسؤث    والسدألة التي سشبحثيا ىي ايجاد السؤثخ العدكي ، [2]لمسكاممة

  *
 

 ( )
(      )

 

  
 

 

 ̅( )
+ 

          مؤثخ معخف في الفزاء  حيث 
( )  بالعلاقة         ∫  ( )  

 

 
أي طيفو متجسع في ،  

( )   الرفخ  ،و مخافقو  السؤثخ    ∫  ( )  
 

 
 نججه مؽ الججاء العجدي لحيا  [3]     

(  ( )  ( ))  ( ( )    ( )) 
   :  فشجج أن   f(x) [1,2](SA-A* S)في ذلػ الفزاء ،و لشحدب السقجار

             ( )   ∫
 

  
∫  (   )  ( )      

 

 
   

 

 
 



 ،د.الهسهف                                            إيجاد السؤثر العكدي لسؤثر تكاملي في فزاء هلبرت نهاته معلهمة

12 
 

          =  ∫  (   ) ( )    ∫  (   ) ( )  
 

 

 

 
       

( )             و      
 

  
∫  (   ) ∫  ( )               

 

 

 

 
 

          
 

  
∫  (   ) ∫  ( )       ∫ ∫

 

  
  (   )    ( )   

 

 

 

 
         

 

 

 

 
 

     
     ∫ ∫    (   )    ( )     ∫  (   ) ( )    ∫  (   ) ( )  

 

 

 

 
         

 

 

 

 
 

 وبالتالي يكؾن 

(      ) ( )      ∫ ∫    (   )    ( )          
 

 

 

 

    

  ∫  (   ) ( )    ∫  (   ) ( )  
 

 

 

 

    

   [3]لكؽ    
           (   )  (

 

  
 

 

  
)    (   ) ∫  (   )  ̅(   )   

 

 
      

 (
 

  
 

 

  
)    (   )   (   )  

(   )                                    حيث  ∫  (   )  ̅(   )  
 

 
    

(   ) باشتقاق العلاقة نجج             
   

  
    

   

  
    

   

  
    

   

  
       

   لكؽ                       

  
  

   

  
 :وبالتالي     

               (   )  
   

  
    

   

  
      *

   

  
 

   

  
+       (   )   

 أي أن
 (      ) ( )    ∫  (   ) ( )    ∫  (   ) ( )   

 

 

 

 
  

                 ∫ ∫   (   )   (   )    ( )            
 

 

 

 
      
   ∫  (   ) ( )    ∫  (   ) ( )   

 

 

 

 
                  

                 ∫ ∫   (   )   (   )    ( )            
 

 

 

 
    

 فيكؾن     ( )̅  ( ) بقيستو     (   )  نعؾض 
 (      ) ( )    ∫  (   ) ( )    ∫  (   ) ( )   

 

 

 

 
  

.       ( ) ∫ ∫   (   )  ( )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅    ( )            
 

 

 

 
    

   فشجج أن
     

   ∫ ∫   (   )  ( )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅    ( )   ∫   (   )  ( )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅   ∫  ( )  
 

 
        

 

 
       

 

 

 

 
 

            ∫   (   )  ( )                ( )    ( )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∫  ( )  
 

 
  

 

 
        

    بالتالي حرلشا على السقدار    و
   (      ) ( )    ∫  (   ) ( )    ∫  (   ) ( )   

 

 

 

 
      

             ( )∫   (   )  ( )   
 

 
      

    وبفرض أن
 

 ( )
(      ) ( )

 

  
 

 

 ̅( )
 نجج      
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   ( )  ∫
 (   )

 ( )
  (

 ( )

 ̅( )
)        ∫

 (   )

 ( )
  (

 ( )

 ̅( )
)        

 

 
 

 

 
  

                               ∫   (   )  ( )   
 

 
   

 ومؽ العلاقتيؽ
   ∫

 (   )

 ( )
  (

 ( )

 ̅( )
)       ∫

  (   )

 ( )  ̅( )
   

 

 
 ( )    

 

 
 

∫
 (   )

 ( )
  (

 ( )

 ̅( )
)         

 ( )

 ̅( )
   

 (   )

 ( )
        ( )     

 

 
                

 يكؾن 
    ( )    ∫

  (   )

 ( )  ̅( )
   

 

 
 ( )   

 ( )

 ̅( )
   

 (   )

 ( )
  ∫   (   )  ( )       

 

 
    

( )      حيث         ∫  ( )  ( )  
 

 
    

             عشجئح نجج أن
                               ( )    ∫

  (   )

 ( )  ̅( )
   

 

 
  ( )    ∫

 (   )

 ( )
  ( )  ( )  

 

 
 

         ∫   (          )  ( )       
 

 
   

   ( )   ∫  
  (   )

 ( )  ̅( )
   

 

 
 

 (   )

 ( )
  ( )    (   )  ( )    

(   )  وىؾ مؤثخ تكاممي نؾاتو ىي           

 ( )  ̅( )
 

 (   )

 ( )
  ( )    (   ) 

 فيكؾن   ( ) (      )ولشؾجج           بفرض أن
(      ) ( )  ( (    )  (    ) 

 ) ( )    
 (      ) ( )  (       

 ) ( )   
 بالعلاقة  pحيث  يعخف السؤثخ 

  ( )   ∫
  (   )

 ( )  ̅( )
   

 

 
  ( )    

 (   )

 ( )
 
 ( )

 ̅( )
       

 عشجئح نجج أن
    ( )    ∫

  (   )

 ̅( )
    ( )

 

 
  ( )   ∫

 (   )

 ̅( )
 
 ( )

 ̅( )
     ( )  ∫

  

 ( )

 

 
    

 

 
   

( ) (   ) و         (∫  ( )  )  ∫ ∫
  (   )

 ( )  ̅( )
 ( )   ∫

 (   )

 ( )
  ( )   

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

∫
 (   )

 ̅( )

 

 
  ( )   ∫

 (   )

 ( )
  ( )   

 

 
∫ ∫

 (   )

 ( )( ( )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)
 

 

 

 

 
   ̅( )   ( )     

 وبالتالي يكؾن 

(      ) ( )  ∫   
 

 

  (   )

 ̅( )
    ( )   ∫

 (   )

 ( )
  ( )    

 (   )

 ( )
 

 

 ̅( )

 

 

  

                                                                               
 (   )

 ̅( )
   ( )       

       )و                                 
 ) ( )  ∫   (  )   ( )  ( )  

 

 
       

(   )  ، و   [4]   تابع غخيؽ    حيث   
 

  
 ، فشجج  [5,6]  (   )  

(      ) ( )   ∫   
 

 

  (   )

 ̅( )
    ( )  ∫

 (   )

 ( )
  ( )    

 (   )

 ( )
 

 

 ̅( )
  

 

 

 

 
 (   )

 ̅( )
  (  )   ( )  ( )                                                                     

 وبالتالي
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 (      ) ( )   ∫    ( )   ( )    ( )  ( )    ( )  ( )  
 

 

  ( )  ( )   
                                            ( )  ( )    ( )  ( )   ( )      

( )  حيث                  
  (   )

 ̅( )
   ( )   ( )   ( )   ( )    ( )  

∫
 (   )

 ( )
     

 

 
  

                                  ( )      ( )  
 (   )

 ( )
 

 

 ̅( )
   ( )  

 
 (   )

 ̅( )
   ( )        

    ( )   (  )   ( )      ( )      ( )    ( )        
الحي يسكؽ ايجاده عمى الشحؾ  و R الحي نخمد لو بالخمد   وهكذا برهشا وجهد مؤثر عكدي للسؤثر   

 التالي:
( )          بفخض أن  : ( ) (   -RA)بع  اولشحدب الت ( )   

               (RA-   ) ( )   (      ) ( )   (      )  ( )      
                ∫ (  )( )

 

 
 
  (   )

 ̅( )
    ( )  ∫

 (   )

 ( )
  ( )    

 (   )

 ( )
 

 

 ̅( )
  

 

 
  

 
 (   )

 ̅( )
  (  )   ( )   =R∫  (  )( )   ( )   ( )    ( )  ( )  

 

 

  ( )  ( )    ( )  ( )    ( )  ( )    ( )  ( )              
=∫ (  )( )   ( )    ( )    ( )    ( )    ( )    ( )  

 

 

  ( )    ( )     ( )    ( )    ( )    ( )     
                                                                                

 ∫  ( )     ( )    ( )      ( )    ( )      ( )    ( )      ( )    ( )
 

 

     ( )    ( )       ( )    ( )                   
 ∫  ( )[  ̅̅̅̅ ( )   ( )    ( )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  ( )    ( )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  ( )    ( )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  ( )  

 

 

  ̅̅̅̅ ( )  ( )  

   ̅̅̅̅  )  ( )]                                                                                                                              
                                                                                                           

  
( )( ) حيث                                   ( )  ( )̅̅ ̅̅ ̅( )        ( )   
 وىكحا نجج أن:   ،              i=1,2,….6و         
               ( )  ∫  ( )  (   )  

 

 
 

 (   )  ∑  ( )̅̅ ̅̅     حيث           ( )( ) ( )̅
              
( )      وبالتالي يكؾن                         

 

  
∫  ( )

 

  
 (   )  

 

 
   

 حيث

 (   )  
 

 
 ∫  (

     

 

   (   )

   

 
     

 
)    
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 :مسا سبق يسكن أن نريغ السبرهشة الآتية   
         مؤثخاً تكاممياً في فزاء ىمبخت   :  ليكؽ مبرهشة

 معخفاً بالعلاقة       
       ( )  

 

  
∫  (   )  (  ) 

 

 
   

(   ) حيث     (   ) ∫  (   )  ̅(   )   
 

 
تابع قابل  (   )   (   )   

          مؤثخ معخف في الفزاء  ومذتقاتو قابمة لمسكاممة ، وليكؽ  x,tلمستغيخيؽ  للاشتقاق بالشدبة
بالعلاقة    

  ( )   ∫  ( )  
 

 
( )   طيفو متجسع في الرفخ  ،والحي مخافقو        ∫  ( )  

 

 
، ولشعخف    

     السؤثخ
 

 ( )
(      ) ( )

 

  
 

 

 ̅( )
       عمى الفزاء    

 السؤثخ العكدي      وليكؽ       
(   -RA)العلاقة :   ، فإذا حقق السؤثخ   لمسؤثخ   Hمؤثخ محجود معخف عمى الفزاء   حيث    

( )            بالعلاقة  
 

  
∫  (   )  ( )  

 

 
      (   )  ∑  ( )̅̅ ̅̅     حيث           ( )( ) ( )̅

    
 و        

                      ( )( )     ( )  ( )̅̅ ̅̅ ̅( )        ( )            ،i=1,2,….6            ،
 فشجج أن:

  ( )  
 

  
∫  ( )

 

  
 (   )  

 

 
    

(   ) حيث                              
 

 
 ∫  (

     

 

   (   )

   
 
     

 
)       

 
 

 الشتائج:      
التكاممية   السؤثخاتبسعالجة السدألة العكدية لكثيخ مؽ  استخجام طخيقة نخسديان  ندتشتج أىسية .1

 في فزاء ىمبخت .
 ندتشتج أىسية شكل الشؾاة وخؾاصيا لمسؤثخ التكاممي في الحرؾل عمى السؤثخ العكدي لحلػ السؤثخ..2
ما ،وتكؾن السدألة العكدية  ليا ذات يسكؽ بشاء مؤثخات ججيجة مؽ السؤثخ التكاممي لؾصف عاىخة .3

 أىسية كبيخة في التظبيقات العسمية . 
 

 التهصيات
 نؾصي باستخجام السشغؾمات السفتؾحة بإيجاد  السؤثخ العكدي . .1
 . K(x,t)ث مؽ أجل أشكال أخخى لمشؾاة ابحباجخاء انؾصي  .2
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