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 لمدألة ثلاثة أجدام العامة وسطهح الدرعة الرفرية حمهل لاغرانج وأولر
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 □ممخّص  □

 
السُسيدة لسدألة ثلاثة أجدام فمكية حيث تست مشاقذة نؾعيؽ مؽ  تؼ في ىحا العسل دراسة حمؾل لاغخانج

 .التكؾيشات ىسا تؾزع عمى ىيئة مثمث متداوي الأضلاع وتؾزع عمى طؾل خط مدتقيؼ
السجارات الجائخية والسجارات غيخ الجائخية بالإضافة إلى ذلػ، غظت ىحه الجراسة  وقج شسمت الجراسة أيزاً دراسة

 لدخعة الرفخية.جاكؾبي وسظؾح اتكامل 
 الدخعة الرفخية بالقخب مؽ نقاط لاغخانج باستخجام بخنامج في بيئة الـ سظؾحتؼ في الشياية حداب وتحميل 

(matlab)  وتؼ رسؼ ىحه الدظؾح في السدتؾى (x,y) .لحالات طاقة مختمفة 
 –السجارات الجائخية  –ؾبي تكامل جاك –سظؾح الدخعة الرفخية  –نقاط لاغخانج  -ديشاميػ فمكيالكممات المفتاحية: 
 السجارات اللادائخية.

 
 
 
 
 

 
 سؾرية –اللاذقية  –جامعة تذخيؽ  –كمية العمؾم  –*أستاذ في قدؼ الفيدياء 

 سؾرية –دمذق  –جامعة دمذق  –كمية العمؾم  –**أستاذ مداعج في قدؼ الفيدياء 
 سؾرية –دمذق  –جامعة دمذق  –كمية العمؾم  –*** أستاذ مداعج في قدؼ الفيدياء 

 سؾرية –اللاذقية  –جامعة تذخيؽ  –كمية العمؾم  –**** طالبة دكتؾراه في قدؼ الفيدياء 
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□ ABSTRACT □ 

 
 

In this work, special Lagrangian solutions to the problem of three astronomical 

bodies are studied where two types of formations are discussed which are distributed 

in the form of an equilateral triangle and distributed along a straight line. 

Circular orbits and non-circular orbits were also included in the study. In 

addition, this study covered Jacobian integration and zero velocity surfaces. 

At the end, zero velocity surfaces near Lagrangian points were calculated and 

analyzed using a program in the (matlab) environment and these surfaces were 

plotted in the (x,y) plane for different energy states.  

Keywords: astrodynamics, Lagrangian points, zero velocity surfaces, Jacobian integration, 

circular orbits, Non Circular Orbits 
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 مقدمة -1
عامة خوف، إلا أن مدألة ثلاثة أجدام ليا حل تحميمي مع Kepler [1]عمى الخغؼ مؽ أن مدألة جدسيؽ لكيبمخ 

. عمى الخغؼ مؽ عجم وجؾد حمؾل التحقيقتديج مؽ مدتؾى التعقيج إلى درجة تجعل الحل التحميمي مدتعريًا عمى  [2,3]
، [4]تكاملات تحميمية دقيقة لمحالة العامة  01عامة ليحا الجسمة مؽ السختبة الثامشة عذخ، إلا أنو مؽ السسكؽ استخجام 

ولة عؽ انحفاظ العدم الداوي )ثلاثة تكاملات(، الظاقة )تكامل واحج(، وحخكة مخكد كتمة الجسمة )ستة تكاملات(. السدؤ 
تدسح ىحه التكاملات العذخة، جشبًا إلى جشب مع فخض شخوط حالة خاصة أخخى، بإحخاز تقجم تحميمي إضافي كبيخ. 

 . [5]ات الفخندي اللامع لاغخانج يشبع كل ىحا التقجم تقخيبًا مؽ عسل عالؼ الفمػ والخياضي
عمى الخغؼ مؽ أن القسخ يجور حؾل الأرض [6,7] مدألة ثلاثة أجدام السألؾفة ىي جسمة الذسذ والأرض والقسخ

، وذلػ لحداب بعض الانحخافات في مجاره بالشدبة إلى الأرض ، يجب أيزًا أخح تأثيخ الجاذبية  بظخيقة شبو اىميمجية
 لمذسذ في الاعتبار. ىحا ىؾ أحج الأسباب التي تجعل الؾصف الجقيق لمسجار القسخي معقجًا لمغاية.

التي تفدخ جاذبيتيا عمى الخغؼ مؽ أن نيؾتؽ كان أول مؽ درس الحخكة السخكبة لمعجيج مؽ الأجخام الدساوية 
 Probléme des Trois Corps Essai surىؾ الحي قجم ترؾراتو ) 0661إلا أن لاغخانج في عام  , [8] الستبادلة

le)  [9]  إلى أكاديسية باريذ التي أعيخت حمؾلًا تحميمية بالفعل لسدألة ثلاثة أجدام إذا تؼ فخض قيؾد معيشة وىي
 في مثمث متداوي الأضلاع أو تذكيل خظي )خط مدتقيؼ(. إجبار الأجدام الثلاثة عمى البقاء

. لجيشا حالة جدسان كخويان أكبخ مؽ [10,11]إن دراسة مدألة ثلاثة أجدام كخوية مقيجة ذات أىسية خاصة 
. مؽ [12] الجدؼ الثالث يتبعان حخكة دائخية كبمخية، بيشسا يتحخك جدؼ ثالث ذو كتمة متشاىية الرغخ ندبيًا فيسا بيشيسا

، حيث تحمق مخكبة فزائية صغيخة تحت تأثيخ الجاذبية لجسمة [13]الظخق الجيجة لترؾر ىحا التفكيخ في بخنامج أبؾلؾ 
ونجرس ثلاثة أجدام كبيخة ندبياً بحيث  [14,15]الأرض والقسخ الحي يجور بذكل مشتغؼ. أو يكؾن التقيج عمى الحخكة 

ع الأجدام نفتخض أنيا تجور حؾل مخكد الكتمة السذتخك بشدبة زاوية يبقى شكل السجار ثابتاً  مع مخور الدمؽ حيث جسي
 معيشة وقج أوجج لاغخانج حمؾل خاصة ليا نعخضيا في ىحه السقالة.

 
 الحمّهل المُميزة لمدألة ثلاثة أجدام: -1

 أولًا: حل لاغرانج المُميز لمدألة ثلاثة أجدام:

 
 أجدام 3الأضلاع لمدألة (: تهزع الكتل عند رؤوس مثمث متداوي 1الذكل )



 ،د.نظام،د.جهدية،د.العرابي،أمين                       لمدألة ثلاثة أجدام العامة وسطهح الدرعة الرفرية حمهل لاغرانج وأولر
 

78 
 

نحؽ نبحث في الحالة الخاصة التي تقع فييا الكتل عشج رؤوس مثمث متداوي الأضلاع دوار. تأخح في ىحه الحالة 
أن السثمث يجور بدخعة زاوية متغيخة، وقج تتغيخ  أنمعادلات الحخكة لكل كتمة عمى حجة شكلًا بديظًا ومألؾفًا. نلاحع 

 لاع بسخور الؾقت.أبعاد السثمث متداوي الأض
يجب بالشدبة لسثمث متداوي الأضلاع، تحجيج مؾضع الكتل الثلاث أي يجب أن نعخف مؾضع كتمتيؽ 
عمى الأقل وشعاع سخعة لؾاحجة مشيا. إذ إن شكل الجسمة البجائي لا يعتسج عمى كتل الأجدام فقط بل يعتسج 

 عمى مؾاقعيا أيزاً.
ؽ بسخكد العظالة ندتظيع إيجاد السدافة بيؽ ىاتيؽ مؾضع نقظتيؽ مختبظتي        بفخض أن 

    ، مؽ خلال إيجاد الذعاع  ρ)الشقظتيؽ، وبالتالي طؾل كل ضمع مؽ أضلاع السثمث الستداوي الأضلاع 
 .(2)إلى الثاني  (1)الستجو مؽ الجدؼ الأول 

(0)           
 :ρفيكؾن طؾل الذعاع 

(1) ρ  |   | 
⃗⃗⃗⃗   فإن مؽ الديل تجويخ الذعاع  60oوبسا أن الداوية بيؽ أضلاع السثمث معخوفة  حؾل  60oبـداوية  ⃗ 

⃗⃗⃗⃗   لمحرؾل عمى الذعاع      محؾر عسؾدي عمى مدتؾي الحخكة  . يجب الإشارة إلى أنو كي ندتظيع إيجاد ⃗ 
 ىحا الذعاع لا بج مؽ إيجاد أيزاً سخعة أحج الأجدام.

⃗⃗  ، يسكؽ إيجاد شعاع الؾاحجة     ⃗ دتؾي الحخكة ليكؽ شعاع عسؾدي عمى م مؽ خلال      ⃗ لمذعاع  ⃗ 
 ندبة الذعاع  الذعاع عمى طؾيمتو.

(2)   ⃗⃗  ⃗  
 ⃗⃗    

|    |
 

⃗⃗  يسكؽ إيجاد  ⃗⃗⃗⃗   مع شعاع السؾضع    ⃗⃗⃗⃗  خلال الزخب الذعاعي لذعاع الدخعة  ⃗   ⃗ : 
(3)   ⃗⃗  ⃗  

   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗ ⃗⃗ 

|      |
 

⃗⃗⃗⃗   حيث يسكؽ إيجاد   ⃗  مؽ خلال الجحر التخبيعي لزخب الذعاع بشفدو:  ⃗⃗⃗⃗   
(4) |   ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗ |  

√    ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗       ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗   
⃗⃗  أصبح الآن لجيشا  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    شعاع الؾاحجة معخوف يسكششا أيزاً إيجاد  ⃗  ⃗⃗  و  ⃗   ⃗. 

⃗⃗⃗⃗   الإحجاثيات الججيجة بتجويخ الذعاع  نقؾم في جسمة ⃗⃗  حؾل  ⃗  لمحرؾل عمى الذعاع   60oبداوية   ⃗ 
   ⃗⃗⃗⃗  ( 1كسا في الذكل ) ⃗ 
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⃗⃗   (: دوران 2الذكل) ⃗⃗ ⃗⃗   حهل  60oبـزاوية   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   لمحرهل عمى   ⃗⃗ ⃗⃗  
⃗⃗⃗⃗⃗⃗    يعظى شعاع الؾاحجة   بالعلاقة: ⃗ 

(5)     ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗  
   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

|   |
 

 بالعلاقة: ⃗⃗⃗⃗   بحلػ يعظى شعاع الؾاحجة 
(6)   ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗  ⃗      ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

⃗⃗    يُسكششا كتابة الذعاع ⃗⃗ ⃗⃗  في جسمة الإحجاثيات الججيجة بالذكل:  ⃗ 
(7)    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗        ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 بالعلاقة: θتعخيف مرفؾفة دوران محؾريؽ حؾل محؾر ثالث بداوية 

(8)       [
         
          

   
] 

⃗⃗⃗⃗   يسكششا إيجاد مرفؾفة الجوران لمذعاع   بالذكل: ⃗ 
(01)     [     ]     

[
         
          

   
]  *

 
 
 
+ 

θنحرل باستخجام   في جسمة الإحجاثيات عمى:    و       

(00)    ⃗⃗⃗⃗  ⃗  
 

 
      ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗  √ 

 ⁄     ⃗⃗  ⃗ 
 .احتساليؽ مسكشيؽ لذعاع مؽ الجدؼ الأول لمجدؼ الثالث مؽ أجل التبديط نأخح فقط + (11)تعظيشا السعادلة 

⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ندتظيع باستبجال  ⃗⃗  و  ⃗  بسكؾنات الذعاع في جسمة إحجاثيات ديكارتية إيجاد مؾضع الجدؼ الثالث  ⃗ 
 باستخجام السعادلة:

(01)            
 أصبح الآن لجيشا جسيع السؾاضع البجائية والكتل معمؾمة.

 

 

𝑚  
𝑚  

𝑟   

𝑟   𝑟   

𝑚  

𝜌 
60
o 

𝑖𝜃⃗⃗  ⃗ 

𝑖𝑟  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
𝜌 
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  ثانياً: حل أولر الخطي لمدألة ثلاثة أجدام:   

 
 (: تهزع الأجدام الفمكية الثلاثة عمى خط مدتقيم3الذكل )

الحل السُسيد الثاني لسدألة ثلاثة أجدام ىؾ تؾزعيا عمى خط مدتقيؼ. تبقى ىشا ندبة السدافات بيؽ 
 الأجدام ثابتة. 

 إذا كانت جسيع الكتل تقع عمى خط مدتقيؼ، ىشاك احتساليؽ ىسا:
 الاحتمال الأول:

 معخوفة. الثلاثةإن جسيع قيؼ الكتل  .0
 إن مؾاقع اثشتان مؽ الكتل معخوف. .1
 الجدؼ الثالث معخوف ومختبط بالجدؼ الأول والثاني.إن مؾقع  .2

 1أو خمف الكتمة 0أي: إما بيؽ الكتمتيؽ أو خمف الكتمة 
 الاحتمال الثاني:

 الكتل معخوفة.قيؼ إن اثشتان مؽ  .0
 إن مؾاقع كل الكتل معخوفة. .1

 جسيع قيؼ الكتل معخوفة الاحتسال الأول:
في  1في الشياية، والكتمة  0تل بحيث الكتمة لإيجاد مؾقع الكتمة الثالثة، بتغييخ تخقيؼ الك

 عمى الشياية الأولى. 2السشترف والكتمة 

 
 (: مثال تهضيحي لتدمدل ثلاثة أجدام خطية4الذكل )

 حدب قانؾن نيؾتؽ:
(02)   ⃗⃗      ̈ ⃗⃗  

  ∑
     

   

 
       ⃗⃗  ⃗                   

       
   

 
⃗⃗   : ثابت الجاذبية العام  وأن Gحيث أن   شعاع السؾضع الشدبي  ⃗ 

   ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗    ⃗⃗  
   عمى الكتمة    كتمة كل : القؾة الشاتجة مؽ  ⃗⃗  
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تكؾن مؾازية لذعاع السؾضع لكل كتمة لا بج أن تكؾن أيزاً     وبسا أن الكتل تقع عمى خط مدتقيؼ وبالتالي 
⃗⃗  محسؾلة عمى        ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  وتكتب بالذكل: ⃗ 

(03)     ⃗⃗ ⃗⃗        ⃗⃗    
 لشزع مخكبات السؾضع والدخعة والتدارع في جسمة عظالة دورانية.

  ⃗⃗       ⃗⃗                                                                                  
 ̇ ⃗⃗   ̇    ⃗⃗          ⃗⃗  ⃗                                                                 
 ̈ ⃗⃗    ̈      

    ⃗⃗      ̇        ̇   ⃗⃗  ⃗                            
 نجج: (13)إلى السعادلة  (14)والسعادلة  (c,15)بإضافة السعادلة 

        ̈ ⃗⃗    ⃗⃗   
   

(05)  
  

  

⃗⃗  ⃗
  ̈ ⃗⃗    ⃗⃗   

  
أجدام وىؾ خط مدتقيؼ. وندبة السدافات بيؽ الأجدام  2يكؾن في حالة الحال الخظّي الذكل ثابت لسدألة 

 تبقى ثابتة أيزاً 
(06) 

   

      
 

   

      
 

   

      
      

 : السدافة الشدبية البجائية.    
 :(16)بالعؾدة لمسعادلة 

  

  
  ̈           

   ̈ 
  
 

     
     

 ̈

 
      

(07) 
  

     
 

 ̈

 
         

 والتي تجل عمى أن ندبة القؾة الشاتجة عمى السدافة الشدبية وكتمة الجدؼ تبقى ثابتة مؽ أجل كل الكتل لحلػ
(08)                     

 فييا )باعتبار خظي( (19)بالذكل وبتعؾيض    ، نزع مكؾنات القؾة (13)بالعؾدة لمسعادلة 
                   

     

   
          

     

   
                                                

                   
     

   
          

     

   
                                                  

                    
     

   
          

      

   
                                               

 لتبديط الحل مؽ أجل السدافات الشدبية بالذكل:  نعخف الكسية 
(12)   

     

     
 

   

   
 

(13)     
   

   
 

 يربح لجيشا (21)مؽ  (22)وطخح السعادلة  (20)مؽ  (21)بظخح السعادلة 
(14)          

     

   
      (

 

   
  

 

   
 )    

(15)            
     

   
      (

 

   
  

 

   
 ) 
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  :χ ( باستخجام  15( و )14نعيج صياغة ) 
(16)      

             

    (
 

  
  

 

      
) 

(17)       
             

 

  
 
 

    (
 

 
 

 

       
) 

 الخساسية الذييخة والتي ليا الذكل: نؾجج بسداواة ىاتيؽ السعادلتيؽ، معادلة لاغخانج
           

             
              

                            
            

              
             

 يسكؽ إيجاد مؾاقع الجدؼ في الحالات الثلاثة باستخجام السعادلات التالية:
    

   

 
                                                                       

    
   

 
                                                                        

    
   

 
                                                               

 .(c,30)أو  (b,30)أو  (a,30)ندتخجم السعادلات  2أو  1أو 0لإيجاد الجدؼ 
 )جسيع قيؼ السؾاضع معخوفة( الاحتسال الثاني: .0

في  1في الشياية و 0إن جسيع السؾاضع الثلاثة معخوفة ولجيشا كتمتيؽ معخوفتيؽ، وذلػ بشفذ التختيب 
 (23)عمى الشياية الأخخى ندتخجم السعادلة  2السشترف و

  |
     

     
| 

 :(29)وندتخجم معادلة لاغخانج الخساسية 
         

             
            

            
 

            
            

 يسكؽ حل السعادلة الدابقة تحميمياً مؽ أجل كل كتمة كسا يمي:

   
                                  

          
                   

 

   
                           

                   
                                              

   
                                    

          
                  

 أصبح ليا الذكل:
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 حيث:
                                                                                                     

(21)                     
   

                                                                                              
 وىكحا أصبحت الكتمة محجدة وبالتالي كل الكتل والسؾاضع معخوفة. وأصبحت لجيشا الدخع البجائية معخوفة

 إيجاد الدخع البجائية:
 الحخكة.يجب إيجاد الدخع لكل جدؼ بالإضافة لحجؼ ومؾاضع الأجدام لكي ندتظيع محاكاة 

 (b,15)لجيشا مؽ السعادلة 
 ̇ ⃗⃗   ̇    ⃗⃗          ⃗⃗  ⃗   

 مؽ أجل الدخع البجائية:
 ̇    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗   ̇    ⃗⃗             ⃗⃗  ⃗   

 نعؾض:                  ولجيشا 
(22)      ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗         ̇      ⃗⃗             ⃗⃗  ⃗  

 . و   ̇ بسعخفة   يسكششا إيجاد أشعة الدخعة البجائية لكل جدؼ مؽ الأجدام
 :    و  ̇ إيجاد 

 عشج التعامل مع مجارات دائخية أو مجارات لادائخية. مختمفة  و   ̇ إن الظخق لإيجاد 
لا بج أن يعظي شعاع الدخعة لأحج الأجدام لكي نجج الأشعة البقية، بيشسا في حالة  مؽ أجل السجارات اللادائخية

 السجارات الجائخية فإن أشعة الدخعة غيخ مظمؾبة في البجء.
 Non Circular Orbitsالمدارات اللادئرية: 

 لذكل نفدو.يجب عمى كل جدؼ مؽ الأجدام في الجسمة أن يجور بالدخعة نفديا حؾل مخكد الكتمة لكي يبقى ا
 ىحا يعشي ان شعاع الدخعة الداوية لكل جدؼ لا بج أن يكؾن نفدو لحلػ الحلّ، لإيجاد الدخع البجائية ىؾ:

(23)  ⃗⃗    ⃗⃗    ⃗⃗    ⃗⃗             
 :fإن مؾقع أي جدؼ يسكؽ أن يختبط بالسؾضع البجائي مؽ خلال معامل معخوف  (17)وكسا وججنا سابقاً 

                                                                       
                                                                       
                                                                       

 أخح السذتق يربح لجيشا:متغيخة مع الدمؽ ب fوبسا أن السؾضع البجائي لكل جدؼ ىؾ ثابت، و
(25)  ̇            ̇    

 (15,b) , (a,15)يجب أن تكؾن نفديا لكل الأجدام. باستخجام السعادلات  ̇ وأيزاً 
  ⃗⃗       ⃗⃗                                                               
 ̇ ⃗⃗   ̇    ⃗⃗          ⃗⃗  ⃗                                      

(26)   ̇ ⃗⃗         ̇   ⃗⃗               ⃗⃗  ⃗ 
سؾف نحاول إيجاد تغيخ      وبسا أن شخوط البجء ىي شخوط عشج زمؽ      تكؾن       عشج 

 البجائية ومؽ ثؼ تعؾيزيا في معادلة الدخعة لكل جدؼ مؽ الأجدام. ̇ بديط مؽ أجل 
 :(37)ىي نفديا لكل الأجدام ويسكششا استخجام عبارة الدخعة  ̇ بسا أن 
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(27)      ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗         ̇      ⃗⃗   
          ⃗⃗  ⃗ 

 سؾف تعظيشا معادلة أبدط:      بالقدسة عمى 
(28) 

     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

     
  ̇      ⃗⃗       ⃗⃗  ⃗ 

⃗⃗  ىي السرظمح الؾحيج بالاتجاه  ̇  ⃗⃗  لإزالة مخكبات ، إذا أوججنا طخيقة    وىحه السعادلة، ندتظيع إيجاد  ⃗ 
 ̇. 

⃗⃗  أفزل طخيقة ضخب جانبي السعادلة بـ    

(
 ̇    

     
)    ⃗⃗      ( ̇      ⃗⃗       ⃗⃗  ⃗)    ⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

           و         بسا أن 
(31) (

 ̇    

     
)    ⃗⃗       ̇    

 
⃗⃗  يسكؽ إيجاد حيث   قدسة الذعاع عمى الظؾيمة:مؽ خلال      

(30)   ⃗⃗      
   ⃗⃗⃗      

     
 

 بجاية إيجاد العدم الداوي لجدؼ مؽ أجل أن نعخف الدخعة بجاية مؽ تعخيف العدم الداوي:نخيج   لإيجاد
(31)      ̇      ⃗⃗  ⃗ 

⃗⃗  يسكششا إيجاد شعاع الؾاحجة   مؽ خلال استخجام: ⃗ 
(32)   ⃗⃗  ⃗  

     ̇

|   ̇|
 

 : ، يسكؽ تحجيجىا باستخجام  إن طؾيمة العدم الداوي 
(33)           
(34)   

|       ̇    |

  
    

 
 عمى الظخف الأيدخ: بجعل  (39)مؽ خلال السعادلة   طخيقة أخخى لتحجيج 

(35)     ⃗⃗  ⃗  (
 ̇    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

     
   ̇   ⃗⃗     ) 

 : طؾيمة ىحا الذعاع 
(36)   |

 ̇      ̇       

     
| 

 يبجو أسيل عشج الدمؽ.  استخجام أي تعخيف لِـ 
 الزخوري إعظاء سخع.إن الحالة الخاصة ىي مجارات دائخية. مؽ أجل السجارات الجائخية ليذ مؽ 

 مؽ أجل الحالة الأخخى، واحجة مؽ الدخع مظمؾبة لتدسح لدخع الأخخى لتحجيجىا.
 Circular Orbitsالمدارات الدائرية: 

̇ في السجارات الجائخية  ىي مخكبة الدخعة باتجاه مخكد الكتمة أو مبتعجة عشيا والأجدام  ̇ لأن    
ىؾ تدارع الظخد   حيث       تتحخك في دوائخ وليدت باتجاه أو بعيجة عؽ مخكد الكتمة باستخجام 

     السخكدي 
 لمجدؼ حؾل مخكد الكتمة   
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(37)           
  |∑    

 
   | 

 كل جدؼ، فإن مجسؾع القؾى يُكتب بالذكل:طالسا ىشاك فقط قؾتيؽ تؤثخان عمى 
(38)     

       

   
      

      
     

   
      

 وبالتالي القؾة الكمية ىي

          
      (

  

   
      

  

   
     ) 

(41)    √
 

  
|
  

   
      

  

   
     | 

مؽ أجل كلا السجاريؽ الجائخي اللادائخي. يجب استخجام ىحه القيؼ مؽ أجل إيجاد   و  ̇ أصبح لجيشا كلًا مؽ 
 سخع أخخى.

  و  ̇ استخدام 
   مؽ أجل إيجاد الدخع الأخخى عميشا بجاية إيجاد 

 (43)مؽ أجل كل جدؼ وذلػ باستخجام السعادلة  
 مؾجية وفق قاعجة اليج اليسشىىشا مسكؽ طالسا ندتخجم جسمة إحجاثيات 

(40)   ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗  ⃗     ⃗⃗  ⃗ 
 وىي نفديا لكل الأجدام وشعاع الؾاحجة كل جدؼ ىؾ:  ̂ حيث وجج 

   ⃗⃗  ⃗   
  ⃗⃗ 

|  |
 

 والتي ىي: (38)في السعادلة   و  ̇ نحؽ ببداطة بحاجة لتعؾيض أشعة و الؾاحجة 
(41)  ̇    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗         ̇       ⃗⃗  ⃗  

          ⃗⃗  ⃗                   
 : )   (كامل جاكهبيت

ىؾ الكسية الؾحيجة السرانة في مدألة ثلاثة أجدام فمكية مقيجة دائخياً عمى عكذ مدألة جدسيؽ التي يكؾن فييا 
الظاقة والعدم الحخكي مرانيؽ بذكل مدتقل. لجيشا حالتيؽ بأبعاد وبجون أبعاد مؽ أجل الحالة الأبعاد نحرل عمى 

[16]: 
(42)      (  

    
 )    

    

  
 

  
    

  
    

   حيث                                           ثابت           و                       √   
 

خخ أن آ بسعشى 2πبحيث يكؾن تخدد الشغام  τنعّخف، لجعل تكامل جاكؾبي بجون أبعاد، متحؾل الدمؽ الججيج 
          (       tuفي واحجة الدمؽ ) 2π( تقؾم بجورة خلال      الأجدام )

τ       
 لمتسيد:)  َ ( ونزع العلامة  τنذتق بالشدبة لمدمؽ 
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 ́  
  

 τ
  

  

  
 
  

 τ
  ́    ̇ 

والجدؼ  (1)لمحرؾل عمى الأطؾال بجون أبعاد مؽ خلال تقديؼ الظؾل مؽ خلال السدافة بيؽ الجدؼ 
        (       ( وتكؾن السدافة بيؽ الأجدام الأساسية) duنعخف واحجة السدافة )          (2)

                  يُعظى انحفاظ العدم الخظي:                 
    

  

  
     

                                                                              ( السدافة ىي :0مؽ )
 مؽ أجل الحرؾل عمى الكتل بجون أبعاد كسايمي:  μ نجخل البارامتخ الثابت

μ  
  

     
 

 
  

  
  

                                    
 

 
 

          وبالتالي الكتمة الكمية لمشغام  muنعخف واحجة الكتمة 
μ              أصبح لجيشا                        

       
            

 ( :4وبذكل مذابو، مؾاضع الأجدام نججىا بالذكل )
           
        

 

 
 (: تهزع الكتل في مدألة ثلاثة أجدام مقيدة5الذكل )

في حالة الدخعة معجومة عشج طاقة معيشة سؾف تحل ؾدنا لتكامل جاكؾبي عجيؼ الأبعاد حيث ىحا يق
 : وتربح السعادلة بدظح ذو بعجيؽالسعادلة :)مشحشيات الدخعة السعجومة أو مشحشيات تداوي الكسؾن( 

(43)      ́   ́             
   

  
 

  
 

  
     

 حيث                                                                                √   
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 النتائج والمناقذة -2
قسخ، حيث نفخض التقخيب بحيث  -، أخحنا جسمة أرض(43) لمسعادلة   matlabؼّ وضع بخنامج في بيئة الـ ت 

قسخ( السذتخك، حتى ندتظيع استخجام مدألة ثلاثة أجدام مقيجة دائخياً. –يكؾن السجار دائخي حؾل مخكد كتمتيسا )أرض 
 تعظى:  مؽ أجل حداب نقاط التؾازن الخظية ، بجاية لجيشا  

  
  

  
 

كتمتو القسخ
كتمتو الأرض

          

عمى مؾاقع       مؽ أجل التؾزع الخظي أي (، 43)نحرل بحل معادلة تكامل جاكؾبي عجيؼ الأبعاد 
 :        لاغخانج 

      
      

      
 

 

        
                                                     

      
     

      
 

 

        
                                                      

      
     

      
 

 

        
                                                      

التي  تقع عمى رؤوس مثمث متداوي  ((equilteral triangleقع نقاط التؾازن السثمثية اتؼ الحرؾل عمى مؾ 
 ط الؾاصل بيؽ الجدسيؽ وطؾليا يداوي واحج .الأضلاع الحي قاعجتو الخ

 وارتفاعو عمى الـ       تقع عمى السحؾر            نحرل بفخض أن قاعجة السثمث متداوي الأضلاع 
 :      ،عمى مؾاقع لاغخانج    √      

         
√ 

 
                                                   

 

 
                                        

       
          

√ 

 
                                                 

 

 
                                       

     
 الحالة الأولى -0

و    بيؽ     طاقة كافية لمؾصؾل إلى نقظة لاغخانج    سمػ الجدؼ ذو الكتمة  يعشجما  ,نعؾض
     ( بعج وضع 35في السعادلة ) [16]                          نعؾض  قيسة       

 فشحرل عمى السعادلة:
  
    

   

|      |
   

 

|        |
                                       , 

 (50الشاتج عؽ السعادلة )   مؾقع نقظة لاغخانج  matlab ( الشاتج عؽ استخجام بيئة الـ5يغيخ الذكل )
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   (: سطح معدوم الدرعة بالقرب من نقطة لاغرانج 6الذكل)

 الحالة الثانية:  -1
خمف ىحه الحالة يفتج مسخ بذكل لامتشاىي في الرغخ   إن زيادة حالة الظاقة لـمجدؼ ذو الكتمة 

إلى الجدؼ ذو    بيؽ مجاري الجدسيؽ ، ويجعل مؽ السسكؽ نغخياً لمجدؼ أن يعبخ مؽ الجدؼ ذو الكتمة  
أن يغادر جسمة جدسيؽ، حيث     أو     ، ولكؽ لايدال مؽ السدتحيل لمجدؼ  بالقخب مؽ    الكتمة  

بعج وضع  ( 43في السعادلة )  [16]                        نحرل بتعؾيض قيسة        
 نحرل عمى السعادلة      

      
    

   

|      |
   

 

|        |
                                   

الشاتج عؽ السعادلة   مؾقع نقظة لاغخانج  matlab ( الشاتج عؽ استخجام بيئة الـ6يغيخ الذكل )     
(51) 

 

m1 

m2 
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   (: منحني لدطح معدوم الدرعة بالقرب من نقطة لاغرانج 7الذكل)

 الحالة الثالثة: -2
. أي طاقة إضافية الآن    إن الحالة الظاقية التالية ىي الؾصؾل لدظؾح مشعجمة الدخعة عشج نقظة لاغخانج  

التسكؽ مؽ اليخوب نغخياً مؽ جسمة الجدسيؽ. ىحه الحالة ىي فقط    تجعل مؽ السسكؽ مؽ أجل الجدؼ ذو الكتمة 
في  [16]           و                ، بتعؾيض قيسة   سظح مشعجم الدخعة يلامذ نقظة لاغخانج 

 (52نحرل عمى السعادلة )    ( بعج وضع 43السعادلة )
    

    
   

|      |
   

 

|        |
                                 

 (52الشاتج عؽ السعادلة )   مؾقع نقظة لاغخانج  matlab ( الشاتج عؽ استخجام بيئة الـ7يغيخ الذكل )

m2 

m1 
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   (: سطح معدوم الدرعة بالقرب من نقطة لاغرانج 8الذكل)

 الحالة الخابعة:  -3
ؾل إلييا ىي مشاطق ليا شكل السؾز حؾل نقاط لاغخانج لمتؾازن  ىي السشاطق السحغؾرة الأخيخة لمؾص

 .   و    
 الظاقة الأكبخ ، وبتعؾيض بالقيؼ    و     تقجم حالة الظاقة الأخفض، بيشسا تتظمب الشقاط    إن 

    
√ 

 
فشحرل عمى     ( بعج وضع  43في السعادلة ) [16]                  

 السعادلة
         

    
     

   

√            
 
   

 

√              
 
                   

    ( حيث     )وبذكل مذابو لـ 
√ 

 
                  

الشاتج عؽ السعادلة        مؾقع نقظتا لاغخانج  matlab ( الشاتج عؽ استخجام بيئة الـ8يغيخ الذكل)
(53) 

 
 
 
 

m1 

m2 
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   و    (: سطح معدوم الدرعة بالقرب من نقطتي لاغرانج 9الذكل)

ونخيج الإشارة إلى أن مرظمح " الظاقة " الحي نتعامل معو ىؾ عبارة عؽ السؾاضع والدخع في جسمة إحجاثيات 
 دوارة.

تسثل كتمة القسخ و    m1نقاط التؾازن بعلامات نجسية بيشسا تغيخ الأرض والقسخ كشقاط صغيخة )وقسشا بتسييد 
m2 )[17]وىحه الدظؾح مذابية لسا تؼ التؾصل إليو مؽ السخجع  تسثل كتمة الأرض  

 
 (x, yأرض في المدتهى )-(: سطهح الدرعة المعدومة لجممة قمر5الذكل )

 

m2 

m1 



 ،د.نظام،د.جهدية،د.العرابي،أمين                       لمدألة ثلاثة أجدام العامة وسطهح الدرعة الرفرية حمهل لاغرانج وأولر
 

78 
 

    matlabبرنامج الـ
function zvc(L2) 
mu=1/(81.3+1); 
if (~exist('zerorelativecontour.mat')) 
disp('running') 
x=-1.5:.01:1.55;  
y=-1.5:.01:1.55; 
for i=1:length(x) 
for j=1:length(y) 
                ^2 )=(x^2+y^2 )+2.(1-μ)/r_1 +2.μ/r_2 -C_G 1=  
Z(j,i)=x(i)^2+y(j)^2+2*(1-mu)/sqrt((x(i)+mu)^2.... 
+y(j)^2)+2*mu/sqrt((x(i)-1+mu)^2+y(j)^2); 
end 
end 
save('zerorelativecontour','x','y','Z'); 
else 
load('zerorelativecontour'); 
end 
switch upper('L2')  
case 'L1' 
x1=.836915; 
Csurf= x1^2+2*(1-mu)/abs(x1+mu) +2*mu/abs(x1-1+mu); 
case 'L2' 
x2=1.15568; 
Csurf= x2^2+2*(1-mu)/abs(x2+mu) +2*mu/abs(x2-1+mu); 
case 'L3' 
x3=-1.00506; 
Csurf= x3^2+2*(1-mu)/abs(x3+mu)+2*mu/abs(x3-1+mu); 
case {'L4','L5'} 
x4=.5-mu; 
y4=sqrt(3)/2; 
Csurf=x4^2+y4^2+2*(1-mu)/sqrt((x4+mu)^2+y4^2)... 
+2*mu/sqrt((x4-1+mu)^2+y4^2)+.001; 
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otherwise 
Csurf=isosurf; 
end 
[c,h]=contourf(x,y,-Z,[-Csurf -Csurf]); 
  
xlabel('x axis'), ylabel('y axis') 
 

 الاستنتاجات والتهصيات
  إذا كشا في إطار مخجعي دوار فيشاك مجارات دورية لاتتسحؾر حؾل أي مؽ الجدسيؽ أو مخكدىسا
 ولكؽ بجلًا مؽ ذلػ تتسخكد ىحه السجارات حؾل نقاط لاغخانج. barycenterالسذتخك 
  تدسح لشا دراسة ىحه الأسظح بتحجيج ما إذا كان مؽ السسكؽ لجدؼ ما أن يشتقل مؽ الأرض إلى

القسخ أو ما بعجه. أي تحجيج سظح الدخعة الرفخية، حيث لا يسكؽ لمقسخ الرشاعي أو الجدؼ الفمكي العبؾر 
 .  عجيسة الدخعة مالؼ يتجاوز الظاقة مؽ خلال ىحه الدظؾح 

   
 

 
         

   

  
 

 

  
 

 طاقة السجار في حالة الدخعة معجومة :   
  نؾصي بتظؾيخ ىحه الجراسة لتذسل أنغسة أخخى مؽ السجسؾعة الذسدية ومقارنة الشتائج ومجى تغيخ

اللازمة لكي يتسكؽ الجدؼ الأصغخ مؽ اليخوب شكل السشحشيات عجيسة الدخعة في ىحه الحالة وتغيخ الظاقة 
 مؽ جسمة الجدسيؽ.
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