
95 

 

      

المتهافقة مع الحالة الديناميكية   Nowackiالمعادلات التكاممية لكمهنات 
 الخاضع لحمهل  حجمية  Koiter-Mindlinلجدم  

 * حدننضال 
 **منتجب الحدن
 ***احمد الخابهر

 (2022/ 17/8تاريخ النذر – 2022 /22/6)تاريخ الإيداع  
 

 □ممخّص  □
 (Homogeneous)لمجدؼ السخن الستجانذ  Nowackiت السدألة قيج الجراسة ىي مدألة كسؾنا

، والسؤلف مؽ نقاط مادية مؾجية  (Isothermal)، والستداوي درجات الحخارة (Isotropic)والستساثل السشاحي 
(Oriented Material Points)وذي تذؾىات مخنة صغيخة ،(Infinitesimal elastic Strains)  ذلػ ،

و  ] [Koiter 3وضع الأساس الخياضي لسثل ىحا الجدؼ كلًا مؽ الباحثيؽ:  ضسؽ نغخية العدوم السعجّلة.
Mindlin 4] [والحي سسي فيسا بعج باسسيسا ورًمد لو اختراراً بالخمد ،(K-M). 

السؾافقة   Nowackiغيخ الستجاندة ومعادلات كسؾنات  Lameفي البجاية، سشعخض كلًا مؽ معادلات 
التخابط ومحجودة في الفزاء  أحاديةيذغل في لحغة البجء، مشظقة ، الحي  (K-M)، ذلػ لأجل الجدؼ 

ومعادلات كسؾنات  Lameالتكاممي ستتحؾل معادلات  Laplaceبعجىا باستخجام تحؾيل  .3Rالإقميجي
Nowacki ؾيلات مؽ حالتيا التحخيكية الى الى حالة التؾازن ليا. وبعج عخض مبخىشتيؽ ىامتيؽ، تدودانا بتح

، التفاضمييؽ السزاعفيؽ مؽ السختبتيؽ الأولى والثانية  Helmholtzحجسية، لأجل مؤثخي  -تكاممية، سظحية
، سشدتشتج  ] [12,13,1,2,6,7 العكدي Laplaceوتظبيق تحؾيل  Nowackiمؽ ثؼ بتظبيقيا عمى معادلات 
-K)خن لمجدؼ الرمب السخن مؽ نؾع الحاكسة لمدمؾك التحخيكي الس Nowackiالسعادلات التكاممية، بكسؾنات 

M). 
لمجدؼ السخن، السؤلف مؽ  Lameمدألة  - Nowackiكسؾنات  السزاعفة، Helmholtz: معادلة لكممات المفتاحيةا

بؾجؾد حسؾل حجسية غيخ معجومة ،الشسؾذج الخياضي التكاممي لمجدؼ  Koiter-Mindlinنقاط مادية مؾجية، مؽ نؾع 
(K-M). 
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□ ABSTRACT □ 

 

The considerable problem is the Nowacki's potential one for the homogeneous, 

isotropic, and isothermal dynamic elastic body consisting of oriented material points, and 

of infinitesimal elastic strains in the fame of the couple stress theory. The mathematical 

foundations of  this theory are established by the tow researchers ; Koiter [3], and Mindlin 

[4], so the body in the frame of this theory called (K-M) model. First, we introduce the 

Lame equations, and the related Nowacki's potential ones for the (K-M) elastic body, 

which initial configuration is a bounded, simply connected region in 3R .Then, after 

demonstrating 2 important theorems, that give volume-surface integral transforms for the 

first and second order, Helmholtz differential operators, next, applying these integral 

transforms to Nowacki's Equations, and applying the inverse Laplace integral transform  

[12,13,1,2,6,7] ,  we derive system of integral equations governing the considerable (K-M) 

body.  

Key words: The multi Helmholtz Equations-The Nowacki's Potentials, the Lame's 

problem for the Koiter-Mindlin elastic body consisting  of oriented material points, with 

body loads, The system of Integral Equations for (K-M) body. 
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 مقدمة:.  1
 Kupradse( و 1965)Nowacki و   Ignaczakناقر العجيج مؽ الباحثيؽ الخياضييؽ ، مثل 

، ضسؽ السخونة الخظية التقميجية  Nowackiلتي تحكؼ كسؾنات ( ، ناقذؾا السعادلات التكاممية ا1963)
الستجاندة، متساثمة السشاحي والستداوية درجات الحخارة، وفي السخونة الخظية، الستجاندة، الستساثمة السشاحي، 

ة ( . بعجىا ناقر العجيج مؽ الباحثيؽ السعادلات التكاممية الحاكس[5]والستخابظة مع حقل حخاري )انغخ ايزاً 
 لأوساط مادية اعقج ، ولكؽ لأجل حالات خاصة .
الخياضي التكاممي الحاكؼ لمجدؼ الرمب الستجانذ  Nowackiسؾف ندتشتج في البحث نسؾذج كسؾنات 

 .    (K-M)والستساثل السشاحي مؽ نؾع
 . هدف البحث:   2

لأجل الجدؼ  Nowackiييجف البحث إلى استشتاج  الشغام السعادلاتي التكاممي الحاكؼ لكسؾنات 
البديظة  الستجانذ والستساثل السشاحي والحي يذغل في لحغة البجء السشظقة (K-M) الرمب السخن  

 التخابط والسحجودة في الفزاء الاقميجي ثلاثي البعج.
 لبحث:اق ائ. طر  3

لمجدؼ السعتبخ باتباع Nowacki سؾف نقؾم باستشتاج ذاك الشغام السعادلاتي  الحاكؼ لكسؾنات  
الخظؾات التالية التي تسثل تعسيساً لمخظؾات التي استخجميا باحثؾن سابقؾن في استشتاج الشغام السعادلاتي 

 الابدط: Hookeالتكاممي الحاكؼ لجدؼ 
 ،  (K-M)لمجدؼ السعتبخ  Nowackiكتابة مدالة كسؾنات -1
 ، (K-M)مجدؼ السعتبخل Nowackiاستشتاج السعادلات السشفرمة لكسؾنات  -2
تحؾيل السدالة السحكؾرة ومعادلاتيا السشفرمة  مؽ مدالة تحخيػ الى مدالة تؾازن ، باستخجام  -3

 ، وتظبيقاتو Laplace تحؾيل
 Helmholtz سظحياً يتعمق بكل مؽ مؤثخ -استخجام مبخىشة ىامة تعظيشا تحؾيلًا تكاممياً حجسياً -4

 تبة الثانية ، التفاضمي البديط والسزاعف مؽ السخ 
التكاممي العكدي  في استشتاج الشغام  Laplaceتظبيق السبخىشة الدابقة ، ومؽ ثؼ تحؾيل  -5 

 السعادلاتي التكاممي السظمؾب .
وليحا الغخض، نعتبخ الجدؼ السخن السؤلف مؽ نقاط مادية مؾَّجية، وذي التذؾىات الرغيخة   

ات الحخارة، والحي لو ثلاث درجات حخية وأربعة ثؾابت والستجانذ والستساثل السشاحي، والستداوي درج
0مادية:  0و  0و


 و ):1 حيث  (  ) والسجروس )التي تجعى بثؾابت مخونة الجدؼ ،

. ولأجل ىحا الجدؼ (K-M)، والحي نخمد لو اختراراً بـ  ] [Mindlin 4و ] [Koiter 3حثيؽ مؽ قبل البا
لمجدؼ ىي مشظقة بديظة  التخابط، ومحجودة في الفزاء الإقميجي ثلاثي  سشفتخض أن الحالة البجئية

3البعج
R ل الفيديائية التي ترف الحالة الجيشاميكية لمجدؼ السخن . كسا سشفتخض أيزاً أن كافة الحقؾ(K-M) ،

. مؽ أجل  tلمدمؽ ايزاً وتتبع  السادية في شقاط حجاثيات الىي دوال حقيقية ممداء بالقجر الكافي، تتبع لإ
 Nowacki، ومعادلات كسؾنات (K-M)سخن لمجدؼ ال Lameمعادلات عخض فيسايمي شمتظمبات البحث، س

 (.] [ 11السؾافقة ليا )
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الجدئية التالية، السحققة في  التفاضمية  ، ىي جسمة السعادلات (K-M)لمجدؼ السخن  Lameأ( إن معادلات 
0] , [  : 

(3.1 ) 
 

2

, , ,
( )

i j j j j i i j k k n p p n j s s

i i

u u u

F u

     



   

  

 حيث:
(3.2)

                            ,

1

2i i i j k k j
F X Y    

1حيث   2 3( , , )u u u u 1و 2 3( , , )X X XX  1و 2 3( , , )Y Y YY   عمى التختيب، تسثل
السخكبات الجيكارتية في الشغام الإحجاثي الجيكارتي


xxxOلكلٍ مؽ متجو الإزاحة ،u قظة مادية لش

),,(لاغخانجية 321 xxxx       مؽ الجدؼ السخن(K-M)   ولستجو القؾة الحجسية      ،X ولستجو العدم ،
، في ىحه الشقظة السادية اللاغخانجية. كسا أن: Yالحجسي

i j k
 الشغام الاحجاثي الجيكارتي  ىي السخكبات في

ىي الكثافة الحجسية لمجدؼ )وىي كسية ثابتة لأن الجدؼ  0،  و Levi-Civita       السعتبخ، لشرف تشدؾر
,,,.........متجانذ(، كسا أن الأدلة اللاتيشية  kji     حيث سشدتخجم رمؾز  3 , 2 , 1تأخح القيؼ ،Einstein 

قية الجسع عمى الأدلة السكخرة(. كسا أن الشقظة تجل عمى السذتق الجدئي بالشدبة لمدمؽ و )اتفا
tt 


 و   :

2

2
2

t
t




 . 

(، بجلالة السؤثخ الاشتقاقي 3.1) Lameمؽ أجل متظمبات ىحا البحث، سشكتب فيسايمي معادلات      

الجيشاميكي:  2
2

2 2 2 2
0

1
: 1

ˆ tc


     :2̂، حيث :c




 2، و يسثل مؤثخLaplace 

الاشتقاقي الدمسي ثلاثي الأبعاد، الحي يعظى في الشغام الاحجاثي الجيكارتي السعتبخ 

2بالعلاقة:

,
( ) ( ) ( )

i i
i i

x x


 

 
 . 

 ( نزيف الذخوط الحجية والابتجائية التالية :3.1إلى السعادلات )
]0الذخوط الحجية السحققة عمى - , [     : 
(3.3                          )0,i iu h k   

حيث
0
 ) 1 2, (  ىي مخكبات متجو الجورانالؾاقعة في السدتؾي السساس لـ ،   أما الجوال ،

,0الحقيقية: : [ , [
i

h k     R .فيي معمؾمة 
 :0الذخوط الابتجائية السحققة في -
(3.4                           ),

i i i i
u f u g    

,حيث الجوال الحقيقية التالية معظاة :  :
i i

f g  R . :بسا أن 
(3.5                   )

i j k k n p j p i n j n i p
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[0( الذكل التالي في3.1فتأخح بحلػ السعادلة ) , [ : 

(3.6)
   

2

, , , ,
( ) ( )

i j j j j i j j i s s i j j s s

i i

u u u u

F u

   



    

    
 

 أو:

(3.7)
       

22 2 2

2 2

, ,

)

( ) 0

(
i i i

j j i j j i i

u u u

u u F

  

  





  

 
 

  

      
 

[0السعادلة الاشتقاقية التالية، فيوبالتبديط والاخترار، نحرل عمى  , [   : 

(3.8)
       

2 2
0 ,

1
0

2 1i j j i i
u u F 


   
 

 
    


 

[0بالتالي نحرل عمى السعادلة الاشتقاقية التالية، السحققة في    , [   : 

(3.9)
          

2 2
0 ,

1 1
0

2 1i j j i i
u u F

 
 
 

 
   


 

حيث: 
 

2 ( )
:




 



 . Poissonىي ندبة 

 
 :(K-M)لمجدؼ السخن   Nowackiمعادلات كسؾنات  )ب 

، الازاحات Nowacki، كتب  Helmholtz– Stokesوفقاّ لسبخىشة 
i

u والحسؾل الحجسية
i

F 
[0بالذكل التالي في , [ : 

(3.10        )  , , ,
, such that

i i j ki k j k k
u       

(3.11       ) , , ,
, such that

i i j ki k j k k
F      

  
 

  

1 و  حيث:  2 3
, , )(    عمى التختيب، ىسا كسؾنا ،Nowacki  السجيؾليؽ، الدمسي

1 و والستجيي، كسا أن:  2 3
, , )(    عمى التختيب، ىسا كسؾنا ،Nowacki  ،السعمؾميؽ

الدمسي والستجيي.  أخيخاً نجعؾ الجدء
, i

 )الجدء
, i

(  

بالجدء الكسؾني لـ 
i

u )  لـ
i

F(كسا نجعؾ الجدء ،
,i j k k j

    ) الجدء 
,i j k k j

 ( ،

بالجدء الجوّار لـ 
i

u )  لـ
i

F( لإيجاد معادلات الحقل الاشتقاقية بتؾابع كسؾن .Nowacki :السجيؾلة ،
 

(، فشحرل 3.9) Lame( في معادلات 3.11و)   (3.10، نعؾض )Nowackiات، وفقاً لظخيقة كسؾنو
[0التالية السحققة في التفاضمية عمى السعادلة  , [ : 
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(3.12)
2
2

2 2 2
0 , , ,

, ,

1
0

2 1

1
0

ˆ

i j ki k j i

i j ki k jc

   


  

    
     

    

 
 
 

   


  

 

 أو:

(3.13)
   

2
2

2
2

2 2 2
0

0

,

,

1 1

2 1

1
0

ˆ

ˆ

i

i j k k k
j

c

c

 


  


    

    
    

 
 
 

   


  

 

 وبسا أن:

                  2 2 2
0 1

1 1

2 1 
 
  

 
   


 

حيث:

 

2 2
1: ( 2 ) t     0 ، فتأخح السعادلة الدابقة الذكل التالي في] , [  : 

(3.14      )
 

2
2

1

0

,

,

1
0

ˆ

i

i j k k k
j

c

 

   
  
  
   

 

   
 

، معادلات و Nowacki :  ( تكؾن محققة ، إذا حققت كسؾنات 3.14، فإن ) Nowackiالآن، وفقاً لـ 
[0الحقل التالية في  , [ : 

(3.15        )                   
2
2

1

0

0 ,

1
0

ˆk kc

 

 

 

 
 

، الستجانذ والستساثل السشاحي  (K-M) لمجدؼ السخن  Nowacki( بسعادلتي كسؾنات 3.15نجعؾا السعادلتيؽ )
 .، والحي يذغل في لحغة البجء، السشظقة بديظة التخابط وغيخ السحجودةوالستداوي درجات الحخارة

فيسا يمي سؾف نقؾم باستشتاج الذخوط الحجية والابتجائية التي يجب ان نزيفيا الى معادلتي كسؾنات   
Nowacki  :الدابقتيؽ 

 بـــ: متجو الجوران لمجدؼ يعظى ( وعؽ كؾن أن و3.10يشتج عؽ  )

,

1

2i i j k k j
u  

 أن: 

                     
, ,

1

2i i j k k m nk j n m j
     

 
 

  

 او :
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(3.16            )
  , ,

1

2i i j k i j k k m nk j n m j
      
 
 

  

 وبسا ان :
(3.17                )

,
0

i j k k j
   )  بدبب الخاصة التشاعخية( 

(3.18 )

  

 
2

2

, ,

, ,

, , , ,
0

i j k k m n i j k k m nn m j n m j

k j i k m n j m i n j n i mn m j n m j

i j j j j i j j i i j j i

i

     

       

    





   

 
        

 

 



 

 ( بالذكل :3.17فتربح )

       2

, ,

1 1

2 2i i j k i j k k m nk j n m j i
       

   
 

  

 وبالتالي بالذكل الستجيي يربح لجيشا  : 

(3.19                           )
 

21

2
   

 بالذكل التالي : Nowackiوبشاءً عمى ما تقجم ذكخه تربح الذخوط الحجية بكسؾنات 
(3.20             )0

, ,
,ii j ki k j

h k      

0حيث 
  :21ىسا مخكبتا  جدء الستجو

2
    السساس في الشقظة الساديةP والمحغة

0[ , [t    لمدظح . 
 : 0يالذخوط الابتجائية السحققة ف -

 ثانية مخة  Stocks-Helmholtz [11]( ومؽ مبخىشة 3.10لمحرؾل عمى ىحه الذخوط ندتفيج مؽ )
 فشحرل عمى الذخوط الابتجائية التالية  ، (3.4بكتابة الذخوط الابتجائية )

(3.21      )
0 0

0 0

, , , ,

, , , ,

,

,

i

i

i j k i j ki k j i k j

i j k i j ki k j i k j

f

g

     

     

 

 

 

 
   

0حيث الجوال:  0 0 0, , , :
k k

     R يسكؽ أن تحدب مؽ حيث  ؛ يسكؽ اعتبارىا معمؾمة

 العلاقتيؽ الدابقتيؽ .
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 :[5,8,9,10]مبخىشة مداعجة 
0 (000ممداء   بالقجر الكافي في WوVالحقيقية واللجإذا كانت   جيشا ( ، عشجئحٍ ل

 القزيتيؽ التاليتيؽ :
 :0التفاضمية التالية السحققة في  Helmholtzأولًا : لتكؽ لجيشا معادلة     

(3.22                          )2
( ) ( )

i C
W P x x 

2 حيث: 2 2
C

C   مؤثخHelmholtz  و )مؽ السختبة الأولى ( البديط( )W x   الجالة السجيؾلة
)و )P x 0دالة معظاة. عشجئحٍ السعادلة الدابقة تكافئ في (:[5]، السعادلة التكاممية )انغخ 

(23.3)            

  

0

0

01

1

( ) ( ) ( )
4

[ ( )
4

( ) ( ) ] ( )

C

C

C

R

R

R

S

e
W P d

R

e W

nR

e
W d

n R



















 














ξ x x

x

x x

 

,0 حيث:  x ξوR  x ξأما ،W

n




 وفق متجو واحجة الشاعؼ Wفيؾ مذتق 

1 2 3( , , )n n n n0عمى الدظح و نحؾ خارج .) ؛0والسؾجَّ
i

i

W W
n grad W n

n x

 
 

 
) ، 

 :  0التالية،السحققة في فاضمية السزاعفة مؽ السختبةالت Helmholtz ةثانياً: لتكؽ لجيشا معادل  
 (24.3                       )

1 2

2 2 ( ) ( )
i C i C

V H x x 

فيسا عجدان  2Cو  1C ،  أما 0دالة سمسية معمؾمة    في  xH)(دالة سمسية مجيؾلة  و xV)(حيث 
 عقجيان اختياريان. 

 :0( تكافئ السعادلة التكاممية التالية في24.3عشجئحٍ السعادلة التفاضمية )

(25.3) 
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2حيث: 
2

2
1

2 CCC . 

 . النتائج والمناقذة:4   
 تحؾيل السدالة الدابقة والسعادلات السشفرمة الستعمقة بيا مؽ تحخيػ الى تؾازن :-1

 (:   [12,13]التكاممي ) Laplace  بتظبيق مؤثخ



 


0
),(:: ]),([),( tdetFtFsF

ts
£ xxx


 

)حيث: ),,( 321 xxxx:وبالاستفادة مؽ الخاصة التالية مؽ  خؾاص ىحا السؤثخ ، )             
)()(])([ 2 baFtf sss£  

af حيث : )( bf و  0 )( 0 ،])([)( tfF £s ، 
 التحخيكية الى مدالة التؾازن التالية: Nowacki تتحؾل كسؾنات 

(4.1)
 

2 0 0
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2 2 0 0
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 او :

(4.2               )
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 حيث :

(4.3          )
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 لجيشا :  
(4.4                      )2

1
1
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( )
( )

i s
s


   

 واذا فخضشا ان:  

(4.5   )
 

2
2 2 2
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1، أما  1iحيث :   ( )s 2و ( )s رجة الخابعة : فيسا صفخا كثيخ الحجود مؽ الج 

(4.6                    )
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24 2
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ˆ s
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 بالتالي يحققان علاقتا فييت التاليتان: 

(4.7  )              
2
22 2 2 2

1 2 1 1
2

2

( )
( ) ( ) , ( ) ( )

ˆ s
s s s s


      


   

 : 0( بالذكل الشيائي التالي في4.2) وبحلػ تربح معادلتا التؾازن 

(4.8               ) 1
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 :(K-M) لمجدم المعتبر Nowackiنظام المعادلات التكاممية الحاكم لكمهنات     
باتباع  (4.8) التفاضميتيؽ Nowackiلمحرؾل عمى ىحا الشغام نظبق السبخىشة  الدابقة عمى جسمة معادلتي 

 مايمي :
    ( نحرل مباشخة عمى السعادلة التكاممية : 4.8ولى في )( عمى السعادلة الأ3.23)بتظبيق العلاقة التكاممية   )أ 
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 ( نحرل مباشخة عمى السعادلة التكاممية :4.8( عمى السعادلة الثانية في )3.25)بتظبيق العلاقة التكاممية  ) ب
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x
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حيث 

: 
2 2 22

1 2C    
  . 
, Nowacki( نغام معادلات التكاممية الحاكؼ لتحؾيلات4.10( و)4.9تسثل السعادلتان ) )s  ξ 

)و , )
k

s ξ . 
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عمى   Laplace نزيف الى جسمة ىاتيؽ السعادلتيؽ الذخوط الحجية التالية الشاتجة عؽ تظبيق مؤثخ
 (:3.20الذخوط الحجية )

(4.11    )         0

, ,
,ii j ki k j

h k      

, Nowacki( الشسؾذج الخياضي التكاممي الحاكؼ لتحؾيلات 4.11( و)4.10( و)4.9تسثل ) )s  ξ 
)و , )

k
s ξ . 

( نحرل عمى تحؾيلات 4.11( و)4.10( و)4.9:بحل السدالة التكاممية ) آلية حل السدالة  
Nowacki  , )s  ξ و( , )

k
s ξ  بعجىا بتظبيق تحؾيل .Laplace  العكدي عمى ىحه التحؾيلات

, Nowackiالسعمؾمة ، نحرل عمى كسؾنات   )t  X و, )
k

t  X ( 3.10. بالتعؾيض في الريغة )

,نحرل عمى الازاحات  )
i

u t X . 
 

 . الاستنتاجات والمقترحات:  5
 Nowackiفي البحث تؼ استشتاج الشسؾذج الخياضي التكاممي الحاكؼ لدمؾك كسؾنات  أولًا: الاستشتاجات:

الخاضع لمقؾى الحجسية السعسسةالسجروس  (K-M)الحي يرف الجدؼ السخن 
i

F  ، الحي يعتبخ اسيل مؽو 
الحاكؼ ليحه الكسؾنات السحكؾرة ، وتكسؽ الرعؾبة ىشا بكؾن ان السعادلات  التفاضمي الشسؾذج الخياضي 

 الجدئية السؾجؾدة في ىحا الشسؾذج  مؽ السختبة الخابعة .  التفاضمية
 

 فيسايمي يسكؽ أن نقتخح السدائل التالية، الججيجة ،لمسشاقذة:   ثانياً: السقتخحات:
 

,لى: اذا كان حقل الازاحة الستجييالسدألة الأو     )u t X  كسؾنياً ،أي ان دورانو معجوم عشجئح يؤول
 الشسؾذج الخياضي التكاممي فقط الى السعادلة التكاممية:
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اضافةً الى الذخط الحجي التالي :
        , ii

h  

 ممية حميا اسيل مؽ حل السدالة فيسا لؾ كانت السعادلات اشتقاقية جدئية.وىي مدالة تكا
 نؾصي بحل ىحه السدالة التكاممية .وىشا 
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أي ان الجدء الكسؾني لحقل  ؛ دوّار الستجيي الإزاحاتذكخه عشجما يكؾن حقل  ما تقجمإعادة  السدألة الثانية:   
 الازاحة الستجيي معجوماً.

لاجل جدؼ  ) Nowackiأي استشتاج الشسؾذج التكاممي الحاكؼ لكسؾنات  (إعادة نفذ الجراسة  السدألة الثالثة:   
 .Eringen – Nowackiصمب اكثخ تعقيجياً يتسثل بالجدؼ الرمب دقيق الاستقظاب مؽ نؾع  
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