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 فرانكمين -لمتسمسلات فورييه المطمق والتّقارب التّقارب
 Lفي الفضاء المعمّم 

 *الدّكتور: نضال حسن 
 **وفمنير مخم: ردكتو ال

   ***روان معلّا 
 (2020  / 12/  23قُبل لمنشر .  2020/  10 / 27 )تاريخ الإيداع

 
 :صالممخّ 

المشروط غير خاصّ التّقارب  وبشكلفرانكمين -درسنا في ىذا البحث إحدى مسائل تقارب متسمسلات فورييو
(   )       حيث :     ءالفضا المطمق( في)   ( ) 

 وقد تمّ الإثبات عمى صحّة المبرىنات الآتية:
   +( )   *   إنّ جممة دوالّ فرانكمين  (:1مبرىنة )

تمثّل قاعدة غير مشروطة أو مطمقة في الفضاء    
 . المعمّم 

ىو أن تكون    فرانكمين متقاربة مطمقاً في الفضاء -لتكون متسمسمة فورييو والكافيالشّرط اللّازم  (:2مبرىنة )
 .( ) منتمية إلى الفضاء  ( ) دالّة المجموع 

بحيث أنّو لأجل المجاميع الجزئيّة     إنّ جممة دوالّ فرانكمين ىي قاعدة في الفضاء المعمّم  (:3مبرىنة )
 بالصّورة: والمعطاة ( ) لمدّالّة فرانكمين -الموافقة لمتسمسمة فورييو  (   )  

∑   ( )    ( )     ( )   ∫  ( )   ( )  
 

 

 

‖(   )     ‖تحقّق المتراجحة الآتية:      .
 

 
   /           
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Abstract: 
In this paper, we examined one of the problems of convergence of the Fourier - 

Franklin series, and in particular the unconditional convergence (absolute) in L space 

where:  
     (   )   ( ) 
The following proofs have been proven to be correct: 

Theorem (1): 
The Franklin function:     *   ( )+   

  

represents an unconditional or absolute rule in the generalized space L 

Theorem (2): 
The necessary and sufficient condition for the Fourier-Franklin series to be 

absolutely convergent in L space is that the function of the sum f (x) belongs to the 

space  ( )   

Theorem (3): 
The system of Franklin functions is a rule in the generalized space L, so that 

for the subtotals    (   ) 

corresponding to the Fourier-Franklin series of the function f (x) given by the 

picture: 

∑   ( )    ( )     ( )   ∫  ( )   ( )  
 

 

 

The following inequality is achieved: ‖     (   )‖      .
 

 
   /    

       
Where c is a qualitative constant.  

Keywords: convergence, absolute, Forrier-series ,Franklen-system , Vabber-

Chaouder system ,Haar system . 
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 المقدّمة:
نظريّة المتسمسلات المتعامدة بشكل سريع إلى جانب نظريّة المتسمسلات المثمّثيّة التي لعبت دوراً  بدأت تتطوّر

القدرة  ىذا التّطوّرمن العموم الأخرى ونتج عن  وغيرىا والفيزيائيّةىامّاً في حلّ العديد من المسائل في العموم الرّياضيّة 
نّ عمى معالجة تقارب المتسمسلات  الاىتمام بدراسة تقارب المتسمسلات سواء أكان تقارب غير مشروط أو تقارب  وا 
 وتامّة.ظير من خلال الاعتماد عمى جمل نظاميّة متعامدة  مكان،بالقياس أو تقارب تقريباً في كلّ 

مثل  الدّوالّ الشّييرةفضاءات وقد تمّت دراسة تقارب المتسمسلات ومنيا التقارب غير المشروط عمى بعض 
 ( ) والفضاء       حيث   (   )  ضاء ف

وىذه الجممة تتكوّن من دوالّ خطّيّة مستمرّة،  (   ) مثالًا لقاعدة متعامدة في الفضاء قدّمت جممة فرانكمين 
ذلك أصبحت ىذه الجممة مفيدة  وبعد  - ,- ,- ,  Ciesielski’sوالدّراسة المنيجيّة لجممة فرانكمين تعود إلى أبحاث 

 جدّاً من أجل حلّ الكثير من المسائل.
 

 :وأهدافهأهمّيّة البحث 
عمى الفضاء فرانكمين -لمتسمسلات فورييو (المطمق )الغير مشروطتكمن أىمّيّة ىذا البحث في دراسة التّقارب 

   المعمّم 
 إلى:ىذا البحث  وييدف

 في الفضاء المعمّم  التّقارب المطمقفرانكمين من حيث التّقارب أو -دراسة سموك )أو طبيعة( متسمسلات فورييو
 . 

 أساسيّة: ومفاهيمتعاريف 
 - ,:1تعريف

      إذا وجد مجال مثل   عنصر مميّز لممجال  -   ,  المعرّفة عمى المجال  ( ) يقال بأنّ الدّالّة 
  يكون:بحيث 

1-       ( )  *    ( ) ( )       حيث+       
2- ∫  ( )  

 

 
 ∫  ( )  

 

 
    

3- ‖ ‖  | |   
 - , :2تعريف

 بالشّكل:تكتب  والتي (   )    ىو مجموعة كل الدوالّ   ( ) إنّ الفضاء 

 ( )   ∑     ( )  ∑|  |

 

   

  

 

   

 

  ىو عنصر مميز لممجال   ( )  و           حيث            
 لمنّظيم:وىو فضاء باناخ بالنّسبة             

‖ ‖ ( )     ∑|  |
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 ( ) ‖ ‖   ‖ ‖عندئذٍ يكون             
 - , :3تعريف 
 التي تحقّق الشّرط:  (   )      ىو مجموعة كلّ الدّوالّ  ( )   الفضاء 

  ( )     { | |  ∫| ( )     |   

 

 

}     

 - ,- , :4تعريف 
المعرّفة والمقيسة عمى المجال  ( ) ىو مجموعة كلّ التّوابع      حيث   (   )  الفضاء 

∫بحيث يكون  (0,1) | ( )|    
 

 
 . 

 - ,- , :5تعريف 
   +  *تدعى جممة الدّوالّ 

جممة ىآار  (   )  في الفضاء  [0,1]عمى المجال  والتّامّةالمنظّمة   
 كل الآتيبالش [0,1]عمى المجال   ( )  دوالّ ىآار  وتعرف

  
( )( )           

 

  
( )( )  

{
 
 

 
                    

 

 

                           
 

 

               
 

 
    

 

 

  
( )

 

{
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
                                           

   

  
 
 

√  

 
                                            

   

  

√                          
   

  
   

    

    

                                             
    

    

 √                              
    

    
   

 

  

 √  

 
                                                  

 

  

                                          
 

  
    

 

 اختصاراً:لنضع 
  ( )     

( )( )            
  ( )     

( )( )        
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 [0,1]عمى المجال  وتامّة ومنظمةوىذه الدوال تشكّل جممة متعامدة 
 - ,- ,- , : 6تعريف 

𝜙  إنّ جممة فابيرا تشاودر ىي جممة الدّوالّ   *𝜙 ( )+   
     ,   - 

𝜙 ( )    
𝜙 ( )           ,   - 

        و         حيث          وعندما 
 تكون:

𝜙 ( )     
   {

      (
   

  
  

 

  
)

      
    

    

 

 المجالين:عمى  ومستمرّةوتكون ىذه الدّوالّ خطّيّة 
[
   

  
  
    

    
]    [

    

    
  

 

  
]    

 ملاحظة: 
 تشاودر بمكاممة دوالّ ىآار وبصورة أدقّ يمكن التّعبير عن ذلك كما يمي:-يمكن تعريف جممة فابيرا

𝜙 ( )   ∫  ( )     𝜙 ( )    ‖  ‖ ∫  ( )

 

 

             

 

 

 

 

 - ,- ,  - ,- , :7تعريف 
   +  *لتكن 

 ولتكن:تشاودر -جممة فابيرا  
  ( )     ( ) 

  ( )   ∑  

 

   

  
( )

  ( )      
( )

   

                                                           
   +( )  *  عندئذٍ إنّ الجممة المتعامدة النّظاميّة 

دوالّ وحيدة القيمة معروفة بالعلاقات السّابقة    
      حيث  (   )  ونسمّييا جممة فرانكمين وىي جممة تامّة في الفضاء 

(   )     لنعرّف الآن الفضاء المعمّم          حيث   ( )  
 أنّ:فنجد 

‖ ‖ ( )  ‖ ‖  
‖ ‖  ‖ ‖  

 
‖ ‖  

 

 
‖ ‖   

 

 
‖ ‖ ( ) 
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 - ,- ,  :8تعريف 
 :رمتراجحة هولد

 بحيث أنّ      و     ليكن 

 
 

 

 
عندئذٍ تتحقّق        و         وليكن    

 المتراجحة الآتية:

∫|  |      ‖ ‖  ‖ ‖ 

 

 

 

 - ,- ,  :9تعريف 
   +  *نقول أنّ جممة الدّوالّ 

 إذا كان:   متعامدة نظاميّة )منظّمة( في الفضاء    
⟨      ⟩   {

         
         

 
   +  *وبشكل خاصّ نقول أنّ جممة الدّوالّ 

 متعامدة نظاميّة إذا كان :  -   ,  في الفضاء   

∫   ( )  ( )   {
          
         

 

 

 

 - ,- ,  :10 تعريف
بالنّسبة ىو فضاء كثيرات الحدود  ( )      ، إنّ الفضاء          لأجل العدد الطّبيعي 

 تشاودر المعطاة بالشّكل:-إلى الجممة فابيرا

    ∑  

 

   

    ( ) 

 المعرّف كما يمي:   مع الفضاء  ويتطابق
   *     (   )     ( )       (   )+ 

 
   *     (   )      ( )      

    (
  
 

   
      

 )⋃( 
  

 
      

     
 )+   

                                 حيث:
 - ,- ,  :11 تعريف
بحيث   -   ,عمى المجال  والمقيسةالمعرّفة  ( )   إلى مجموعة التّوابع    -   ,  ترمز 

|( ) | -   ,         يكون   أنّ:حيث     
         ,   - | ( )|     ,    (    ,   -  | ( )|   )-    

  لقياس ليبيغ لممجموعة  ( ) حيث ترمز

∫)  ‖ ‖;      وىي فضاءات باناخ مع النّظيم  | ( )|    ) 
 

 

 

      
‖ ‖            ,   - | ( )| 
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 : 1مبرهنة
 .Lإنّ جممة فرانكمين تمثّل قاعدة غير مشروطة في الفضاء 

 الإثبات:
 ىنا نميّز حالتين:

لأنّ جممة فرانكمين ىي  وذلك ( ) في  )مطمقة( إنّ جممة فرانكمين تمثّل قاعدة غير مشروطة الأولى:الحالة 
   والمتراجحةينتج من حدوديّة دوالّ ىذه الجممة في الفضاء المذكور وىذا  ( ) جممة تامّة في الفضاء 

‖ ‖ ( )  ‖ ‖  
تامّة وبيذا    نكون جممة فرانكمين ( ) والنّظيم المعرّف عمى  (   )  وحسب خواصّ عناصر الفضاء 

 حيث        ولكلّ    ( )    الشّكل يكفي أن نبيّن بأنّ لكلّ دالّة 
          

 يكون 

‖     ‖
 ( )

 ‖ ‖ ( ) 

    (   )   ∑     ( )  ( )

 

   

 

( )  ثابت كيفي و    حيث    ∫  ( )  ( )  
 

 
معاملات فورييو فرانكمين           حيث  

 ، ومن جية ثانية نلاحظ أنّ: ( ) لمدّالّة 

(    )   ∫  ( )  ( )   
 

 

 
   (   )      حيث 

‖     ‖
 ( )

      ‖ ‖   ( ) 
   

 

 
|∫    (   )  ( )  

 

 

|

 

 

  :متعامدة ونظاميّة فإنّ  جممة فرانكمينعمى اعتبار أنّ ولكن 

|∫    (   )  ( )  

 

 

|   |∑     ( )  ( )

 

   

|   |∫   ( )     (   )   

 

 

|

   ‖ ‖ ( )  ‖    ( )‖
   ( )

  
 

 حيث       ولكلّ متتالية   ( )       بقي التحقّق من أنّ كلّ دالّة  والآن
 لدينا:             

‖    ( )‖
   ( )

    ‖( )‖   ( )                         
  -  ,    من المبرىنة ة مباشرةوىذه العلاقة تنتج بصور 

  لا تتعمّق بإشارة الأعداد  ( )   ‖( )‖إنّ القيمة 
 ومنو يتمّ المطموب. ( )  

 
 الحالة الثاّنية:
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وذلك لأنّو في         حيث   (   )   مطمقة( في)شرطيّة فرانكمين تمثّل قاعدة غيرجممة 
     ثابت  الذي يقضي وجود والأمر،         أخذىذه الحالة يكفي 
‖( )    ‖ بحيث:

 
     ‖( )‖    

 :  ( )    أيّ مؤثّر  ولأجل (   )     لأجل أية دالّة  وذلك
‖    ( )‖

 ( )
     ‖( )‖ ( )  

     و  (   )     بأنّ  وينتج
    (   )   ∑  

 

   
    ( )  ( )                           

 فإنّ:أنّ ىذه جممة فرانكمين تشكّل جممة نظاميّة  بما ثانية،ومن جية 
 {   (   )  |    (   )    | }   

 

 
 ‖    ( )‖

 
  

 

 
 ‖    ( )‖

 ( )
   

 

 
 ‖( )‖ ( )  

    
 

 
 ‖  ( )‖  

(   )  حيث   و   (|(   )  |         

  (   )   

{
 
 

 
 |  

 |         ∫  ( )  
 

  
 

        
 

|  
 |         ∫  ( )  

 

  
 

       
 
 

  
  (  

 )
 

 (
   

  
  
    

    
)      

      

  
  (  

 )
 

 (
    

    
  

 

  
)      

   
        حيث:

 فرانكمين نظاميّة متعامدة يكون:ومن جية أخرى كون جممة 
 {   (   )  |    (   )    | }   

 

  
 ‖    ( )‖

  

 
  

 

  
 ‖( )‖ 

 
 
  

 وبالتّالي يتمّ المطموب.
و ىذا يكون    مما تقدّم نحصل عمى أنّ جممة فرانكمين ىي قاعدة غير مشروطة في الفضاء المعمّم 

 (.1إثبات المبرىنة )
 
 

 :2مبرهنة
 في الفضاء )مطمق( فرانكمين متقاربة بشكل غير مشروط -لتكون متسمسمة فورييو  والكافيالشّرط اللّازم 

 .( ) تنتمي إلى   ( )  دالّة الجموعىو أن يكون   
 لإثبات صحّة ىذه المبرىنة نحتاج إلى التّمييديّة الآتية.

 
  التّمييديّة:
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 يكون:بحيث     يمكن إيجاد عدد طبيعي ما            لأجل أي عدد طبيعي 
∫   

 ( )     
 

 

 

  

 

⋃   حيث    
 

      

|   |   

 
                                     

 إثبات التّمهيديّة:
 حسب العلاقة:

∫  
  ( )           (    )

 

 

 

  (   )  (   )               
 و                                        

 نجد أنّ :

∫   
  ( )              

         
 

 

 

(   )
  

⁄

 

 أنّ:كبير بقدر كافٍ مع الأخذ بالحسبان    و إذا كان 

∫   
  ( )    

  

 

 

    العدد  واعتبار (   )       من المناسب أن نضع أيضاً  ويكونفإنّنا نحصل عمى المطموب 
 المجال:ويكون قياس   (   )من المجال  جزئي ىو عبارة عن مجال             ثابت فنلاحظ بأنّ 

|  |   |  |  (       )|  |     |  |           
 التّمييديّة.تمّ إثبات  وبذلك
 :(2المبرهنة )إثبات 

 نميّز حالتين:    إذا كانت 
 :فإنّ حسب المبرىنة      حيث  (   )     إذا كانت 

∑الشرط اللازم والكافي لنكوّن متسمسمة فرانكمين      ( ) 
متقاربة بشكل غير مشروط في الفضاء     

 .( ) ينتمي إلى الفضاء  ( ) ىو أن يكون مجموعيا  (   )  
 (   )  أي في الفضاء  ( ) فإنّ المتسمسمة الموافقة ليا متقاربة مطمقاً في   ( )    أمّا إذا كانت  -

 حيث  (   )  كحالة خاصّة من الفضاء 
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  :3مبرهنة 
 -لمتسمسمة فورييو  (   )  لأجل المجاميع  بحيث أنّو  جممة فرانكمين ىي قاعدة لمفضاء لتكن 
 بالشّكل: والمعطاة ( ) الّتي تنتمي إلى   ( ) فرانكمين لمدّالّة 

∑   ( )  ( )                         ( )  ∫  ( )  ( )  
 

 

 

   

 

 الآتية:تحقّق المتراجحة 
‖     ( )‖        .

 

 
   /  ثابت كيفيّ.  حيث                     

 الآتية:لإثبات ىذه المبرىنة نحتاج إلى التّمييديّات 
 
  :1تمهيديّة

   +  * تشاودر(-)جممة فابيرا لتكون جممة الدّوالّ  والكافيالشّرط اللّازم 
ىو أن    قاعدة لمفضاء    

 تتحقّق الشّروط الآتية:
 +  *الجممة  -1

  في الفضاء    
 +  *الجممة  -2

 أصغريّة    
 تتحقّق :    بحيث يكون لكلّ عنصر       يمكن إيجاد عدد حقيقي موجب  -3

‖∑(   ̃ )   

 

   

‖

 

    ‖ ‖            

    جممة مرافقة لــــ   ̃ حيث 
 
 :2تمهيديّة 

𝜙إذا كانت    *  ( )+   
تكون قاعدة في    (   ) في الفضاء  وقاعدةجممة نظاميّة متعامدة   

 .  الفضاء المعمّم 
 :2إثبات التّمهيديّة 

تكون تامّة في الفضاء  وبالتّالي  ( نلاحظ أنّ الجممة المفروضة تامّة في الفضاء 1التّمييديّة )حسب 
 و لمتّأكّد من تحقّق الشّرط الثاّلث سوف نستخدم متراجحة ىولدر:   في الفضاء  وأصغريّة (   ) 

    (   )   ∑    ( )   ( )   ∫  ( )  (   )       (   ) 
 

 

 

   

 

    (   )   ∑    ( )    ( )          (   )

 

   

           

 :     نجد أنّو لكلّ 
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|  (   )|  ∫ |  (   )|
 
 

 

 

|  (   )|
 
 | ( )|    

 {∫ |  (   )|
 

 

}

 
 

 { ∫ |  (   )| | ( )| 
 

 

   } 
 
  

 

 
 

 

 
   

 ومن العلاقات السّابقة والعلاقة الآتية:
‖  ( )‖                  

 يكون :       نجد أنّ لكلّ دالّة  𝜙دوالّ ليبيغ لمجممة    حيث 

∫ |  (   )| 
 

 

       
 
  ∫  

 

 

∫ |  (   )|| ( )| 
 

 

      

   
 
  ∫ | ( )| 

 

 

 ∫ |  (   )|
 

 

          
 

    ∫ | ( )|    
 

 

  
 وبذلك تمّ الإثبات.

 :3إثبات المبرهنة 
 وحسب المتراجحة: -  , (   ) و ( )استناداً إلى المبرىنة 

 ويكون:         حيث(   )   تكون جممة فرانكمين قاعدة في الفضاء 
‖   (   )‖   ‖ ‖       (   )       

 .محقّق
 .ثابت كيفيّ   حيث 
ذا ( ) كان  وا   نميّز حالتين: وىنا   
(   )    إذا كان  -1 (   )  وبملاحظة أنّ        و       حيث      

 لدينا:فيكون   ( ) 
‖     (   )‖   ‖   ‖   ‖     (   )‖   ‖   ‖   ‖  (     )‖  

 (   ) ‖   ‖  
 

 ( من أجل ىذه الحالة يكفي التّحقّق من أنّ:1صحّة العلاقة )وبالتّالي لإثبات 
  ( )          

‖   ‖     (
 

 
   ) ( ) 

 أنّ:فينتج -    ,   (3.3وحسب المبرىنة )            حيث     وعدد (   )    الآن لنثبت دالّة 
‖ ( )   ( )‖        ( 

    )      ( ) 
 

( ) حيث      ∫  ( )  
 

  
      

 
      وذلك لأجل  

  (
   

   
 

 و             حيث     (  
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( ) الآن لنأخذ الدّالّة      حيث          

 
 الآتية:بالشّروط  والمعرّفةوحيدة القيمة 

 (
 

  
)                                    

  ( )       
( )  عندئذٍ        عندما      

 و    
 ( )     (       ) (   

   

  
)                     

 

  فإنّ:وبالتّالي 

‖   ‖ 
   ∑∫ | ( )     |

    
 

  
 

  

   

  ∑   |        |
  

 

   
    (   )

 

 

 
 

(   )  
 ∑|  ∫  ( )  

 

  
 

   ∫  ( )  
 

  
   

|

 

 

  

   

  
 

   
   (   )  ∑,∫ | (     )   ( )|    

 

  
   

- 
  

   

 

 

‖   ‖ 
  

 

   
  (   ) ∑ 

   
  ∫ | (      )|    

 

  
   

 

  

    

  
 

   
 ∫ | (      )   ( )|     

     

 

     
 

   
   

 
 (     ) 

 (: 3( تنتج العلاقة )4ومن ىذا والعلاقة )
             ;             لأجل 
 المتراجحة:باستخدام             إذا كان  وأخيراً 

  (    )      (   )    
 عمى:نحصل 

  ( )      ( )       (
 

  
  )       (

 

    
  )     (

 

 
  ) 
( ) أمّا إذا كان      تكون محقّقة أيضاً مع الأخذ بالحسبان أنّو عندما  2فالمتراجحة  ( )  

 يكون:
‖    ( )‖        (

 

 
   )            
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   +( )  *   وبالتّالي ممّا تقدّم يمكننا القول بأنّ جممة الدّوالّ فرانكمين 
   ىي قاعدة لمفضاء المعمّم    

     فرانكمين لمدّالّة -متسمسمة فورييو  (   )  الجزئيّة  والمجاميع
 ( قد تمّ.3يكون إثبات المبرىنة ) وبيذا ( )تحقّق المتراجحة 

 

 المهمّة:بعض النّتائج 
       حيث  (   )  ىما قاعدتان متكافئتان في الفضاء  وىآارفرانكمين  دوالّ  إنّ جممتي

 لأجل أيّ تركيب خطّيّ من الشّكل: لأنّ  وذلك

 ( )   ∑     ( )

 

   

 

 يكون:بالنّسبة لجممة فرانكمين 

  
  ‖∑         

 

   

‖

 

  ‖ ‖     ‖∑         

 

   

‖

 

  

 حيث (   )  مع مراعاة أنّ جممة دوالّ فرانكمين تمثّل قاعدة غير شرطيّة)مطمقة( لمفضاء 
 كحالة خاصّةثوابت      و         
( ) إذا كانت الّدالّة  - بشكل  ةفرانكمين متقارب-فإنو بالإمكان تمثيل ىذه الدّالّة بمتسمسمة فورييو  ( )  

تحقّق    ( ) ينتج من كون العناصر التي تنتمي إلى الفضاء  وىذا  (   )  )مطمق( في الفضاء  غير شرطيّ 
 -  ,( 11شروط المبرىنة )

 حيث :  ( )   من الفضاء دّالّة  ( ) إذا كانت  -

 ( )   ∑     ( )     ( )    ‖ ‖   ( )

 

   

   

 فإنّ:

∑   
 

 

    

    (    )   ‖ ‖   ( )
                  

 ثابت كيفيّ   حيث 
   وكما أنّ 

 *    (   )  (   )      +  
   *  (   )  (    

  )   
 

   
 + 

 (   )  { ∑   
 

 

   

( )    
 ( )}    (   )  ‖ ‖ ( )     ‖ ( )‖  

   {    (       )   
|  |

 
    (     )   

|  |

 
 } 

 
           

|   |   

   
  

 .ثابت كيفي    عدد طبيعي و    حيث 
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