
731 
 

 

      
 

 معادلة التفاضلية النبضيةالاستقرار الأسي للدراسة 
 

 أ. د. نبيل علي∗
 ضحى علي∗∗

 
 (  3/21/1212تاريخ النذر  – 21/3/1212 )تاريخ الإيداع  

 
 □ملخّص  □

 
 الاستقخار ةغاية الأىسية ىي دراس فيلشا دراسة  تظيخ الجيشاميكية الشبزيةمن خلال دراسة سمهك الأنظسة    

الشبزية الخظية من السختبة التفاضمية استقخار السعادلة البحث نجرس في ىحا . الأسي لحمهل السعادلة التفاضمية الشبزية
الشبزي اللاخظي بهضع شخوط معيشة  شظامالأسي لم الاستقخارنجرس  كحلك ،بهضع شخوط معيشة عمى السدألة الأولى 
   الشظام الشبزي ومفيهم الاستقخار الأسي. متخاجحاتوذلك بالاستفادة من الشبزات  دالةعمى 
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□ ABSTRACT □ 

 

 

By studying the behavior of dynamic impulsive systems, a very important 

study appears to us, which is the study of the exponential stability of the solutions of 

the impulsive differential equation. In this research, we study the stability of the 

linear first-order impulsive differential equation by placing certain conditions on the 

problem. We also study the exponential stability of the non-linear impulsive system 

by placing certain conditions on the pulse function, taking advantage of the 

inequalities of the impulsive system and the concept of exponential stability . 

Key words: Impulsive differential equation - exponential stability – monodromy matrix - 

eigenvalues 
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 مقدمة
تذيج الأنظسة الجيشاميكية تغيخات مفاجئة وفي مجالات أخخى من العمهم  والبيهلهجيا،في الفيدياء وفي التقشية    

ىحه العسميات بالسعادلات التفاضمية  الحجيثة تدسىفي الخياضيات  الدمن،ات معيشة من في لحظفي حالات الشظام 
الأمخ الحي يجعل دراسة استقخارىا  ،الشبزية التي تهفخ إطاراً طبيعياً لمشسحجة الخياضية لكثيخ من الأنظسة العمسية اليامة

الخياضية  بجأت الجراسة. الشظام أو عجم الاستقخارداء أ مرجر تجىهر اً حيث أن الشبض غالب ،مهضهعاً في غاية الأىسية
حيث وضعها مفاىيم عامة حهل  V.D. Milman  [8]و A.D. Myshkisالباحثان لمسعادلة التفاضمية الشبزية مع 

أىم  الجيشاميكية وفيسيامن أجل دراسة سمهك الأنظسة  .احمهليالسعادلة التفاضمية الشبزية وقجمها نتائج حهل استقخار 
 D.D. Bainov                 و N.V. Milev لباحثانا درس 9191في عام ف الاستقخار،مانحتاجو ىه دراسة 

 .M و E. Yilmazدرس الباحثان  4192. وفي عام [7]الشظام الشبزي الخظي الستجانذ من السختبة الأولى ر قخااست
Akhmet  من  وجهد واستقخار الحمهل الجورية لمسعادلة التفاضمية الشبزية الخظية الجورية الستجاندة وغيخ الستجاندة

ستقخار السعادلة يحزخنا دراسة ميسة لا الدابقة،وبالاستفادة من الجراسات  السقالة،في ىحه  .[8,1] ىالسختبة الأول
دراسة كحلك الستجاندة وغيخ الستجاندة بهضع شخوط معيشة عمى السدألة من السختبة الأولى  الخظية التفاضمية الشبزية

 .الاستقخار الأسي لشظام نبزي غيخ خظي بهجهد شخوط معيشة عمى تابع الشبزات
 :بالذكل التالي  T بجور والجوريةالأولى التفاضمية الشبزية الخظية الستجاندة من السختبة  السعادلة عظىت

        
 x′(t) = A(t)x(t)    ; t ≠  τκ , t ∈ IR

         ∆x(t) = Ak x(t)       ; t =  τκ , k ∈ Z         
  (1) 

:   وتحقق الذخوط التالية
A(t + T) = A(t)  ; T > A(t)  و 0 ∈ PC(IR , IRn×n) ∶  1  ) السرفهفة A(t)  تحقق أن

  Ak ∈ IRn×n , |I + Ak| ≠ 0   ;  τκ <  τκ+1  ;  (κ ∈ Z)    (  2 
                  Aκ+q = Aκ  و  τκ+q = τκ  + T ∶ q  بحيث يحقق أن  ∈ IN  3  ) يهجج 

τ0 ≤ 0 < τ1 ∶  نفخض أن
 

 أىمية البحث وأىدافو:
التأثيخات  دراسة ىحهوفي كثيخ من الحالات تيسل  نبزية،تتسيد الكثيخ من السدائل العمسية بهجهد لحظات  

السعادلة التفاضمية الشبزية واستقخار حمهليا مهضهعاً في غاية  يجعل دراسةالحي  الأمخ، حل السدائل الشبزية عشج
التفاضمية الشبزية  يجرس السعادلة حث من كهنوىشا تكسن أىسية ىحا البومن  ،الأىسية في الخياضيات الستظهرة

السعادلة التفاضمية الشبزية  دراسة استقخارىا . نيجف في ىحا البحث إلى اللازمة لتحقيقالذخوط  يزعو خظية لاال
 الاستقخارإلى وضع الذخوط اللازمة لتحقيق  كحلك ييجف .شخوط معيشة عمى السدألة الخظية من السختبة الأولى بهضع

 .شخوط معيشة عمى تابع الشبزات  اللاخظي بهجهد يالشبزلمشظام الأسي 
 طرائق البحث ومهارده:

 ،التظبيقية وبذكل خاص في مجال السعادلات التفاضمية الشبزيةيشجرج ىحا البحث تحت اختراص الخياضيات 
بذكل أساسي عمى طخائق الجراسة التحميمية لمسعادلة التفاضمية  في ىحا البحث تعتسج لحلك فإن التقشيات السدتخجمة
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الأساسية ت بخىشاوالس أولًا بعض التعاريف . سشقجممتخاجحات السعادلة التفاضمية الشبزيةوبالاستفادة من  الشبزية
 لإثبات صحة السبخىشات السهجهدة في ىحا البحث . التي سشدتخجميا

 ومفاىيم أساسية : تعاريف-1 
 [5]تعريف المعادلة التفاضلية النبضية :1-1 

 لتكن لجيشا السعادلة التالية :
x′(t) = fc(t, x(t))       ; (t, x(t)) ∉ M     (2) 

 وىي معادلة تفاضمية   
 : تاليةولتكن لجيشا السعادلة ال

∆x(t) = fd(t, x(t))       ;  (t, x(t)) ∈ M      (3) 
 و ىي معادلة غيخ مدتسخة  لحالات الشظام الشاتجة عن الشبزات

  ∶   بجمج السعادلتين (2) و(3)  نحرل عمى الشظام الشبزي التالي
        

x′(t) = fc(t, x(t))                                              ;  (t, x(t)) ∉ M

   ∆x(t) = x(t+) − x(t−) = fd(t, x(t))             ;  (t, x(t)) ∈ M  
  (4) 

  L ⊆ IR , Ω   مجسهعة مفتهحة ⊆ IRn , (t, x(t)) ∈ L × Ω    حيث          
fd: L × Ω  → Q  ;  Q ⊆ IRn  , L × Ω ⊆ IR × IRn   , fc: L × Ω  → IRn 

∶ مجسهعة  تحجد متى تحجث الشبزات  M  
 [6]وجهد ووحدانية حل المعادلة التفاضلية النبضية : 2-1

:  لشعخف مدألة القيسة الابتجائية لمشظام الشبزي بالذكل التالي
                

x′(t) = f(t, x(t))                                 ; t ≠  τκ (x)           

∆x = x(tκ
+) − x(tκ

−) = Iκ(x)          ;  t = τκ (x)         

 x(t0
+) = x0                                         ; t0  ≥ 0              

(5) 

τκ ∈ C[Ω, (0, ∞)]   ; ∀κ = 1,2 ⋯ , D = IR+ × Ω  , Ω مجسهعة مفتهحة ⊂ IRn   حيث 
 f: D →  IRn  ,   Iκ: Ω →    IRn   , τ0(x) = 0  

lim
κ→∞

τκ(x) = ∞   ; ∀x ∈ Ω    ,   τκ(x) <   τκ+1(x) 
a > 0  , t0  ≥ :x  حيث  0 ( t0 , t0 + a) →  IRn   نقهل عن التابع  

: ميي   أنو حل لمشظام (5) إذا  تحقق  ما 
(t, x(t)) ∈ D     ; ∀t ∈ [t0, t0 + a) و   x(t0

+) = x0    (1 
 x(t) (2 قابل للاشتقاق باستسخار و يحقق أن :

x′(t) = f(t, x(t))        ; t ≠  τκ (x) ,   t ∈ [t0, t0 + a)  
t  فإن =  τκ (x)  و   t ∈ [t0, t0 + a)   3)   إذا  كان 

x(t+) = x(t) + Iκ(x(t)) 
   نفتخض دوماً  أن x(t) مدتسخ من اليدار

s ≠ τj (x(s))   ; ∀j ,   t < s < δ   , δ >  و  أن  0
 [6]:1-1مبرىنة 
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 :بفخض أن الذخوط التالية محققة 
:f مدتسخة  D → IRn الجالة − 1 

:τκ قابمة للاشتقاق Ω → (0, دالة الشبزات (∞ − 2 
κ ≥ ,t1) بحيث 1 x1) ∈ D من أجل t1 = τκ(x1) إذا كان − 3 

: δ بحيث  يتحقق  أن >  فإنو يهجج ثابت ما 0
∂τκ(x)

∂x
 f(t, x) ≠ 1 

|x − x1| < δ 0  و < t − t1 < δ    حيث    (t, x) ∈ D من أجل   
 α > 0 ; :x  لمشظام (5)  حيث α ثابت ما  [t0 , t0 + α) → IRnفإنو يهجج حل 

 
 استقرار المعادلة التفاضلية النبضية الخطية من المرتبة الأولى دراسة  -2

 [2] :1  2-تعريف
: PC(D, F)فزاء الجوال 

 D ⊂ IR , F ⊂ IRn×m , m, n ∈ IN   حيث  Ψ: D ⟶ F   ىه فزاء الجوال  
t  و السدتسخة من اليدار مع نقاط  انقظاع ≠ τκ  ; t ∈ D السدتسخة  من أجل  

t = τκ ∈ D من الشهع الأول من أجل  
 [2] :2-2 تعريف

: PCl(D, F)فزاء الجوال 
                           D ⊂ IR , F ⊂ IRn×m , m, n, l ∈ IN   حيث    Φ: D ⟶ F   ىه فزاء الجوال 

: نأ  التي تحقق 

 
dl Φ

dtl
∈ PC(D, F)  

 [9] :2-3تعريف
:  نقهل أن الحل الرفخي  لمشظام الشبزي (1) مدتقخ  إذا تحقق ما يمي

∀ε >  0  , t0 ∈ R+         ∃δ = δ(t0, ε) > 0           
 حيث

∥ x0  ∥ < δ ⟹∥  x(t) ∥ < ε      ; t ≥ t0 
 [9] :2-4تعريف

:  نقهل أن الحل الرفخي  لمشظام الشبزي (1) مدتقخ أسياً  إذا تحقق ما يمي
: α  بحيث يتحقق أن > 0 , M ≥   من أجل أي قيسة ابتجائية  x0  تهجج ثهابت 1

∥ x(t, t0, x0) ∥≤ M ∥ x0 ∥ e−α(t−t0)            ; t ≥ t0 
   [3]: 2-1مبرىنة

 لمشظام الشبزي  (1) حل غيخ صفخي  دوري  بجور kT إذا وفقط تحقق أن
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 القهة k لأحج القيم الحاتية لمسرفهفة الأحادية  M ليحا الشظام تداوي  1
:  حيث السرفهفة الأحادية M تعظى بالعلاقة  التالية

M = X(T+) 
مرفهفة الحمهل الأساسية  لمشظام الشبزي (1) ∶ X(t) 

 [3]:2-2مبرىنة 
:   حمهل الشظام الشبزي (1)

 1) مدتقخة إذا كانت  القيم الحاتية  لمسرفهفة الأحادية M ليحا الشظام أصغخ أو تداوي  الهاحج
 1) مدتقخة أسياً  إذا كانت  القيم الحاتية  لمسرفهفة الأحادية M ليحا الشظام أصغخ تساماً  الهاحج

 1) غيخ مدتقخة إذا  وججت قيسة ذاتية واحجة عمى الأقل لمسرفهفة الأحادية M ليحا الشظام أكبخ تساماً  من الهاحج
 [3]:2-3مبرىنة 

:  إن حل الشظام الشبزي التالي
        

 x′(t) = A(t)x(t) + g(t)x(t)          ; t ≠  τκ , t ∈ IR

         ∆x(t) = Ak x(t) + hk             ; t =  τκ  , k ∈ Z , hk ∈ IR
              (6) 

x(t0
+) = x0                                                                                        

 حيث
A(t + T) = A(t)   ; T > , A(t )  و  0 g(t) ∈ PC(IR, IRn×n) ∶   السرفهفة  A(t)  تحقق أن

  Ak ∈ IRn×n  , |I + Ak| ≠ 0     ;  τκ <  τκ+1   , (κ ∈ Z)     
                  Aκ+q = Aκ  و  τκ+q = τκ  + T     ∶ q  بحيث يحقق أن  ∈ IN  يهجج  

:  يعظى بالعلاقة التالية

x(t) = X(t, t0)x0 + ∫ X(t, s)
t

t0

g(s)x(s, x0)ds + ∑ X(t, tk)hk          ;

t0<tk<t

t > t0 

X(t, s) = X(t)X−1(s)       حيث 
∶ مرفهفة الحمهل الأساسية لمشظام الشبزي (1)   X(t) 

 [2]:2-4مبرىنة 
∶  بفخض أن الستخاجحة التالية محققة

u(t) ≤ c + ∫ b(s)u(s)ds + ∑ Bk

t0≤τk<t

t

t0

u(τk) 

, c  ثهابت       k ∈ IN   , Bk ≥ 0 , b(t) ∈ PC(IR, IR+) , u(t) ∈ PC(IR, IR)     حيث  
 بالتالي

u(t) ≤ c ∏ (1 + Bk)

t0≤τk<t

e
∫ b(s)ds

t
t0   ; t ≥ t0 

 [2]:2-5 مبرىنة
:   ليكن لجيشا الشظام الشبزي التالي
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 x′(t) = A(t)x(t) + g(t)x(t)                ; t ≠  τκ  , t ∈ IR

         ∆x(t) = Ak x(t) + hkx(t)              ; t =  τκ  , k ∈ Z , hk ∈ IR
              (7) 

x(t0
+) = x0                                                                                            

 حيث
A(t + T) = A(t)  ; T > , A(t) و 0 g(t) ∈ PC(IR , IRn×n) ∶   السرفهفة  A(t)  تحقق أن

  Ak ∈ IRn×n , |I + Ak| ≠ 0  ,   |I + Ak + hk| ≠ 0 ; τκ <  τκ+1  ;  (κ ∈ Z)     
                  Aκ+q = Aκ  و  τκ+q = τκ  + T ∶ q  بحيث يحقق أن  ∈ IN  يهجج  

:  إذا تحققت الستخاجحة التالية
|X(t, s)| ≤ Keα(t−s)     ; , α ثهابت  K ≥ 1   

X(t, s) = X(t)X−1(s)       حيث 
∶ مرفهفة الحمهل الأساسية لمشظام الشبزي (1)   X(t) 

:  فإن الستخاجحة التالية محققة
|Y(t, s)| ≤ Keα(t−s) ∏ (1 + K|hk|)

s≤τk<t

e∫ K|g(τ)|dτ
t

s       ; t , s ∈ IR , t ≥ s   

Y(t, s) = Y(t)Y−1(s)       حيث 
∶ مرفهفة الحمهل الأساسية لمشظام الشبزي (7)   Y(t) 

 :2-6مبرىنة 
 إذا كان حل الشظام الشبزي (1) مدتقخ أسياً  فإن حل الشظام الشبزي (6) مدتقخ

 حيث

∫ ∥ g(t) ∥

∞

t0

dt < ∞               (8) 

 البرىان :
:  بسا أن الشظام الشبزي (1) مدتقخ أسياً  فحدب تعخيف الاستقخار الأسي نجج أن

|X(t, s)| ≤ Ke−α(t−s)     ; α ثهابت   > 0 , K ≥ 1  , s ≤ t < ∞   (9) 
X(t, s) = X(t)X−1(s)       حيث 

∶ مرفهفة الحمهل الأساسية لمشظام الشبزي (1)   X(t) 
: 3) حل الشظام الشبزي (6) يعظى بالعلاقة التالية −   و حدب السبخىشة (2

x(t, x0) = X(t, t0)x0 + ∫ X(t, s)
t

t0

g(s)x(s, x0)ds + ∑ X(t, tk)hk       ;

t0<tk<t

t > t0 

 بالتالي

x(t , x0) − x(t , y0) = X(t , t0)x0 + ∫ X(t , s)
t

t0

g(s)x(s , x0)ds + ∑ X(t , tk)

t0<tk<t

hk        
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−X(t , t0)y0 − ∫ X(t , s)
t

t0

g(s)x(s , y0)ds − ∑ X(t , tk)

t0<tk<t

hk        

 و بالتالي حدب العلاقة (9)  نجج أن
∥ x(t , x0) − x(t , y0) ∥≤ Ke−α(t−s) ∥ x0 − y0 ∥ + 

∫ Ke−α(t−s)
t

t0

∥ g(s) ∥ ∥ x(s, x0) − x(s, y0) ∥ ds 

⟹∥ x(t, x0) − x(t, y0) ∥∥≤ L ∥ x0 − y0 ∥ + ∫ L
t

t0

∥ g(s) ∥ ∥ x(s, x0) − x(s, y0) ∥ ds 

4)  نجج أن −  و بالتالي حدب السبخىشة (2
∥ x(t, x0) − x(t, y0) ∥≤ L ∥ x0 − y0 ∥ e

L ∫ ∥g(s)∥
t

t0
ds

        ; L > 0 
 وبالاستفادة من الذخط  (8) نجج أن

∥ x(t, x0) − x(t, y0) ∥≤ M ∥ x0 − y0 ∥  ; M = L e
L ∫ ∥g(s)∥

t
t0

ds 
δ  نجج أن =

ε

M
  بهضع  

∥ x0 − y0 ∥< δ  ⟹ ∥ x(t, x0) − x(t, y0) ∥ < ε 
 ومشو الشظام الشبزي (6)  مدتقخ

 :2-7 مبرىنة
 إذا كان حل الشظام (1) مدتقخ أسياً  فإن حل الشظام الشبزي (7) مدتقخ أسياً 

∫ ∥ g(t) ∥

∞

t0

dt <  ∞    , ∏ hk

τk>t0

<  حيث             (10)              ∞

 البرىان:
:  نفخض أن حل الشظام الشبزي (1) مدتقخ أسياً  بالتالي حدب تعخيف  الاستقخار الأسي نجج أن

|X(t, s)| ≤ Ke−α(t−s)        ; α ثهابت  > 0 , K ≥ 1  , s ≤ t < ∞ 
X(t, s) = X(t)X−1(s)        حيث                                             

∶ مرفهفة الحمهل الأساسية لمشظام الشبزي (1)   X(t)                                               
5) ندتشتج أن −   بالتالي حدب السبخىشة (2

|Y(t, s)| ≤ Ke−α(t−s) ∏ (1 + K|hk|)

s≤τk<t

e∫ K|g(τ)|dτ
t

s      

Y(t, s) = Y(t)Y−1(s)       حيث 
∶ مرفهفة الحمهل الأساسية لمشظام الشبزي (7)   Y(t) 

 وبالاستفادة من الذخط (10)  نجج أن
|Y(t, s)| ≤ KCe−α(t−s)      ; C = ∏ (1 + K|hk|)

s≤τk<t

e∫ K|g(τ)|dτ
t

s  

⟹ |Y(t, s)| ≤ Le−α(t−s)          ; L = KC > 0 
 إذاً  حدب تعخيف  الاستقخار الأسي  ندتشتج أن حل الشظام الشبزي (7) مدتقخ أسياً 
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 [4] : 2-8مبرىنة

 I ⊆ IR  , ⊇ Ω مجسهعة مفتهحة IRn  حيث   f: I × Ω ⟶ IRn إذا كانت الجالة 
  قابمة للاشتقاق باستسخار عمى مجال تعخيفيا  فإن لمشظام التالي :

           x′′ = f(t, x)                              
x(t0) = x0                   

 حل وحيج 
 : 2-9مبرىنة

                  ∶  إذا كانت Z(t) مرفهفة أساسية لمشظام التالي 
x′′(t) = A(t)x     (11) 

    حيث  A(t)x  قابمة للاشتقاق باستسخار عمى مجال تعخيفيا                                                                             
Z(t + T) = Z(t)C   ∶  فإنو يهجج مرفهفة ثابتة  قابمة لمقمب C  بحيث يتحقق أن 

 :  البرىان
 بفخض Z(t)  مرفهفة أساسية لمشظام (11)

L(t)  ىي أيزاً  مرفهفة أساسية لمشظام (11) لأن = Z(t + T) فإن 
L′′(t) = X′′(t + T) = A(t + T) Z(t + T) = A(t)L(t)  

C(t) = Z−1(t)L(t)   ; ∀t                  ∶  لشعخف السرفهفة  C(t)  بالذكل التالي
⟹ L(t) = Z(t)C(t)       (12)                

=نزع  C(t0) C0 بالتالي 
L1(t)  ىي مرفهفة أساسية لمشظام (11) لأن  = Z(t)C0   (13)  

L1
′′(t) = (Z(t)C0  )

′′ =  A(t) Z(t)C0  = A(t)L1(t) 
L(t) بالتالي من العلاقتين (12) و (13 )  نحرل عمى  مرفهفتين أساسيتين   

L1(t0) = L(t0) ∶  وL1(t) بحيث يتحقق أن
   فحدب وحجانية الحل العلاقتان (7) و (8) متداويتان

 بالتالي
=  C0     أي  أن السرفهفة C مرفهفة ثابتة  C(t)         ;     ∀𝑡     

Z(t + T) = Z(t)C  بحيث أن C بالتالي يهجج مرفهفة ثابتة قابمة لمقمب 
 

 :-10  2مبرىنة
   إذا كانت Z1(t) مرفهفة أساسية  لمشظام الشبزي  التالي :

x′′(t) = A(t)x(t)                          ; t ≠ τκ                    

∆x′ (t) = cκx′(t)                           ; t = τκ  , cκ ∈ IR   

Δx(t) = cκx(t)                             ; t = τκ                   

      (14)    

 حيث
      𝑥(t) ∈ Ω ⊆ IRn , t ∈ IR                                   
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  A(t + T) = A(t)    ; T > A(t)  و 0 ∈ PC(IR, IRn) ∶   السرفهفة A(t)  تحقق أن
     τκ <  τκ+1  ;  (κ ∈ Z)     

                  cκ+q = cκ  و  τκ+q = τκ  + T بحيث  q ∈ IN  يهجج  
      ∶  فإنو  يهجج مرفهفة M1  ثابتة  قابمة لمقمب  وحيجة بحيث أن

 Z1 (t + T) =  Z1(t)M1     ; t ∈ IR 
 : البرىان

 بفخض أن Z1(t)  مرفهفة أساسية لمشظام الشبزي (14) 
H(t) ىي أيزاً   مرفهفة أساسية ليحا الشظام لأن : =   Z1(t + T) بالتالي السرفهفة  

 H′′(t) = Z1
′′(t + T) = A(t + T)Z1 (t + T) = A(t)H(t)      ;  t ≠ τκ 

ΔH(τκ) = ΔZ1(τκ + T) = ΔZ1(τκ+q) = cκ+qZ1(τκ+q) 
= cκZ1(τκ + T) = cκ H(τκ) 

∆H′(τκ) = ∆Z1
′(τκ + T) = ∆Z1

′(τκ+q) = cκ+qZ1(τκ+q)                
        = cκZ1(τκ + T) = cκ H(τκ)                                         

10)  نجج أنو    −  بالتالي  بتظبيق نفذ الخظهات الدابقة في السبخىشة (2
: M1 ثابتة  قابمة لمقمب وحيجة بحيث أن ∈ IRn×n يهجج مرفهفة 

   Z1 (t + T) =  Z1(t)M1    ; t ∈ IR    (15) 
 2-1:ملاحظة 

                 M1  ندسي السرفهفة  Z1 (t + T) =  Z1(t)M1  ∶   في السداواة   التالية
    مرفهفة  أحادية  أو مرفهفة التغايخ الأحادي 

   لتكنZ2(t)  مرفهفة أساسية أخخى  لمشظام (14) ولتكن M2 مرفهفة  أحادية تحقق أن :
  Z2(t + T) = Z2(t)M2 

     Z2(t + T) =   Z1(t + T) S      ; det S ≠ 0         
⇒   Z1(t + T) S = Z2(t)M2 =  Z1(t) SM2      (16) 

: لعلاقتينا (15) و(16) ندتشتج أن           بسقارنة 
  Z1 (t) SM2S−1  =  Z1(t)M1 ⇒ M1  = SM2S−1 

             .  إذاً  كل السرفهفات أحادية التغايخ لمشظام  الشبزي (14)  متذابية  بالتالي ليا نفذ القيم الحاتية
 2-2:ملاحظة 

Z1 (t    بالتالي + T) =   Z1(t)C ∶   بسا أن C مرفهفة ثابتة  في العلاقة 
C = C(0) =   Z1

−1(0)H(0) =   Z1
−1(0)  Z1(T) 

  C =   Z1(T)بالتالي    Z1(0) = I إذا افتخضشا  أن   
⟹   Z1(t + T) =   Z1(t)C =   Z1(t)  Z1(T)   

 2-3:ملاحظة 
 لحداب القيم الحاتية لمسرفهفة M1   في العلاقة (15)  نختار  مرفهفة أساسية كيفية      

:  لمشظام الشبزي (14) ثم نحدب القيم الحاتية لمسرفهفة التالية
  M1 =   Z1(t0 + T)  Z1

−1(t0)      ; t0 ∈ IR 
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 حالة خاصة :
                                  M1  =   Z1(T+)   بالتالي       Z1(0+) = I   إذا افتخضشا 

 2-11 : مبرىنة
x بحيث : = φ(t) لمسرفهفة الأحادية لمشظام (14)  يهجج حل غيخ بجييي  ليحا الشظام  ρ من أجل أي  قيسة ذاتية 

φ(t + T) = ρφ(t)        ( 17)   
x عجد ما ρ بحيث تتحقق العلاقة  = φ(t) بالعكذ إذا وجج لأجل أي حل غيخ بجييي   

 (17 ) فإن ρ  قيسة ذاتية  لمسرفهفة الأحادية لمشظام (14)
 : البرىان

     M1 شعاع ذاتي لسرفهفة التغايخ الأحادي φ(0) حل لمشظام (14) بحيث φ(t) ليكن 
 مخافق لمقيسة الحاتية ρ أي

  Z1(T)φ(0) =  ρφ(0)   
 بالتالي

 φ(t + T) =    Z1(t + T)φ(0) =   Z1(t)  Z1(T)φ(0) =   Z1(t)ρφ(0) = ρφ(t) 
   بالتالي العلاقة (17 ) محققة

φ(t) بفخض العلاقة (17 ) محققة من أجل حل غيخ بجييي   
 بالتالي

 φ(t + T)  =   Z1(t + T)φ(0) =    Z1(t)  Z1(T)φ(0) =  ρφ(t) = ρ  Z1(t)φ(0) 
⇒ (  Z1(T) − ρI)φ(0) = 0 

  بالتالي ρ  قيسة ذاتية  لمسرفهفة الأحادية لمشظام الشبزي (14)
 

 :2-12 مبرىنة
  الشظام الشبزي (14) يسمك حل غيخ بجييي دوري  بجور κT إذا و فقط

مشظامل  الشبزي(14)  تداوي  1       القهة κ عمى الأقل  لأحج  القيم  الحاتية  لمسرفهفة الأحادية  
 البرىان :

  بفخض  ρ قيسة ذاتية  لمسرفهفة الأحادية  لمشظام الشبزي (14)
12) فإنو  يهجج حل لمشظام الشبزي (14) بحيث −   باستخجام السبخىشة (2

 φ(t + κT) = φ(t) (φ(T))
κ

= ρκφ(t)  
ρκ فإن  =  بالتالي إذا كان 1

κT ىه حل دوري  لمشظام (14) بجور φ(t) 
   بالعكذ إذا كان الشظام الشبزي (14)  يسمك حل دوري  φ(t) بجور κT أي 

φ(t + κT) = φ(t) 
⇒  φ(t + κT) =   Z1(t + κT) φ(0) =   Z1(t) φ(0) = φ(t) 

⇒ (  Z1(κT) − I) φ(0) = 0     
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Z1 (κT)   بالتالي      = (  Z1(T))
κبسا أن 

( Z1(T))
κ

 φ(0) شعاع ذاتي  لمسرفهفة  
(ρj )  حيث ρj  قيسة ذاتية  لمسرفهفة الأحادية  لمشظام (14) لأن

κىي (  Z1(T))
κ

  القيم الحاتية  لمسرفهفة  
     Z1(T)x =  ρjx 

 𝜅 =  أي العلاقة صحيحة من أجل 1
κ = n + κ لشثبت صحتيا من أجل   1 = n   نفخض صحة العلاقة من أجل  

 ( Z1(T))
n+1

x =   Z1(T)(  Z1(T))
n

x =   Z1(T)( ρj)
n

x = ( ρj)
n

  Z1(T)x 
= ( ρj)

n
 ρjx = ( ρj)

n+1
x 

  κ ≥   بالتالي حدب مبجأ الاستقخاء الخياضي  ندتشتج أن  العلاقة  صحيحة ميسا يكن 1
⇒   Z1(κT) φ(0) = ( ρj)

κ
φ(0)     ;   j = 1, n̅̅ ̅̅̅ 

 بالتالي
φ(t + κT) =   𝑍1(t)  𝑍1(κT)φ(0) =   Z1(t)( ρj)

κ
φ(0) = ( ρj)

κ
 φ(t)    (18) 

φ(t + κT) =  φ(t)           (19 )       لكن  
     بسقارنة العلاقتين (18)  و (19)  نجج أن     

( ρj)
κ

= 1 
 :2-1مثال 

: T   التالي = π لشجرس وجهد الحمهل الجورية لمشظام الشبزي  الجوري  بجور 
x′′(t) = Ax(t)                             ; t ≠ τκ ;  t ∈ IR               

∆x′ (t) = 3x′(t)                         ; t = τκ                           

Δx(t) = 3x(t)                           ; t = τκ                          

 

A = (
1 0
0 2

)           ,    x(t) = (
x1(t)

x2(t)
*  حيث       

 : الحل
        x′′(t) = Ax(t)         ∶   لإيجاد السرفهفة الأساسية لمشظام التالي

 نخفزو إلى نظام من السختبة الأولى وذلك بفخض :
y1(t) = x1(t) , y2(t) = x1́(t) , y3(t) =  x2(t) , y4(t) =  x2́(t)  

y′ = By  ∶   بالتالي يربح الشظام بالذكل التالي  

B = (

0 1  0  0
1  0  0  0
0  0  0  1
0  0  2  0

)                                                حيث                    

 نهجج القيم الحاتية لمسرفهفة B و الستجيات الحاتية السخافقة ليا
|B − λI| = 0            ; مرفهفة الهاحجة  ∶ I       

λ1 = 1   , λ2 = −1   , λ3 = √2    , λ4 = −√2        
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v1 = (

0.7071
0.7071

0
0

)    , v2 =  (

−0.7071
0.7071

0
0

)     

 

  
v3

= (

0
0

0.5774
0.8165 

)     , v4 = (

0
0

−0.5774
0.8165 

) 

⇒   Z1(t) = ( v1eλ1t , v2eλ2t , v3eλ3t, v4eλ4t) 
M1 = Z1(T+) = (I + cκ )Z1(T) = Z1(T) + 3Z1(T) = 4Z1(T)    

 

=  (

2.8284eT      − 2.8284e−T       0                       0           
2.8284eT       2.8284 e−T        0                        0         

            0                   0           2.3096e√2 T       −  2.3096 e−√2 T

          0                    0               3.266 e√2 T       3.266 e−√2 T

) 

 
  M1 ; T = π  ∶ لتاليةا        نهجج القيم الحاتية μj لمسرفهفة 

μ1 = 65.34  ,   μ2 = 0.2204 ,   μ3 = 1996.32   ,   μ4 = 0.0824 
    نلاحظ أن  القيم الحاتية  لمسرفهفة الأحادية M1 مختمفة عن الهاحج      

                       T  12)  ندتشتج أنو  لا يهجج  ليحا الشظام  الشبزي حل دوري   بجور −   بالتالي حدب السبخىشة (2
 دراسة الاستقرار الأسي للنظام النبضي اللاخطي-3

  ليكن لجيشا الشظام الشبزي اللاخظي التالي  :
x′(t) = f(t, x)                         ; t ≠ tκ            

Δx(t) = x(ti
+) − x(ti

−) = Iκ(t, x(t))     ; t = tκ ; κ ∈ IN         (20)    
x(t0) = x0                                               

 [2] :3-1تهطئة 
r(t) بحيث تتحقق الستخاجحة التالية : ∈ PC1(IR+, IR) بفخض لجيشا 

r′(t) ≤ a(t)r(t)           ;   t ≠ τκ 
r(τκ

+) ≤ aκr(τκ)                              
t ∈ IR+  , τκ ∈ IR+  , a(t) ∈ PC(IR+, IR)  , aκ ثهابت ≥ 0  , κ ∈ IN حيث 

:   بالتالي الستخاجحة التالية  محققة
 r(t) ≤ r(t0) ∏ aκ

t0≤τκ<t

e
∫ a(s)ds

t
t0       ;  t ≥ t0 ≥ 0  

 :3-1 مبرىنة
 إذا تحققت الذخوط التالية :( عشجئحٍ 20ليكن لجيشا الشظام الشبزي اللاخظي ) 

v′(t) ≤ a(t)v(t)     ;  t ≠ τκ   ∶ v(t) بحيث أن ∈ PC1(IR+, IR) 1) يهجج تابع 
|a(t)| ≤ M ∶   حيث a(t) تابع محجود أي  

|x(t)| ≤ v(t)e−2M(t−t0) (2 
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 حيث أن  x(t) ىه حل الشظام (20)
|x0| = v0    (3 

v(τκ
+) ≤ aκv(τκ)          ; aκ > 0 , ∏ aκ

t0≤τκ<t

< ∞  (4 

 لشظام مدتقخ أسياً يحا افإن الحل الرفخي ل
 : البرىان

: 1) نجج أن −   من الذخطين (1) و (4) و باستخجام التهطئة (3
v(t) ≤ v0 ∏ aκ

t0≤τκ<t

e
∫ Mds

t
t0  

v(t) ≤ v0 ∏ aκ

t0≤τκ<t

eM(t−t0) 

:   باستخجام الذخط (3) نجج أن
 

v(t) ≤ |x0|CeM(t−t0)         ; C = ∏ aκ 

t0≤τκ<t

 , C > 0   (21)  

:   نزخب طخفي العلاقة (21) بالسقجار  e−2M(t−t0) نجج أن
v(t) e−2M(t−t0)  ≤ |x0| Ce−M(t−t0) 

:   و باستخجام الذخط (2) نجج أن
|x| ≤ v(t) e−2M(t−t0)  ≤ |x0|Ce−M(t−t0) 

 (20) مدتقخ أسياً إذاً حدب تعخيف الاستقخار الأسي نجج أن الحل الرفخي لمشظام 
 :3-1مثال

 لشجرس الاستقخار الأسي لمشظام الشبزي اللاخظي التالي :

x′(t) =  
b(t)

1 + x(t)2
x(t)                ; t ≠ tκ                                                              

x(tκ
+) = (1 + cκ) x(tκ

−)             ; t = tκ  , ∏ (1 + cκ)

t0≤τκ<t

< ∞             (22)  

x(t0) = x0                                                                                                                         
  الحل:

 نفخض أن :
v(t) = |x|e2M(t−t0)                  ; M ≤

−1

x
 

v′(t) =
x

|x|
e2M(t−t0) + 2 Me2M(t−t0)|x| 

= (
x

|x|2
+ 2 M* e2M(t−t0)|x| = (

1

x
+ 2 M* v(t) ≤ Mv(t) 

1) محقق −   بالتالي الذخط (1) من السبخىشة (3
1) محقق −  ولجيشا من تعخيف v(t)  الذخط (2) من السبخىشة (3

v0 = e2M(t−t0)|x0| = |x0|. 1 = |x0| 
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  أي الذخط (3) محقق بقي عميشا إثبات الذخط  (4)
v(tκ

+) = |(1 + cκ)x|e2M(tκ−t0) = |(1 + cκ)||x|e2M(tκ−t0) 
= |(1 + cκ)||x|e2M(tκ−t0) = |(1 + cκ)| v(tκ) 

(1 −     بالتالي الذخط (4) محقق فحدب السبخىشة (3
.   ندتشتج أن الحل الرفخي  لمشظام الشبزي اللاخظي (22) مدتقخ أسياً 

 
 النتائج والتهصيات :

استقخار السعادلة التفاضمية الشبزية من السختبة الأولى بهضع  مسا سبق تهصمشا من ىحا البحث إلى دراسة
وكحلك درسشا الاستقخار الأسي  لمسعادلة التفاضمية الشبزية غيخ الخظية بهجهد شخوط معيشة  .شخوط معيشة لمسدألة 

 . عمى تابع الشبزات 
، كسا الستجانذ من السختبة الثانية  بجراسة استقخار الحمهل الجورية لمشظام الشبزي الخظي الجوري هصي ن 

 ط ججيجة مظهرة عمى تابع الشبزات بإضافة شخو  ذلكو  نهصي بجراسة الاستقخار الأسي للأنظسة الشبزية اللاخظية
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