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 و أبخز خرائص ىحه السؤثخات بعض السؤثخات السيسة على زمخة ىايدنبخع
 

 *سيى سلامو 
 

 (0202/ 62/0تاريخ الشذخ  – 0202 /61/66 )تاريخ الإيجاع 
 

 □ملخّص  □
 
نقجم في ىحا البحث زمخة ىايدنبخغ, و ىي الدمخة الأكثخ شيخة مؽ زمخ لي عجيسة القؾى, حيث سشجرس زمخة ِ  

بذكل عام. نعخف عمى ىحه الدمخة عجة مؤثخات ميسة, و ىي مؤثخ  ىايدنبخغ الأولى و نشتقل مشيا إلى زمخة ىايدنبخغ
 الاندحاب و مؤثخ التسجد غيخ الإيدوتخوبي و مؤثخ لابلاس ىايدنبخغ. حيث سشؾضح اعتساداً عمى السفاىيؼ اللازمة

 بعض خرائص ىحه السؤثخات.
ي, الاندحاب, التسجد غيخ الإيدوتخوبي, زمخة ىايدنبخغ, السؤثخ تحت الشاقري, السؤثخ فؾق الشاقر الكلسات السفتاحية:

 مؤثخ لابلاس ىايدنبخغ.
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□ ABSTRACT □ 

 

 

In this work we introduce the Heisenberg group, which is the most famous  

group between the Lee groups. We study the first Heisenberg group, then we study 

the Heisenberg group  in general. 

We define on this group many important operators, which is translation 

operator, non_isotropic dilation and Heisenberg Laplacian. We discuss some 

properties of these operators. 

Key words:Heisenberg group, subelliptic operator, hypoelliptic operator, translation, 

non_isotropic dilation, Heisenberg Laplacian. 
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 مقجمة:
العلاقة الؾثيقة بيؽ  1870عام  Sophus Lieكانت بجاية عيؾر بشية زمخ لي عشجما لاحظ عالؼ الخياضيات 

ىحا الشؾع مؽ الدمخ, وحمؾل بعض السعادلات التفاضميّة. و تبيّؽ أنّ مؾّلجات زمخ لي السؤثخة عمى فزاءاتٍ مشاسبة, ليا 
 الريغة نفديا التي تتسيد بيا الجوال الخاصّة.

 1965يقةٍ واحجة. و في عام بشذخ دراسةٍ قريخةٍ تحجّد ىحا الاترال بظخ  Willard Millerقام  1964في عام 
, وقج نذخىا بالمغة الخوسية آنحاك. في Millerبشذخ صيغتو السختمفة إلى حجٍّ ما عؽ صيغة  N. Ja. Vilenkinقام 

 يُجرّس دورةً تجريبيةً حؾل ىحا السؾضؾع في جامعة بخيشدتؾن. Eugene Wignerالؾقت نفدو كان 
ما يقارب ثلاث وأربعيؽ  Millerالسؾضؾع, ففي ىحه الدشة نَذخ  ىؾ عام البجاية ليحا 1968و مؽ ثؼّ كان عام 

, وذلػ بعج أخح السؾافقة مؽ Talman العالؼ مؽ قبل Wignerصفحةً عمى شكل كتابٍ كاملٍ. وتؼَّ نذخ ملاحغات 
Wigner كسا تسّت تخجسة كتاب .Vilenkin.ونذخه بالمغة الإنكميدية , 

 لي والجوال الخاصّة لمفيدياء الخياضية معخوفاً عمى مدتؾٍ متقجّم.ومشح ذلػ الحيؽ أصبح الاترال بيؽ زمخ 
ومؽ الأمثمة عؽ زمخ لي عجيسة القؾى نجج زمخة ىايدنبخغ, وإنّ مؾضؾع دراستشا في ىحا البحث ىؾ التحميل 

  [      ]التؾافقي عمى ىحه الدمخة. 
 في العجيج مؽ السجالات التظبيقيّة بسا في ذلػ الجؾانب السختمفة لسيكانيػ الكؼ. تجخل زمخة ىايدنبخغ

سُسّيت ىحه الدمخة عشج عمساء الخياضيات بدمخة ىايدنبخغ, في حيؽ أطمق عمييا عمساء الفيدياء اسؼ     ) زمخة 
 .Weyl groupوايل ( 

مؤثخ الاندحاب و مؤثخ التسجد غيخ  سشعخف في ىحا البحث عجة مؤثخات ميسة عمى زمخة ىايدنبخغ مشيا
 الإيدوتخوبي و مؤثخ لابلاس ىايدنبخغ.

   ىجف و أىسية البحث:
بعض السؤثخات السيسة عمى زمخة ىايدنبخغ, حيث سشجرس مؤثخ إن ىجفشا في ىحا البحث ىؾ دراسة خرائص 

خغ لا متغيخة يدارياً, كسا سشجرس الاندحاب اليداري عمى ىحه الدمخة و نبيؽ أن الحقؾل الستجية السؾلجة لجبخ ىايدنب
بعض خؾاص مؤثخ لابلاس ىايدنبخغ, و ىؾ مؤثخ تفاضمي معخف عمى زمخة ىايدنبخغ كسا أنو مقابل لسؤثخ لابلاس في 

سشجرس خرائص ىحا السؤثخ و نؾضحيا مقارنةً مع الحالة الشاقرية  تأتي أىسية ىحا البحث مؽ أنشاالحالة الإقميجي, و 
 الإقميجي التي درست بجقة خلال العقؾد الساضية.لسؤثخ لابلاس 

وليا  و ىي زمخة كارنؾت غيخ تبجيمية, ,كثخ شيخة في زمخ لي عجيسة القؾى ىحا وتعج زمخة ىايدنبخغ الدمخة الأ 
مؽ فخوع الخياضيات مثل نغخية التسثيل و السعادلات التفاضمية الجدئية و ميكانيكا الكؼ, و إن  دور ميؼ في العجيج

 مداىستيا في مجسؾعة متشؾعة مؽ السجالات ىؾ إمكانية إنذاء ىحه الدمخة بظخيقتيؽ مختمفتيؽ. سبب 
  السشاقذة:
 مفاىيم أساسيّة: 1.

 [ ]: (                        ): مؤثخ لابلاس_ ديخيخليو 1.1تعخيف 
مؽ السفاىيؼ الأساسية في الفيدياء الخياضية, و يغيخ في عجة مجالات  يُعج مؤثخ لابلاس_ ديخيخميو

, و الغؾاىخ مثل انتذار الأمؾاج و حخكة السؾاد الدائمة كالسعادلات التفاضمية و وصف الغؾاىخ الفيديائية السختمفة
 الستعمقة بسيكانيكا الكؼ.
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مجسؾع مؤثخات تفاضمية مؽ السختبة بأنو     يُعخّف مؤثخ لابلاس في الإحجاثيات الجيكارتية لأجل 
 الثانية مُعظى بالذكل: 

     ∑   

 

 

   

  ∑
  

   
 

 

   

                                                     (   ) 

Ωو لأجل نظاق مفتؾح محجود  ىؾ مؤثخ متخافق ذاتياً      مؤثخ لابلاس_ ديخيخميو فإن    
 ( : semi_ bounded quadratic form يختبط مع الريغة التخبيعية نرف السحجودة ) 

 [ ]   
 
|  ( )|    ∑ 

 
|
  ( )

   
|

 

  

 

   

                      (   )  

  حيث مجسؾعة تعخيفيا ىي فزاء جدئي مؽ فزاء سؾبؾليف 
بسؤثخ     , ويدسى السؤثخ ( ) 

 ىؾ التجرج.  , و ( )  ( في  Dirichlet_ Laplacianس_ ديخ يخميو ) لابلا
Ωلأجل  :1.1ملاحظة   :بالذكل فزاء سؾبؾليفيُعخف     

  (Ω)  {    (Ω)   
  

   
   (Ω)          } 

 و 

  
 ( )  {    (Ω)           Ω} 

 [  ]: (                 ): السؤثخ الشاقري 1.2تعخيف 
 بالذكل:   مؽ السختبة    مؤثخاً تفاضمياً خظياً عمى   ليكؽ 

  ∑    
 | |

   
      

  

         

  

αو  ℂ   حيث   (       )     . 
 نعمؼ أن تحؾيل فؾرييو لجالة يُعظى بالذكل:

 ̂( )  ∫       ( )                
   و بأخح:                  

  

   
 

( )̂ يكؾن:                         ̂( ) 
 وىشا اعتسجنا عمى العلاقة:

∫             ∫        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅   
 نجج أن:بسعاملات ثابتة   و الآن لأجل السؤثخ 

         ̂( )   ( )  ̂( ) 
 حيث

 ( )  ∑    (    )
   (    )

  

         

 

 ((The principal symbol  ل (, و يعخف الخمد الخئيذ    symbol of)  ل و تُجعى رمداً 
 بالذكل:
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  ( )    ∑    (   )
   (   )

  

         

 

مؤثخاً تفاضمياً بسعاملات ثابتة عمى   عشجئحٍ إذا كان ىي مختبة السؤثخ التفاضمي كسا ذكخنا أعلاه,   حيث 
 قق:فإنشا نقؾل إنو ناقري إذا تح   

  ( )             
 . ل ىي الخمد الخئيذ  ( )  و تكؾن 

 [ ]: (            ): السؤثخ التفاضلي فوق الشاقري   1.3تعخيف
  

يقال إنو مؤثخ فؾق ناقري إذا كانت أية مجسؾعة مفتؾحة  عشجئحٍ    مؤثخاً تفاضمياً خظياً عمى   ليكؽ 
 .( )     فيجب أن يكؾن:          ( )      تحقق العلاقة:         

 [ ] :(           )السؤثخ تحت الشاقري :  1.4تعخيف
  في  ((symmetricمؤثخ تفاضمي مؽ السختبة الثانية و تشاعخي   , و        لتكؽ 

, عشجئحٍ ( ) 
ل   إذا وُجج جؾار     عشج   بأنو تحت ناقري مؽ السختبة   فإنشا نجعؾ السؤثخ التفاضمي       لأجل 

     بحيث تتحقق لأجل كل      , و ثابت  
 العلاقة:  ( ) 

‖ ‖ 
     (|〈    〉|  ‖ ‖ 

 )                                         (   )  
 حيث:

‖ ‖   ( 
  (  | | ) |    ( )|    )

 
                                (   ) 

ىؾ  〈   〉, و  ل ىؾ تحؾيل فؾرييو     , و ε( مؽ السختبة sobolev normيخمد إلى نغيؼ سؾبؾليف )
 .( )  الججاء الجاخمي في 

أي أنو يقال عؽ السؤثخ التفاضمي إنو تحت ناقري إذا كان نغيؼ سؾبؾليف بسختبة كدخية لو محجود محمياً مؽ 
خميو. الأعمى بشغيؼ سؾبؾليف آخخ يتعمق بالسؤثخ التفاضمي السُعظى و بذخوط حجود ديخي  

 زمخة ىايدنبخغ: 2.
 [  ]: (           ): جبخ لي 2.1تعخيف 

 ججاء ثشائي الخظيّة يحقق         [   ], وليكؽ 𝕂فزاءً متجييّاً فؾق حقل   ليكؽ 
      الخؾاص الآتية:        لأجل كل 

1.      [   ]   [   ] 
[[   ]  ]  .2)متظابقة جاكؾبي(         [  [   ]]  [  [   ]]    

 ) مبادل لي (.𝔤 نجعؾه ججاء لي لمجبخ [   ]جبخ لي, والججاء  ([   ]  )  𝔤نجعؾ الثشائية 
 مثمة عؽ جبخ لي نحكخ:مؽ الأ

      مع ججاء لي[   ]    . 
  ٍفزاء الستجيات عمى مشظؾM و رمده (Vec(M)  :مع ججاء لي ) 

[   ]        
 .ىي حقؾل متجية    حيث 

 [  ] :(         ):  زمخة لي2.2تعخيف 
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 مُدوّد بالتظبيقَيؽ الأممدَيؽ الآتييؽ:  زمخة لي عبارة عؽ مشظؾٍ أممذ 
      
      

 و                                          

        
(   )     

  الخؾاص الآتية:        لأجل كل ىحا السشظؾي ويحقق 
i.  (  )  (  )  
ii.              
iii.             

 [  ]: 2.3تعخيف 
 إذا تحققت العلاقة: Gإنو حقل متجيي لا متغيخ يداريا عمى زمخة لي   يقال عؽ الحقل الستجيي 

(   ) ( )   (  ( )) 
 حيث: 

       
     

 ىؾ رمد لمتفاضل.    و
 [  ]:  جبخ لي السوافق لدمخة لي :2.4تعخيف 
, و  , يعخف جبخ لي السؾافق لدمخة لي  فزاءً مساسياً عشج عشرخ الؾحجة لدمخة لي      ليكؽ 

 مؽ خلال ججاء لي الأتي: ( )Lieنخمد لو بالخمد  الحي
[     ]  [       ]  

( )  حيث:   (   ) 
( ) 

 [ ]: Carnot algebraجبخ كارنوت  :2.5تعخيف 
 كسجسؾع مباشخ  أي: 𝔤بأنو جبخ كارنؾت إذا أمكؽ كتابة  𝔤جبخ لي, عشجئح نجعؾ  𝔤ليكؽ 

              
[     ]حيث  [     ]و                        . 

 [ ]: Carnot groupزمخة كارنوت  :2.6تعخيف 
بحيث إن جبخ لي السؾافق  ( Simply connected Lie group)   ىي زمخة لي الستخابظة ببداطة 

ىؾ جبخ     ( )    ليحه الدمخة  و السؾلج بالحقؾل الستجية السساسية اللامتغيخة يدارياً في عشرخ الؾحجة 
 كارنؾت.

 [  ]: (                  )جبخ ىايدنبخغ : 2.7تعخيف 
 الفزاء بالذكل:و ليكؽ تسثيل كل عشرخ مؽ ىحا       ليكؽ الفزاء الستجيي 

                                     (                 )  (     )   
 :الآتي ىؾ جبخ لي بالشدبة لججاء لي السعخّف عمى الشحؾ      عشجئحٍ نجج أنّ 

                                   [(     ) (     )]  (         )  
                        حيث 

 .   يُجعى ىحا الجبخ بجبخ ىايدنبخغ, ويُخمد لو بالخمد 
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 [  ]: تسثيل جبخ ىايدنبخغ: 2.8تعخيف 
 السُعظى بالريغة: ( )         بأخح التظبيق 

 (     )  

(

 
 

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 

 
  
 
  
 )

 
  

 السُعظى بالريغة: نجج أنّ ىحا التظبيق يأخح عشرخاً مؽ جبخ ىايدنبخغ
(     )  (                 ) 

 . (   )ويعظي مرفؾفة مؽ القياس 
 .   , ونخمد ليحه الدمخة بالخمد    يتؼ الحرؾل عمى زمخة ىايدنبخغ بأخح الأس لجبخ ىايدنبخغ 

 [  ]: (   ) زمخة ىايدنبخغ الأولى :2.9تعخيف 
 ىؾ:     إن جبخ ىايدنبخغ السؾافق عشجما 

   {(
   
   
   

+            } 

 نحرل عمى:          بأخح الأس ليحا الجبخ 

   (
   
   
   

+  (
   
   
   

+  (
   
   
   

+  (
  

  

 
   
   

)  (
    

 

 
   

   
   

, 

 , وبالتالي يسكششا أن نكتب:  و ىي عشاصخ الدمخة 

   {(
   
   
   

+            } 

 لإيجاد قانؾن التذكيل ليحه الدمخة نحدب: 

   (
   
   
   

+     (
  ́  ́
   ́
   

+  (
    ́    ́    ́  

 

 
(    ́ ́)

     ́
   

, 

    (
    ́    ́  

 

 
(  ́   ́ )

     ́
   

,  

 ىؾ:  وبالتالي فإن قانؾن تذكيل الدمخة 

(     ) ( ́  ́  ́)  .   ́    ́    ́  
 

 
(  ́   ́ )/                       (   ) 

  ويكؾن:

  {(     )     (     ) ( ́  ́  ́)  .   ́    ́    ́  
 

 
(  ́   ́ )/}   

 (   ) 
 [  ]:   الحقول السُتجية السوّل جة لجبخ ىايدنبخغ  : 2.10تعخيف 
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لَج بثلاثة حقؾل متجية     إن جبخ ىايدنبخغ لا متغيخة يدارياً تذكل قاعجة ليحا الجبخ,  و       يُؾَّ
 تُعظى بالذكل: 

      
 

 
    

      
 

 
    

                                                               (   )    
 الؾحيجة غيخ التافية ىي: و تكؾن علاقة التبادل

[   ]    
 :حيث

[   ]         
 

 
    

 

 
         

     :بيشسا
[   ]  [   ]    

 [  ]: مؤثخ الاندحاب اليداري: 2.11 تعخيف
       ( )  التظبيق:                                 ىو 

  ( )      
 .   حيث 

 [  ]الحقل الستجيي اللامتغيخ يدارياً:  :2.12 تعخيف
إذا حقق لأجل كل ( left invariant) بأنو لا متغيخ يدارياً        يُجعى الحقل السُتجيي 

  العلاقة:      
(   )  ( )   (  ( ))                                       (   ) 

 ىؾ مؤثخ الاندحاب اليداري.    حيث 
  :2.1مبخىشة

تتحقق       أي أنو لأجل كل ( left invariant) لا متغيخ يدارياً        الحقل السُتجيي 
  العلاقة:

(   )  ( )   (  ( ))                                       (   ) 
( )  يُعظى بالذكل:       ( )  حيث التظبيق  و ىؾ مؤثخ الاندحاب اليداري.     

 الإثبات:
(     )   (     )  لأجل   لشثبت أن:   

(   (     )(     )) (     )   ((     ) (     ))                     (    ) 
 حيث

 (     )(     )  (     ) (     )  .            
 

 
(     )/ 

 و مذتقو ىؾ:
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    ( )  (

   
   

  
 

 
 

 

 
  

,                         (    ) 

 .(   )حقق العلاقة السُؾّلِج لجبخ ىايدنبخغ لا متغيخ يدارياً, يكفي أن نثبت ت  لشبيؽ أن الحقل الستجيي 
 لشزع:

 (     )   (     )(     )  .            
 

 
(     )/ 

    (     )  (     )   (     
 

 
  

 

 
* 

    ( 
 

 
  

 

 
*    

((     )(     )   ) و لشحدب:                           (  (     )) 
 (     

   

 
*                                                              

 :و كحلػ يكؾن  
    (     )   (     

   

 
)   (   (     ))  

 [  ]:   زمخة ىايدنبخغ  :2.13تعخيف 
 بذكل عام يكؾن:

   ,(     )        (     ) ( ́  ́  ́)  (   ́    ́    ́  
 

 
∑    ́  

 
   

 ́   )-     
 بالذكل:    وتكؾن الحقؾل السُتجية اللامتغيخة يدارياً و السؾّلِجة لجبخ ىايدنبخغ 

   
 

   
  

 

 
   

 

  
           

   
 

   
  

 

 
   

 

  
           

  
 

  
    

 [ ]: (Non_isotropic dilationالتسجّد غيخ الإيدوتخوبي على زمخة ىايدنبخغ ) :2.13تعخيف 
  يُعخَّف التسجّد غيخ الإيدوتخوبي عمى زمخة ىايدنبخغ بالذكل:

       
(     )  (            )           

 [  ]: 2.2مبخىشة
 ,عشجئحٍ فإن العلاقات الآتية محققة:      و     لتكؽ 

          (   )    ( )   ( ) 
                 (  )

     
 
 

                        
 الإثبات:
 عشجئحٍ: (        )  و  (        )  بفخض 
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 أولًا:

  (   )    .                  
 

 
(         )/ 

 ( (     )  (     )  
 .      

 

 
(         )/+ 

 (         
   ) (         

   )    ( )   ( ) 
 ثانياً:

     لشثبت أن: 

 

   

(     
 
* ( )    .  

 

( )/    (
 

 
   

 

 
   

 

  
  *  (        ) 

     )و بالتالي فإن: 

 

* ( )   ( ) 
 ثالثاً:

(     )( )    (  ( ))  (          (  )
   )  (   )( ) 

  
 [ ](: The Heisenberg Laplacian) مؤثخ لابلاس ىايدنبخغ: 2.15تعخيف 

  إن مؤثخ لابلاس ىايدنبخغ مذابو لسؤثخ لابلاس في الحالة الإقميجية ويُعخّف عمى زمخة ىايدنبخغ 
 بالذكل:

                                                               (    ) 
 و عمى زمخة ىايدنبخغ بذكل عام:

        ∑(  
    

 )

 

   

         

                     , و يُجعى أيزاً مؤثخ2وىؾ مؤثخ لا متغيخ تحت الاندحابات, و متجانذ مؽ الجرجة 
Kohn_ Laplacian. 

 [ ]: فزاءات سوبوليف على زمخة ىايدنبخغ: 2.16تعخيف 
 عمى زمخة ىايدنبخغ )في ىحا الدياق تُعخف أيزاً  ( (Sobolev spacesتُعخّف فزاءات سؾبؾليف 

 عمى الشحؾ الآتي: ( Folland_Steinبفزاءات 
بحيث إن مذتقاتيا   ( )     ( لمفزاء السُكؾّن مؽ الجوال  ( )  ) أو   ( )    ب نخمد 

 , و يكؾن ىحا الفزاء مُدوّد بالشغيؼ:( )  تشتسي إلى    و    الجدئية 
‖ ‖     (‖  ‖  ‖  ‖  ‖ ‖ )

 
                                                 (    ) 

  و يُعخف الفزاء 
  عمى أنو غلاقة ) لراقة(   ( )   

 .( )    في    ( ) 
 [ ]:(                 )مبخىشة ىورمانجر :  2.3مبخىشة
∑  مؤثخاً تفاضميّاً معظى بالريغة:             ليكؽ    

       
    

     ىي مؤثخات تفاضمية متجاندة مؽ السختبة الأولى في السجسؾعة السفتؾحة         حيث 
 , ولشفخض أنّو مؽ بيؽ السؤثخات:( )  تشتسي إلى   والسعاملات 
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    [       ] *    [       ]+    [    *    [         ]+]                  
ىؾ ججاء لي  [       ]فؾق ناقري, و حيث   , عشجئحٍ فإنّ Ωمشيا مدتقمة خظياً في أي نقظة مؽ   يؾجج 

 لجبخ لي السؾلج بيحه الحقؾل الستجية.
 :  2.1نتيجة

مؽ السختبة الثانية, و ذلػ لأن الحقؾل  فؾق ناقريىؾ مؤثخ تفاضمي      حدب مبخىشة ىؾرمانجر  نجج أن 
, و ىحا ما يختمف عؽ حالة مؤثخ لابلاس ديخيخميو في  تذكل قاعجة في أي نقظة في   [   ]    السُتجية 

 الحالة الإقميجية.
 [ ] [ ] : 2.4مبخىشة

          بحيث تتحقق لأجل كل     , و ثابت   ل       يؾجج جؾار    لأجل أي 

  
 العلاقة: ( ) 

‖ ‖ 
 

       
(|  ( )|  |  ( )|  | ( )| )                       (    )  

 حيث يخمد الشغيؼ في الظخف الأيدخ إلى نغيؼ سؾبؾليف مؽ السختبة 

 
. 

 : 2.2نتيجة
و ذلػ واضح حدب تعخيف  أيزاً تحت ناقري  مؤثخ لابلاس ىايدنبخغ ىؾ مؤثخن مؽ السبخىشة الأخيخة نجج أ

 .السؤثخ تحت الشاقري
 التوصيات:

السعخوفة عمى مؤثخ لابلاس العادي باستخجام مؤثخ لابلاس العجيج مؽ الستبايشات الذييخة   الؾصؾل إلىيسكؽ 
 ىايدنبخغ.
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