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□ ABSTRACT □ 

 
 

In this work, We consider the weakly damped nonlinear cubic Schrödinger 

equation in one dimension space with a bounded potential function having compact 

support in       ..We prove the attractor regularity for this equation. That is, we 

will prove that the attractor is bounded and compact in       . 
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 مقدّمة:
تعجّ السعادلات التفاضمية الجدئية نساذج رياضية، تفدخ الغؾاىخ الفيديائية السعقجة، التي تأتي مؽ مدائل 
ىشجسية، كيسائية، فيديائية، بيؾلؾجية وميكانيكية ...، وتبخز ىشا معادلة شخودنغخ غيخ الخظية التي يخمد ليا اختراراً بـ 

NLS  السعادلة أىسية خاصة في ميكانيػ الكؼ حيث تُعج بسثابة قانؾن كأحج أىؼ ىحه السعادلات إذ حيث تحتل ىحه
التحخيػ الثاني لشيؾتؽ الحي يعتبخ أساسياً في الفيدياء الكلاسيكية. وىي نسؾذج مقارب لانتذار الأمؾاج 

 ، الحقل السغشاطيدي    وعيخت في مجالات مختمفة في الفيدياء نحكخ مشيا: فيدياء البلازما           السائية
 وغيخىا.  [6]وتكاثف بؾز آنذتايؽ        

، وتعظى ىحه السعادلة 1926ونذخىا عام  1925عيخت معادلة شخودنغخ عمى يج العالؼ إرفيؽ شخودنغخ عام 
 غيخ الخظية في الحالة السحافغة بالذكل:

                 | |                                                          
       . ولو دعامة متخاصة في       تابع كسؾني مؽ      الدمؽ و  حيث           حيث

 أما في حالة التخامج تكؾن مؽ الذكل:
                    | |                                                    

 معامل التخامج.    و      وتشتسي إلى   قؾة خارجية مدتقمة عؽ      حيث 
وجؾد جاذب شامل  1988في العام  Ghidagliaحازت ىحه السعادلة عمى اىتسام العجيج مؽ الباحثيؽ، إذ أثبت 

أن ىحا الجاذب  Wangأثبت  5991. ثؼ في العام [11]في       ليحه السعادلة بالشدبة لمتبؾلؾجيا الزعيفة في 
نغامية ىحا الجاذب ولكؽ مع  5991عام  Goubetأثبت   [12]وفي،     الزعيف ىؾ جاذب قؾي في البحث 

عام  Akrouneأثبتت  [3]، وفي البحث    أثبت نغامية ىحا الجاذب في  5991شخوط حجية دورية، وأيزاً في عام 
-Daveyأن الشغام Goubet و Husseinأثبت  2009، وفي العام      وجؾد جاذب شامل في  1999

Stewartson وكسا أثبتؾا نغاميتو في        تعسيؼ لسعادلة شخودنغخ يسمػ جاذب شامل في  الحي ىؾ       
شخودنغخ السقظعة بالشدبة لمدمؽ باستخجام صيغة الاستخخاء  درسؾا معادلة 2009، وأيزاً في عام     في البحث

(relaxation scheme وبخىشؾا وجؾد جاذب شامل لمشغام الجيشاميكي الشاتج في )[13]  وأيزاً في العام نفدو أثبت
Molinet وGoubet   أن تجفق معادلة شخودنغخ غيخ الخظية الستخامجة بزعف يؾفخ نغام ديشاميكي يسمػ  [15] في

سمؾك حمؾل معادلة شخودنغخ غيخ  Goubet وAlounini درس  2014، وفي عام      جاذب شامل في 
وجؾد جاذب شامل لسعادلة شخودنغخ  [25]في  Zhuأثبت  2016، وفي عام [4]الستخامجة مع حج كسؾني تخبيعي في 
سمؾك حمؾل معادلة  [8]في Goubet و Dabaa وفي العام نفدو درس      مع وجؾد حج تكاممي غيخ محمي في

أن الجاذب الذامل ىؾ مجسؾعة جدئية متخاصة مؽ  2017في عام  Kechicheوبخىؽ    بؾاسؾن في  -شخودنغخ
 

 

 
وجؾد جاذب شامل لسعادلة شخودنغخ مع قياس ديخاك في  2021، وبخىؽ أيزاً في عام [17]في          

. وفي عام [16]في        وجؾد الجاذب الذامل في  Goubetو Zahrouni، وفي العام نفدو بخىؽ كل مؽ [18]
وفي عام  .[1]في       سمؾك حمؾل معادلة شخودنجخ في  Bassetو  Husseinدرس كل مؽ انجخو و  2222
 . [2]الشغام الجيشاميكي الستخامج لسعادلة شخودنغخ غيخ الشاقرية في  Husseinدرست  2222
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 أىمّية البحث وأىدافو:
تأتي أىسية ىحا البحث كؾنشا نتشاول معادلة ميسة ليا تظبيقات واسعة في مجالات مختمفة في الفيدياء 

البحث إلى دراسة نغامية الجاذب الذامل الحي يعظي تشبؤ بالإضافة لكؾنيا غيخ خظية ومتخامجة. وييجف ىحا 
 بدمؾك الشغام الجيشاميكي الحي تدوده معادلة شخودنغخ غيخ الخظية.

 طرائق البحث ومهادّه:
يشجرج ىحا البحث تحت اختراص الخياضيات التظبيقية وبذكل خاص في مجال السعادلات التفاضمية 

ىشا تعتسج بذكل أساسي عمى دراسة نغامية سمؾك حمؾل السعادلة  لحلػ فإن التقشيات الخياضية السدتخجمة
 التفاضمية الجدئية مؽ خلال مفاىيؼ التحميل الجالي.

 النتائج والمناقذة:
     يكتب بالذكل  (2)حل السعادلة   ليكؽ مدألة مداعدة: 

 

  
∫  ̂

 
 ̂ حيث             

 . تحؾيل فؾرييو لـِ 
| |                 نعخف مؽ أجل                 

 

  
∫  ̂

| |  
            

| | ونعخف مؽ أجل                     
 

  
∫  ̂

| |  
           

 حل لمسعادلة الاتية:  ويكؾن التابع 
                            |   |                      

 السدقط العسؾدي عمى  حيث             مع الذخط الابتجائي 
        

 

  
∫  ̂

| |  
 فزاء ىمبخت      حيث                     

 .      محجود في كخة مؽ   مؾجبة، يكؾن التابع   ومؽ أجل    مؽ  مؽ أجل : 1مهضهعة 
  برىان:

  | |
  
  ∫ 

 

  | |   | ̂   |    ∫ 

 

  | |   | ̂   |   | |        

                                                  ∫|

 

   | |   ̂   |        
           

نرف       محجود في كخة مؽ   . إذاً      في   نرف قظخ الكخة الساصة لـ    حيث 
  .       قظخىا 

تابع معخف   . ليكؽ  تعتسج عمى   فإن نغامية    بالشدبة لـ    مؽ و        بسا أن 
ثابتة   . مؽ أجل           مع الذخط الابتجائي       عمى  3)حل السعادلة )    مؽ أجل 

ويحقق              بحيث يكؾن   نعخف التابع       ومؽ أجل   ومؽ أجل السدارات 
 السعادلة الآتية:

{
             (         )    (|   |      )     

                                                                                                                 
            

 لشأخح أولًا التسييجية التالية التي تفيجنا في البخىان لاحقاً 
 يحقق       مؽ   ، مؽ أجل  [22] :1تمييدية 
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| |   
 

 
| |                                                                      

| |   
 

√ 
| |                                                                  

| |   
 

 
 
 

| |                                                                    

    لمسعادلة        مدتسخ ومحجود في حل وحيج   كبيخة بسا يكفي يؾجج   مؽ أجل  :2مهضهعة 
   | |  بحيث يكؾن   غيخ متعمق بـ   ويؾجج 

 

 
| |                     

 ثلاث خظؾاتالبخىان عمى  سيتؼبرىان: 
        الحل محمي وقيمو في  الخطهة الأولى:

      | |              | |            | |مع الشغيؼ                   ليكؽ 

 بالذكل 4)تكتب السعادلة )،      يكافئ          بسا أن 
              (         )    (|   |      )                 

 تكتب بالذكل التكاممي

     ∫           (    )   ∫        (    )   
 

 

 

 

                     

 و        و            يعخف        مؤثخ ضاغط عمى      حيث 
                         |   |       

(    ) نعخف مؽ أجل   إلى   تظبيق مؽ   ليكؽ   ∫        (    )          
 

 
 

 .      مؤثخ ضاغط عمى      مؾجب، يكؾن   مؽ أجل : 2تمييدية  
 برىان: 

|    |    |    |   |      ||   |           |       |    |    
       |    |       |    |أي يربح لجيشا       |    |ولكؽ             نفخض 

يحقق شخط ليبذتد عمى السجسؾعات السحجودة في         |   |    التابع   :تمييدية 
      . 

       | |و        | |بحيث يكؾن            ليكؽ برىان: 
|  |   |       |   |       |       | |  

  | |  
  | |  

  |   |   
                                        

    
  |   |              

 صغيخة بسا يكفي.  مؽ أجل   إلى   معخف جيجاً مؽ   التظبيق  :4تمييدية 
  |  |   ليكؽ برىان: 

حيث             وليكؽ   متعمق بـ ثابت      حيث      
 .  في    كخة مغمقة نرف قظخىا         

 (    )  ∫           
 

 

  ∫         |   |         
 

 

  ∫        (         )  
 

 

  

∫نكتب الحج .      في   لشؾجج نغيؼ                
 

 
 بالذكل 
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∫            
 

 

 ∫                
 

 

      (        )     

  بحيث إنو مؽ أجل       لى إ       مؤثخ مدتسخ وقابل لمعكذ مؽ        

       
 و  |  |      |     |

|فإن  ∫           |   |     |   |           |    |    |  
 

 
 

  

 
  

∫ أما بالشدبة لمحج         |   |         
 

 
ومؽ   ، فإنو بالاستفادة مؽ السؾضؾعة  

 مؤثخ   كؾن 

         | ∫         |   |         |   ∫ ||   |        |  

 

 

     
 

 

 ضاغط يكؾن   لجيشا

                                                 ∫  | |
  
 

 

 

 | |
  
                

    

          بحيث يكؾن    نختار
    

  

 
  

∫وبالشدبة لمحج        (         )  
 

 
تابع مؽ      ، فإنو بالاستفادة مؽ كؾن    

 يكؾن لجيشا،      

              | ∫        (         )  |   ∫  |    |  |   |     
 

 

 

 

 

                                                           ∫    | |   | 
 

 

|                   

             بحيث يكؾن   نختار
  

 
   

إلى   تظبيق مؽ   ، فإن         |(    ) |            |(    ) |فإنو أصبح لجيشا
 . 

مقمص عمى السجسؾعات السحجودة    صغيخة بسا يكفي كسا عخفت سابقاً، يكؾن   مؽ أجل : 5تمييدية 
 . في 

 وبسا أن      | | و       | |بحيث يكؾن               ليكؽ برىان: 
 2فإنو بالاستفادة مؽ التسييجية  ،            

|         |    ∫ | (    )   (    )|     
 

 

 

 يربح لجيشا ،     تابع مؽ       ومؽ كؾن  5بالاستفادة مؽ التسييجية 
|         |      |   |                  

  |   |    
                                                    (     (        

    
 )) |   |     

        )     )    |         |فيربح لجيشا 
    

 ))  |  

 |      
                بحيث يكؾن   نختار

    
     

 

 
يحقق شخط   فيكؾن      

وبحدب مبخىشة   مقمص عمى السجسؾعات السحجودة في   بثابت أصغخ مؽ الؾاحج، أي أن   ليبذتد عمى 
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. وبحلػ، تؼ إنجاز الخظؾة      عمى  4)حل وحيج لمسعادلة )   حيث        بحيث   الشقظة الثابتة يؾجج 
 الأولى.

 لإنجاز ىحه الخظؾة نثبت السؾضؾعة التالية   بالندبة لـ       الخطهة الثانية: لا انفجار في 
كبيخة بسا   مؽ أجل                  بحيث أن   حل وحيج  4)السعادلة ) تسمػ: 3مهضهعة 
 .  | |متعمق بـ    حيث       يكفي أي مؽ أجل 

 مؾجب.  مؽ أجل كل      | |بحيث يكؾن   مدتقل عؽ   بالإضافة إلى ذلػ يؾجج 
 عشجىا  الدمؽ الأعغسي لـ   حيث                 نفخض برىان: 

     |    |  و            أو             
̅     بـ (4نزخب السعادلة )  ، ثؼ نكامل ونأخح الجدء التخيمي، فشحرل عمى ̅   

 

 

 

  
                                                                

  |  |     حيث                              
    ∫|   |  

 

 
∫|   |  

    ∫  ̅    
     

 

 
∫|   |        ∫  ̅         ∫       ̅   

      ∫      ̅       ∫  ̅ |   |        

     ∫  ̅ |   |                                       
كبيخة بسا يكفي   وإنو مؽ أجل  αو   و    متعمق بـ   يؾجج        في   مؽ أجل  :6تمييدية 

 يكؾن 
     

 

 
| |

  
  

 

  
| |

  
     

 يربح لجيشا،      تابع مؽ      ومؽ كؾن  5بالاعتساد عمى التسييجية برىان: 
     | |

  
    | |

  
    | |

  
  

 

 
| |

  
  

 

 
| |

  
  

 

  
| |

  
    | |

  
  

   | |
  
    | |

  
  

  

  
| |

  
  

 

 
| |

  
  

 

  
| |

  
  

 

  
| |

  
  

  

  
| |

  
            

 بحيث يكؾن      بفخض 
  

   
  

      
  

  
  

  

  
     

 

 
 فإن 

| |
  
  (   

  

  
) | |

  
  

 

 
| |

  
   

 مؽ السجسؾعة السحجودة الساصة  وأن       بسا أن 
| |     | |    | |                                                            

| |     | |    | |                      
 ( نحرل عمى7أخيخاً، بالاعتساد عمى )

     
 

 
| |

  
  

 

  
| |

  
                                                 

 بحيث يكؾن      ومدتقلان عؽ    | |و   متعمقان بـ    و    يؾجج : 7تمييدية 
 

  
              

  

 
 
 

| |
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 ، سشجرس كل حج مؽ حجوده، بالشدبة لمحج الأول    كسا عخفشاه في العلاقة      لجيشا برىان: 
 

 
∫|   |     

  

 
(| |

  
  | |

  
 )     

  

 
(   

  
 

  
| |

  
 )      

 

 
 
 

| |
  
    

 يكؾن لجيشا     وبالشدبة لمحج الثاني في 
    ∫  ̅       | |  | |   

 

 
| |     

 

  
| |

  
    

 

 
 
 

| |
  
    

̅       ∫     الآن بالشدبة لمحج    مؽ السجسؾعة السحجودة الساصة مؽ أجل   لجيشا     
. أي       ولجيشا        |  |أي   عشج نفذ الدمؽ        محجودة في    يكؾن  مؾجب

 أصبح لجيشا
|  |    |  |       

     ∫       ̅     |  |   |   |       | |   | |      
 

 
 
 

| |
  
   

∫  لجيشا أيزاً بالشدبة لمحج   يربح لجيشا          |   | ̅  
  ∫  ̅  |   |         |  |   ||   |      |        |   |  

 |   |    
 نجج     وبالاستفادة مؽ 

  ∫  ̅ |   |               (| |  
  | |  

 ) | |   | |    

                                                ( | |
  
  

 

 
| |

  
  )  | |   | |    

                                         
 

 
| |

  
  

   

 
| |

  
       

 

 
 
 

| |
  
                

̅      ∫       يكؾن  لجيشا    الآن بالشدبة  لمحج   

     ∫      ̅     | |  |   |    | |   | |   | |      
 

 
 
 

| |
  
    

 يكؾن لجيشا    ، بالاستفادة مؽ     وبالشدبة لمحج الأخيخ في 
  (∫  ̅ |   |      )    | |   |   |

  
   | |    | |

  
  | |

  
     

 

 
 
 

| |
  
   

 

  
              

  

 
 
 

| |
  
 فإن العلاقة      تربح بالذكل           

 بالاستفادة مؽ التسييجيتيؽ الدابقتيؽ نجج

         (    )     
  

 
 
 

∫         
 

 

|    |  
        

   محجود في      و        ولكؽ مؽ أجل 
|    |  |

 

 
∫|    |   |  

 

 
|    |

  
     

         ( يكؾن لجيشا 54وبالاعتساد عمى )
 

  
| |

  
  | |

  
    

  |    |        فإنو يكؾن لجيشا 
  

  

  
|    |  

  
  

 
 
 

∫          

 
|    |  
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         وبؾضع
     

|    |  
 لجيشايربح   

     
  

  
      

  

 
 
 

∫         
 

 

              
  

 
 
 

      

             
  

 
 
 

، فإن  ، نلاحظ أنو أياً كانت     حيث  لشأخح التابع        
      . 

     يحقق    بفخض 

  

 
 

     يكؾن      ، عشجئحٍ ميسا يكؽ    

 
 
 

،         ، ولجيشا   

     ، فإنو يؾجج       مدتسخ و   . مؽ كؾن              بحيث     لشفخض إنو يؾجج 
(     ) )حدب مبخىشة القيسة الؾسظى( ولكؽ           بحيث يحقق  وىحا تشاقض           

| |أي أن           إذاً        مع كؾن 
  
. وبحلػ تؼ إنجاز   ، إذاً لا يؾجج انفجار في      

 الخظؾة الثانية.
 (     )لا انفجار في        الخطهة الثالثة: إنذاء حل شامل قيمو في 

في   ، وىحا يعشي لا انفجار 1كسا عُخّف سابقاً في التسييجية   حيث    في   محجود بـ   سشثبت أن 
محجود بثابت،   ، حيث     و       ليكؽ  .2وعشج بخىان ذلػ يكؾن قج تؼ بخىان السؾضؾعة    

 ، فشجج   بالشدبة لمستحؾل     نذتق طخفي السعادلة 
                                    ̅     | |                     

            ̅      | |              
تابع       ، ثؼ نكامل ونأخح الجدء التخيمي، وبالاستفادة مؽ كؾن ̅    ̅  نزخب طخفي ىحه السعادلة بـ 

  مؽ 
 

 

 

  
 ،      فشحرل عمى                                             

     |  |  
    | |

  
     ∫      ∫| | | |       ∫  ̅       

   ∫  ̅   حيث    
        ∫  ̅      ∫   ̅     ∫         ∫       

 ∫    ̅   | |     ∫     ̅      ̅      
           ̅          | |         حيث 

 يؾجج     فإنو مؽ أجل كل   و αو    متعمقة بـ   ومؽ أجل  αمتعمقة بـ    مؽ أجل  :8تمييدية 
     بحيث يكؾن            

 

 
| |

  
                      

 يكؾن  5بالاستفادة مؽ التسييجية برىان: 
 ∫     ̅       |  |

  
  | |

  
 | |

  
  

 

 
 
 

| |
  
   

 

 
| |

  
                      

    | | | |∫بالظخيقة نفديا نحرل عمى 
 

 
| |

  
    

     ∫    وأيزاً يكؾن لجيشا 
 

 
| |

  
    

| | وأن 
  
  

 

 
| |

  
    

   | |  |  |     ̅   ∫   بالإضافة إلى أن 
 

 
| |
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   ∫| |    ̅   | |  |  | | |   |  |  | |  | |
  
  

 

 
 
 

| |   
  

 
| |

  
 وأن      

  ∫      ̅    ̅   
 

 
| |

  
 بالظخيقة نفديا نجج                            

  ∫    ̅      ∫     ̅   |  |  |  |    | |   
 

 
| |

  
 بالإضافة          

 إذاً نحرل عمى
  ∫  ̅    (

  

 
 

 

 
 

 

 
) | |

  
                                           

     | |
  
  (

  

 
 

 

 
 

 

  
) | |

  
 ومشو يربح لجيشا                      

  بحيث يتحقق    نفخض 

  
 

 

 
 

 

  
 

 

 
     ، فشجج أن  

 

 
| |

  
      

يؾجج      فإنو مؽ أجل  αو   و    متعمقة بـ   و  αمتعمقة بـ    مؽ أجل كل  :9تمييدية 
 ( بحيث4حل لمسعادلة )         

|∫   ̅   |  
  

  
| |

  
                                                

|∫      ̅  ̅    |  
 

  
| |

  
                                

|∫    ̅   | |   |  
 

  
| |

  
                                 

 برىان:
             | |      ̅        ̅                              

          |  |      |   |لجيشا                                  

 فإنو بالشدبة لمحج
|∫ | |       |  |   |   || |  |      |   |   (| |

  
  | |   | |  

 | |  )     

                                                  | |   
 

  
| |

  
       

 ومؽ جية أخخى 
|∫     ̅   |   |∫   ̅   |  |  |   |    ̅  ̅|   

  |  |    |   ̅|  | ̅|   |   ̅|  | ̅|     
 نجج أنAgmon   [21]وباستخجام متخاجحة 

     |  |   | |    |   ̅|   |   ̅|
  

 
 |   ̅|

  

 
   

(      |  |  | |   |  |  | |   |  |  

 

 | |
  

 

  |  |  

 

 | |
  

 

  

|  |  

 

 | |
  

 

      
  |  |   |  |نحرل عمى  5وبالاستفادة مؽ السؾضؾعة  

 

 |  |  

 

    
 

   

| ∫   ̅   ̅   |     
 
  | |    | |    

 
 | |

  

 
   

 
 | |

  

 
   

 
  | |

  

 
    

 يكؾن  5التسييجية  والآن باستخجام
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|∫   ̅   ̅   |     
 
  | |     

 
  | |

  

 
  

 
 | |

  

 
    

 

  
| |

  
       

|∫      ̅      ̅ |  
 

  
| |

  
 وبالظخيقة نفديا يكؾن  لجيشا                

|∫   ̅  |  
  

  
| |

  
 ومشو يربح لجيشا                                    

| ∫      ̅  ̅    |  
 

  
| |

  
 ويكؾن  أيزاً  لجيشا                              

|∫    ̅   | |   |  
 

  
| |

  
     

 .9وبحلػ يكؾن انتيى بخىان التسييجية 
     ( يكؾن 59(، )51(، )57(، )51بالاستفادة مؽ )

  

 
| |  

  
 

 
|  |  

        
  بحيث يكؾن    وباختيار 

  
 

 

 
 

 

 
 ، يربح لجيشا

 

 

 

  
           

 

 
| |  

       
  | | وبالسكاممة نجج أن  1بالاستفادة مؽ التسييجية 

وبحلػ يكؾن قج اكتسل                
 .2بخىان السؾضؾعة 

 من أجل زمن كبير بقدر كاف    و   مقارنة بين 
في السجسؾعة       بحيث إذا كان    | |و αتتعمق بـسعظيات السعادلة      يؾجج : 4مهضهعة 

     ( فإن مؽ أجل كل 4حل لمسدألة )  وإذا كان         ومؽ أجل أي     السحجودة الساصة مؽ أجل 
 يكؾن 

|   |               
χو       ليكؽ  برىان:  يكؾن حل لمسعادلة الآتية: χفإن          

                     | |  | |       ̅                    
̅   بـ       نزخب طخفي العلاقة        ، ثؼ نكامل ونأخح الجدء التخيمي، وبالاستفادة مؽ كؾن ̅   

 تابع مؽ  
 

 

 

  
 ،      نحرل عمى                                                          

     |  |  
    | |  

  ∫ | |  | |  | |    ∫    ̅̅  حيث                     ̅

      
 

 
 ∫ | |  | |   | |  

  

 
 ∫       ̅̅ ̅  

 .4لشأخح بعض التسييجيات التي تفيجنا في بخىان السؾضؾعة 
       ، فإنو يكؾن لجيشا    حل لمسعادلة   مؽ أجل : 12تمييدية 

 

 
| |  

   
 نحرل عمى   عمى  5بتظبيق التسييجية برىان: 

                      |  |  
    | |  

  ∫ | |  | |  | |      ∫    ̅̅ ̅       
                               | |  

    | |  
   | |  

 | |  
   | |  

 | |  
   | |  | |  | |  

   
                                            | |  

  
  

 
 
 

| |  
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       بحيث يكؾن     لشأخح 
  

 
 
 

      
  

  

 
 

 
 

 
يكؾن      إذاً مؽ أجل   

 حرمشا عمى السظمؾب.
     ، فإن     حل لمسعادلة   مؽ أجل : 11تمييدية 

 

√ 
| |  

مٌعخف كسا في   حيث    
 .4السؾضؾعة 

 نحرل عمى          و        ومؽ أجل  5بالاستفادة مؽ التسييجية برىان: 
      |  |    | |  |  |   | |  |  |   | |  |  |   | |  |  |   

  |  |    |  |  | |   |  |  | |   | |  |  |   | |  |  |    
             |  |   | |   | |  | |   | |  | |   | |  | |   | |  | |   

  |  |   | |   | |  | |   | |  | |   | |  | |   | |  | |     
             

 

√ 
| |  

   

 ، أصبح لجيشا    4الآن لشكسل بخىان السؾضؾعة 

 

 

  
     (  

   

√ 
)                 

   بحيث يكؾن       ابتجائية  لشأخح قيسة

√ 
 

   

√  
 

 

 
   

 يكؾن لجيشا      أي أنو مؽ أجل 

 

 

  
     

 

 
(    ) فإن            

 (    )                                        
                وبسا أن                                      

       |     |  
  |  |

 ∫ | |  | |       ∫    
 ̅̅  و                       ̅

  | |فإن 
                                                                                

χيكؾن     فإنو مؽ أجل   انتيى. 4. فيكؾن بخىان السؾضؾعة    
 السبخىشة التاليةيسكششا الآن الاستفادة مؽ كل ما سبق في إثبات 

       محجود ومتخاص في  𝒜الجاذب  :1مبرىنة 
       ثؼ التخاص في  𝒜سيتؼ البخىان في خظؾتيؽ. سشبجأ بشغامية برىان: 

 تبقى في السجسؾعة السحجودة الساصة وبؾضع            ، فإن السدارات 𝒜   ليكؽ 
حل لمسعادلة            يكؾن      عجد كبيخ ججاً، فإنو مؽ أجل   حيث       

 الآتية
  

          
    (          )    (|    |      )                 

 ، بالإضافة       حل شامل عمى السجال    يكؾن  4و  2وبالاستفادة مؽ السؾضؾعتيؽ 
|  |  

           
|          |                   

  |  |، فإن         وبسلاحغة أن 
                      

|     |               
، فإنو يسكششا استخخاج متتالية جدئية متقاربة      متتالية محجودة مؽ فزاء ىمبخت    وبسا أن 

 وحيجة إذاً يسكششا أن نكتب، وبسا أن الشياية      في    وبقؾة نحؾ       في    بزعف نحؾ 
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𝒜 ، بالتالي         ، فإن         وبسا أن  محجود في  𝒜. لشبيؽ الآن أن        
     . 

       فإن       محجود في          وبسا أن      بؾضع 
|  |  

          |  |  
 و                                     

 𝒜يعشي أن .      محجود في  𝒜، بالتالي      محجود في    وأن       محجود في    ومشو 
 نغامية.

(، نذتق 2حل السعادلة )  ليكؽ  [5].السحكؾرة في Ball متخاص ندتخجم طخيقة  𝒜الآن مؽ أجل بخىان أن 
 فشحرل عمى  طخفي ىحه السعادلة بالشدبة لمستحؾل 

                               | |            ̅                  
 ، نكامل ونأخح الجدء التخيمي، فشحرل عمى ̅     ̅  ( بـ 25نزخب طخفي السعادلة )

 

 

 

  
|   |  

   |   |  
  

   ∫       ̅         ∫       ̅      ∫       ̅    

     ∫       ̅    

   ∫ | |    ̅       ∫ | | |  |
   ∫      ̅   ̅        ∫    ̅    ̅  

   ∫   ̅      ∫   ̅   
 تابع محجود، فإن     وبسا أن 

  ∫       ̅   |     |  ∫  ̅     ∫   ̅  

    ∫       ̅   |     |  ∫  ̅      ∫  ̅  

  ∫       ̅   |    |  ∫  ̅     ∫   ̅  

    ∫       ̅   |    |  ∫   ̅     |  |  
   

 

 

 

  
 يسكششا أن نكتبيا بالذكل                                                  

     |   |  
    |  |  

 حيث                                                            
     ∫    ̅      ̅  ∫| | |  |

      ∫  ̅   

         ∫   ̅    ∫      ̅       ̅   ∫     ̅  |  |
      ∫   ̅ 

     ∫  ̅       

           
 بالسكاممة نحرل عمى                                     ∫     

             مؽ أجل
|          |  

    |         |  
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 (|    |  
    |   |  

       )        ∫                     
 

 

         

 𝜌، فإنو يؾجج متتالية جدئية تتقارب بزعف نحؾ      السحجود في  𝒜متتالية قيسيا في    ليكؽ 
 . ولشبخىؽ أن     ىؾ مجسؾعة غيخ خالية متخاصة في  𝒜ولجيشا الجاذب       وبقؾة في       في 

            |   |   | 𝜌|    بسا يداويو    مؾجب وباستبجال    مؽ أجل           ، ليكؽ
      في السعادلة 

       
   

 |      |  
    |     |  

   (  ) 

       
   

 |           |  
    |          |  

   (       )  
    

       
   

∫           (        )  
 

 

                                                  

 (        )  وإن  في   𝜌         يتقارب نحؾ (        )  إن: 12تمييدية 
 . في   𝜌         يتقارب نحؾ

      في الجاذب ىي محجودة وغيخ خالية في                السدارات  برىان:
         فإن       وبقؾة في       بزعف في  𝜌تتقارب مؽ     ، وأن     ومتخاصة في 
مدتسخ عمى        ، وبسا أن      وبقؾة في       بزعف في  𝜌      تتقارب مؽ 

 ، فإن      والشياية وحيجة في       
 ∫  ̅  

 
  ∫        𝜌̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   

     السُعخف سابقاً في   وبالشدبة لمحج الثاني مؽ 
  الستتالية 

تتقارب                و      في    𝜌       تتقارب بزعف نحؾ   
 .     وبقؾة في       بزعف في  𝜌      نحؾ 

 ∫  (  
 
 ̅ )  (  

 
 ̅ 

 
)   ∫        𝜌       𝜌̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅        𝜌 

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅         𝜌   
 (        )          𝜌   

𝜌     ، بؾضع 5الآن لشكسل بخىان السبخىشة       نجج     في  وباستبجالو    
|𝜌  |  

    |𝜌 |  
    𝜌   

(|      𝜌   |  
    |      𝜌  |  

         𝜌 )        ∫                 𝜌   
 

 

  

 فإن

∫                 𝜌    
 

 

|𝜌  |  
    |𝜌 |  

    𝜌   |      𝜌   |  
   

  |      𝜌  |  
         𝜌         

 نحرل عمى 52 بالاستفادة مؽ التسييجية     وبأخح الشياية في 
       

   
 |      |  

    |     |  
               

   
 |      |  

    |     |  
     𝜌  

       
   

 |           |  
    |          |  

   (       )  
    |𝜌  |  

   
  |𝜌 |   

    𝜌   |      𝜌   |  
    |      𝜌  |  

         𝜌         
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  |           |لجيشا 
  |          |و   

متتاليات محجودة، لأن السدارات  (       ) و   
       

تدعى نحؾ اللانياية يكؾن    مؾجؾدة في الجاذب. إذاً مؽ أجل     مؽ أجل كل 
           |  |   |𝜌|     

 .     متخاص في  𝒜فإن 
 الاستنتاجات والتهصيات: 

  أي استشتجشا نغامية الجاذب       استشتجشا أن معادلة شخودنغخ تسمػ جاذب شامل محجود ومتخاص في
الحي يعظي تشبؤ بدمؾك الشغام الجيشاميكي الحي تدوده ىحه السعادلة، ونؾصي بجراسة وجؾد ونغامية الجاذب الذامل 

دراسة أبعاد الجاذب لسعادلة شخودنغخ غيخ الخظية الستخامجة في كل مؽ  ليحه السعادلة في فزاء ثشائي البعج.
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