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 بأمثال متغيرة الكدرية المعادلات التفاضلية الخظية
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 بذار ابو علي***
 (0202/ 02/6تاريخ النذر  – 0202 /6/3 )تاريخ الإيداع 

 
 □ملخّص  □

 
في كل مكان في ىحا البحث تم حل السعادلات التفاضمية الكدخية ذات السعاملات الستغيخة والسدتسخة تقخيباً 

، وتم إيجاد الحل التقخيبي ليحا الشهع من السعادلات باستخجام باليانه التفاضمية التكاممية -ناباستخجام مؤثخات أتانغا
 باليانه، ثم -طخيقة أتانغانا

لانيائية قج تكهن متقاربة )إذا كانت متباعجة يسكن استخجام طخائق قابمية  متدمدمةىحا الحل من خلال  مثل
وتم  باليانه -ناوحيج ويتزسن مؤثخات أتانغا ىحا الحلسيدارو وآبل والظخيقة السرفهفية بذكل عام( و مثل  لسألهفةالجسع ا

باليانه التفاضمية العامة بأمثال متغيخة بالاعتساد عمى إيجاد الحمهل التقخيبية  -ناإيجاد الحمهل الجقيقة لسعادلة أتانغا
 .تةلمسعادلة التفاضمية الكدخية بأمثال ثاب

السعادلات التفاضمية  ،التفاضمية التكاممية باليانه -نامؤثخات أتانغا ،السعادلات التفاضمية الكدخية  الكلمات المفتاحية:
  .ليفمخ-دالة ميتاغ، الحمهل الشظامية ،متدمدلات الحل ،الكدخية بأمثال متغيخة
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□ ABSTRACT □ 

 

 

In this research, fractional differential equations with variable and continuous 

coefficients almost everywhere are solved using the Atangana-Baleanu differential 

integral operators. 

The approximate solution to this type of equation was found using the 

Atangana-Baleanu method. 

This solution was represented by an infinite series, which can be convergent (if 

it is divergent, known summability methods of series can be used by the Cesaro Abel 

method, and the matrix method in general). This solution is unique and involves 

Atangana-Baleanu operators 

Exact solutions of the Atangana-Baleanu general differential equation with 

variable coefficients were found based on finding approximate solutions of the 

fractional differential equation with constant coefficients. 

KEYWORDS: Fractional differential equations, Atangana–Baleanu fractional calculus, 

Differential equations with variable coefficients, Series solutions, Analytical solutions ,

Mittag Leffler function. 
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 :مقدمة
في الخياضيات السعقجة معب دوراً بارزاً في حل العجيج من السدائل بذكل عام يالسعادلات التفاضمية حل إن 

لحا انرب الاىتسام عمى إيجاد والفيدباء وميكانيك الكم وغيخىا من العمهم الأخخى،  سهاء عمى حج   قيةالشظخية والتظبي
التفاضمية بذكل عام والسعادلات التفاضمية الكدخية ذات السعادلات  حلواستخجام أفزل الظخائق لمحرهل عمى 
أفزل الحرهل عمى  تفيج في، والتي رييوفه تحهيل  و لابلاسل تحهيمثل السعاملات الثابتة والستغيخة بذكل خاص 

وأدؽ الشتائج 3,6. 
العجيج من الظخائق في ىحا الخرهص سهاء في حداب التفاضل  حيث تم تظهيخ 0771عام كانت البجاية في 

 أو التكامل الكدخي  13,15,20  ودراسة السعادلات التفاضمية الكدخية 5,11,16  وتظبيقاتيا في مجالات العمهم بسا
فييا الأنظسة الجيشاميكية  21،  ميكانيك الكم 4 ،  التجفق المدج 12  والعجيج من السفاىيم والعشاوين في الفيدياء

واليشجسة  8, 22. 
تكهن مؤثخات ججيجة في الحداب الكدخي  عمى استخجام بعض الباحثينراىن  0101في الشرف الثاني من 

ليهفيل وكابهته -خيسانأحياناً أفزل من السؤثخات الكلاسيكية ل 3,9,10،  وىحه  ،غيخ فخدية شهى ىحا يتزسن مؤثخات بو
، إذ تم تعخيف 0106جحبت اىتساماً ىائلًا مشح إيجادىا عام  باليانه-ناأتانغا السؤثخات التي أطمق عمييا اسم نساذج

ليفمخ، وىي دالة ىامة ججاً في التفاضل والتكامل الكدخي -باليانه كشهاة لجالة ميتاغ-مؤثخات أتانغانا 7. 
بسا  ،باليانه-التي تحهي مؤثخات أتانغانالات السعاد يجاد حلالتحميل الخياضي لإ تم استخجام طخائق فيبالتالي 

في ذلك طخائق عجدية متشهعة  16,19،  (الشقظة الثابتة ) مبخىشة باناخ أو مبخىشةوطخائق تحميمية 17,18،  وطخائق
لابلاس وفهرييو وغيخىاتحهيلات  13 ، السعادلات التفاضمية الكدخية إيجاد حل عمى البحث تم التخكيد لكن في ىحا و

ججيج في التقخيب لحل ىحه السعادلات باتباع نيج  حيث قسشا باليانه وبأمثال متغيخة مدتسخة-أتانغانا من نهع كابهته و
 .لانيائية متدمدمةبريغة 

 أىمية البحث وأىدافو:
لتفاضمية الكدخية ذات السعاملات االتقخيبية لمسعادلات في ىحا البحث يشرب الاىتسام عمى إيجاد الحمهل 

 .ليفمخ-ميتاغ نهاة باليانه و -الستغيخة باستخجام مؤثخات أتانغانا
 طرائق البحث ومواده:

يقع ضسن اختراص الخياضيات البحتة ) الشظخية ( وبذكل خاص ضسن التحميل الخياضي ، لحلك فإن الظخائق 
 .عض الشظخيات الأساسية في التحميل الخياضي الستبعة تعتسج بذكل أساسي عمى ب
 بعض المفاىيم الأساسية

 0ف تعري 11: 
0لتكن   وf  دالة قابمة لمسكاممة عمى ,a b، ريغة ليهفيل الكدخي من اليدار بال-يعخؼ تكامل ريسان

 الآتية :
11

( ) ( ) ( ) , (1.1)
( )

t

RL

a

a

I f t t u f u du a t b 





    
  

 الآتية : يحقق الخاصةالسؤثخ التكاممي  إن
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( ) ( ) , 0RL RL RL

a a aI I f t I f t     

     
f .دالة قابمة لمسكاممة     

 0 تعريف 10: 

, :جالة ال إن 

0

( ) , , , , Re 0
( )

n

n

z
E z z

k
    

 





  
 

 

 ليفمخ بستغيخين  -دالة ميتاغ أو أغاروالدالة تدسى 
Re متقاربة محمياً بذكل مشتظم من أجل كل ستدمدمةىحه الأن حيث  0, z   

1ومن أجل    تؤول ىحه الجالة إلى دالة ميتاغ ليفمخ بستغيخ واحج وتعظى بالريغة: 

               
0

( ) , , , Re 0
( 1)

n

n

z
E z z

k
  







  
 

 

 3عريف ت 15: 
الفزاء  ,AC a b  ىه فزاء كل الجوال السدتسخة مظمقاً عمى ,a b : أي 

 مدتسخة مظمقاً عمى ,a b      , : , ;AC a b f a b f  
 2تعريف  14: 

 يعخؼ بالذكل : ABCإن السذتق الكدخي 
( )

( ) ( ) ( ) , (1.2)
1 1

t

ABC

a

a

B
D f t f u E t u du 



 

 


 
  

  
 

حيث  0 1, , ,a t b f AC a b      و( )B  عجد حقيقي مهجب ويحقق الذخط 
(0) (1) 1B B  

E  ليفمخ بستغيخ واحجدالة ميتاغ. 
 5 تعريف 5  : 

 بالذكل : ABR يعخؼ مذتق
( ) ( )

( ( )) ( )
1 1

t
ABR

b t
b

B d t x
D f t f x E dx

dt









 

 
  

  
 

وذلك لكل  1 ,f L a b  و 0,1 ,b a   ، E حا السذتق وى ،دالة ميتاغ ليفمخ بستغيخ واحج
 .ذو نهاة غيخ محمية

 خواص 5  : 

0.  
 

0

( ) ( )( )
( ( )) ( )

1

1

ABR

t

p L f t pB
L D f t p

p



















                    

2 .     
  1

0

( ) ( ) (0)( )
( ( )) ( )

1

1

ABC

t

p L f t p p fB
L D f t p

p

 



















        

 0 مبرىنة 5: 
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 لتكن 1 ,f L a b  و 0,1 ,b a   ح  :عشجئ 
0 0( ( )) ( ( )) ( ) ( )ABC ABR

t tD f t D f t H t    
)بتظبيق تحهيل لابلاس عمى طخفي العلاقة  الإثبات : ) : نحرل عمى 

 
  1

0

( ) ( )( ) (0) ( )
( ( )) ( )

1 1

1 1

ABC

t

p L f t pB p f B
L D f t p

p p

 


 

 

  

 



 
 

 
 

 

 يكهن : 0ثم باستخجام الخاصية 

   
1

0 0

(0) ( )
( ( )) ( ) ( ( )) ( )

1

1

ABC ABR

t t

p f B
L D f t p L D f t p

p


 





 





 





 

 بتظبيق تحهيل لابلاس العكدي نحرل عمى :

0 0

( )
( ( )) ( ( )) (0) ( )

1 1

ABC ABR

t t

B
D f t D f t f E t  



 

 
  

 
 

)قيسة ابتجائيةالحج الحي يتزسن ولكن بجون  ABRمذابو لسذتق   ABCأي أن مذتق  )f a مزخوبة بجالة
 .ليفمخ-ميتاغ

 0 تمييدية 1: 
 : بالريغةيعظى  ABCباليانه-نامذتق أتانغا إن

1

,

( )
( ) ( ) ( ). ( ( ) ) ( ) ( ) ( ) (1.3)

1 1 1 1

t

ABC

a

a

B
D f t f t f a E t a t u f u E t u du   

  

   

   





   
       

     


 
 لكلوذلك  ,f AC a b كل الأيسن معخؼ من أجل ظخؼوال  1 ,f L a b، و( )B   عجد حقيقي

(0) مهجب ويحقق الذخط (1) 1B B  ،E ( 0) كسا ىه محكهر في التعخيف  دالة ميتاغ ليفمخ بستغيخ واحج ،
من fمن أجل كلABCلسذتق يسكن أن تدتخجم كتعخيف  (1.3)بالتالي الريغة و  1 ,L a b 

  :ثبات الإ 
بشفذ  1Lعمى  fالأيسن معخؼ من أجل كل الجوال ظخؼال (1.2)بالتجدئة لمعلاقة  يبجأ الإثبات من التكامل

الظخيقة السدتخجمة في  2 ، وذلك من أجل مذتقABR، وبسا أن مذتق ABC مذابو لسذتق ABR  ًمشقهصا
)ابتجائيةقيسة  الحج الحي يتزسن )f aيسثل (1.3)الأيسن من العلاقة  ظخؼبسا أن ال، و ليفمخ-مزخوبة بجالة ميتاغ 

مؤثخ معخؼ من أجل جسيع  1 ,f L a b والحي يظابق مذتق ABC خاصةفي الحالة ال 
   1, ,AC a b L a b فسن الظبيعي تعخيف مذتق ABC  عمى فزاء أوسع 1 ,L a b .باستخجام ىحه الريغة 

بيحا الذكل لأنو مؤثخ غيخ  ABCباليانه-ناخ أتانغايسكن ملاحظة أن التكامل بالتجدئة يسكن تظبيقو عمى مؤث
فخدي  6 

 .1Lمن أجل كل دوال  ABCفخدية تتيح لشا تسجيج تعخيف مذتق  ىحه الغيخ
من fمن أجل كلABCيسكن أن تدتخجم كتعخيف لسذتق  (1.3)الريغة  ملاحظة : 1 ,L a b 

 .ABC بجيمة لتعخيف مذتق، كعلاقة مكافئة (1.3)من الآن فراعجاً سهؼ نتعامل مع العلاقة 
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 6تعريف  3 : 
الفزاء  0,C T  : ىه فزاء كل الجوال السدتسخة تقخيباً في كل مكان عمى 0,T   : حيث

   0, 0,C T C T 
 كل دالة مدتسخة مظمقاً عمىملاحظة :  ,a b خ أو ذات تغيخات محجودة ىي دالة محجودة التغي

 كل مكان عمى وبالتالي مدتسخة تقخيباً في ,a b صف الجوال  أي أن ولكن العكذ غيخ صحيح بذكل عام
السدتسخة مظمقاً عمى  ,a b  ىه صف جدئي من صف الجوال ,C a b  ًفي كل وكل دالة مدتسخة تقخيبا

مكان عمى  ,a b  والعكذ صحيح.تكهن قابمة لمسكاممة حدب ريسان 
 2مبرىنة  14: 

لتكن  0,f C T  عشجئحتقخيباً في كل مكان دالة مدتسخة : 
) ABC. مذتق  0 )ABC

aD f t

 أيزاً عمى  خ تقخيباً في كل مكانمدتس ,a b 
0  .( ) 0lim

ABC

a
t a

D f t




 

  ثبات :الإ 
كحلك باستخجام خهاص  ،(ABC) عبارة السذتق  (1.3) حدب العلاقة السبخىشةإثبات ىحه  يسكن

 مجالة الشهاة .لالسحجودية 
بغض الشظخ عن القيم العجدية )بحيث تكهن ىحه القيم معيشة( لأن كل دالة مهجهد التكامل  أي أن

مدتسخة تقخيباً في كل مكان عمى ,a b .ىي قابمة لمسكاممة حدب ريسان عمى ذلك السجال والعكذ صحيح 
 7 تعريف 1: 

 اليانه الكدخي بالريغة:ب-نايعخؼ تكامل أتانغا
1

( ) ( ) . ( ) (1.4)
( ) ( )

AB RL

a aI f t f t I f t
B B

  

 
 


  

حيث  10 1, , ,a t b f L a b     
 3مبرىنة  2: 

 الكدخي مفيج لإثبات العجيج من الخهاص : ABCالتعخيف الآتي البجيل لمسذتق 
1 '

0

0

( )
( ) ( ) (1.5)

1 1

( )
( ( ) ( ))

1 1

n

ABC RL n

a a

n

n

RL n

a

n

B
D f t I f t

B
I f a f b

 



 

 

 

 




 









 
  

  

 
  

  





 

عمى  مشتظمكهرة متقاربة بذكل السح ستدمدمةحيث ال ,a b 0و 1  الأولى ستدمدمةوفي الf 
يجب أن تكهن في  ,AC a bمكانأي دالة مدتسخة تقخيباً في كل  (1.5)الثانية  ستدمدمة، بيشسا في الf  ىي

 دالة مقبهلة .
 4 مبرىنة 4 : 

عمى تقخيباً في كل مكان دالة مدتسخة  fلتكن   ,a b : عشجئح تكهن العلاقات الآتية محققة 
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( ( )) ( ) ( ); , (1.6)

( ( )) ( ) ( ) ( ); , (1.7)
1

AB ABC

a a

ABC AB

a a

I D f t f t f a t a b

D I f t f t f a E t t a b

 

  







 

 

  


  



 

 1التسييجية  تم إثباتيا في (1.6) يجة الأولىالشتالإثبات:  2  من أجل ,f AC a b 
 (1.5)يسكن إثباتيا بديهلة باستخجام الريغة تقخيباً في كل مكان دالة مدتسخة  f ومن أجل

 لشدبة لمشتيجة الثانية لجيشا :با

 
0

( )
( ( )) ( ) ( )

1 1

n

ABC AB RL n AB AB

a a a a a

n

B
D I f t I I f t I f a     

 



    



 
  

  
 

)بسا أن  )f t  في جهارومحجودة تقخيباً في كل مكان مدتسخة t a  لجيشا( ) 0RL

aI f a

   نججوبالتالي 
1

( ) ( )
( )

AB

aI f a f a
B

 





 ىهيسن من العبارة الأخيخة بالتالي فإن الجانب الأ، و : 

0

( ) 1 1
( ) ( ) ( )

1 1 ( ) ( ) ( )

n

RL n RL

a a

n

B
I f t I f t f

B B B

     


    



 



    
   

    
 

0 0 0

( ) ( ) ( )
1 1 1 1 ( 1)

n n n n
RL n RL n

a a

n n n

t
I f t I f t f a

n


     

    

  


 

  

       
       

          
         

0 1

( ) ( ) ( )
1 1 1

( ) ( )
1

n n

RL n RL n

a a

n n

I f t I f t E t f a

f t E t f a

  







  

  





 

 

 

       
       

       

 
   

 

 
   

 .وبيحا يكهن قج تم إثبات السظمهب
 النتائج والمناقذة:

 : ABسشقهم بجراسة السعادلة التفاضمية الآتية بأمثال متغيخة مدتسخة ومؤثخات

 0

0 0

1

( ) ( ) ( ) ( ), 0, (2.1)
m

ABC ABC i

i

i

D x t d t D x t h t t T
 

 



   

0)إما بالذخط الابتجائي الستجانذ :  ) 0 (2.2)x   
0)0أو بالذخط الابتجائي العام :  ) (2.3)x C   

0حيث :  11 ...... 0,m m        
,و  , , ( 1,....., )ix h d i m  عمىتقخيباً في كل مكان دوال مدتسخة 0,T  

(0)يجب أن تحقق  hالجالة  ،السدألة  قابمية حلمن  أجل  0h  
مع الذخوط  (2.1)لمسعادلة  تقخيباً في كل مكان حل مدتسخالسبخىشة التالية تتزسن شخوط الهجهد والهحجانية ل

 .) لاحقاً سيتم تعسيم ىحه الشتيجة لشفذ السعادلة بذخوط ابتجائية عامة( (2.2)الابتجائية 
 التعسيم من مفيهم الاستسخار إلى مفيهم الاستسخار تقخيباً في كل مكان صحيح نظخاً لتحقق مايمي :

 ,AC a b فزاء كل الجوال السدتسخة مظمقاً عمى ,a b  وبالظبع كل دالة مدتسخة مظمقاً ىي دالة محجودة
التغيخ عمى  ,a b  وبالتالي مدتسخة تقخيباً في كل مكان عمى ,a b 24. 
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)" إذا كان التابع  )f x  مدتسخ مظمقاً عمى ,a b فإنو محجود التغيخ أو ذو تغيخات محجودة عمى ،
 ,a b" لأن مجسهعة نقاط الانقظاع لتابع ذو تغيخات محجودة تكهن عمى الأكثخ قابمة لمعج ( . 24. 

كل تابع مدتسخ مظمقاً عمى  " ,a b ابع مدتسخ عمى ىه ت ,a b  ولكن التظابق مسكن في حال كان
التابع قابل للاشتقاؽ باستسخار عمى  ,a b " )كل تابع مدتسخ عمى مجسهعة متخاصة ىه محجود( 24. 

 
  : 5مبرىنة 
,لتكن :  ( 1,....., )ih d i m عمى تقخيباً في كل مكان دتسخة دوال م 0,T  (0)تحقق أن 0h  

 : idتحقق أيزاً السحجودية الآتية بالشدبة لمجوال 
0

10

( )1
1 (2.4)

( ) 1

m
i

i

i i

B
d C

B



  



 


 

)حل وحيج  يال (2.1)و (0.0)بالتالي فإن مدألة القيم الابتجائية  )x t عمى  تقخيباً في كل مكان مدتسخ
السجال  0,T ىه: 

0

0

0 0

0 0 0 1

1

( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ), 1,2,.... (2.5)i

AB

m
AB ABC

n i n

i

x t I h t

x t x t I d t D x t n



 



  



 



  



 

,(2.2)نثبت أن مدألة القيسة الابتجائية  ،في البجاية  ثبات:الإ     .معادلة تكاممية تكافئيسكن أن  (2.1)
)بفخض أنالآن  )x t  عمى تقخيباً في كل مكان دالة مدتسخة ,a b  (2.2)تحقق, نعخؼ (2.1)

0

0( ) ( )ABCw t D x t


 
 ، لجيشا ،0السبخىشة بحدب  0, , (0) 0w C T w  ، (2.2)والذخط الابتجائي 3السبخىشة ومن 

0لجيشا  يكهن 

0 ( ) ( )ABI w t x t


  تكتب بالذكل (2.1) بالتالي السعادلة، و  :
0

0 0

1

( ) ( ) ( ) ( ) (2.6)i

m
ABC AB

i

i

w t d t D I w t h t
 

 



  

 أن بسا ,x C a b  ,x C a b  (2.2)حل لسدألة القيسة الابتجائية يسثل ىه و, (2.1) 
0 ثم إن

0( ) ( )ABCw t D x t


  تعظي الحل 0,w C T (2.6)لمسعادلة التكاممية 
(0)نلاحظ أن : (0) 0w h عشجما تكهن السذتقاتABC. معجومة عشج نقظة ابتجائية 

 فخض أنب لشثبت العكذ الآن 0,w C T(0) كسا أن (2.6)ىه حل ل 0w  :بتظبيق السؤثخ 
0

0

ABI


نحرل عمى : (2.6) عمى العبارة 
0 0 0 0

0 0 0 0 0

1

( ) ( ) ( ) ( )i

m
AB AB ABC AB AB

i

i

I w t I d t D I w t I h t
    

   



  

0نعخؼ: 

0( ) ( )ABx t I w t


 عمىتقخيباً في كل مكان خة مدتس  0,T، :لجيشا 
0 0

0 0 0

1

( ) ( ) ( ) ( )i

m
AB ABC AB

i

i

x t I d t D x t I h t
  

  



  

 حيث 0,C T عمىتقخيباً في كل مكان سدتسخة الكل الجوال  ىه فزاء 0,T 
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0بتظبيق السؤثخ: 

0

ABC D


 :يربح لجيشا 
0 0 0

0 0

0 0 0 0

1

0 0

( ) ( ) ( )

( )

i

m
ABC ABC AB ABC

i

i

ABC AB

D x t D I d t D x t

D I h t

   

 

   



 






 

0tمعجومة عشج نقظة ابتجائية  ABC وجسيع السذتقات hوالسلاحظة بأن  4السبخىشة باستخجام    يشتج لجيشا
: 

0

0 0

1

( ) ( ) ( ) ( )i

m
ABC ABC

i

i

D x t d t D x t h t
 

 



  

 (2.2)وتبقى فقط التحقق من الذخوط الابتجائية (2.1)تحقق  xعمسشا أن 
0لسا كان 

0( ) ( )ABx t I w t


  مديج خظي من( )w t  0و

0 ( )RLI w t


 يجب أن تداوي الرفخ عشجما
0t  

(0)لسا كان  0w   وw  0في جهاربالتالي فيي محجودة تقخيباً في كل مكان مدتسخةt  
 (2.2)بالتالي لجيشا الذخط الابتجائي السظمهب

بالتالي فإن الحل 0,w C T  يجل عمى أن : (2.6)ل  0

0( ) ( ) 0,x t I w t C T



  

 (2.2) ويحقق الذخط (2.1)ىه حل لمسدألة 
,(2.2)الآن قسشا بإثبات أن مدألة القيسة الابتجائية   خط ابتجائيبذ(2.6)مكافئة لمسعادلة التكاممية (2.1)

(0) 0w   
0 بتعهيض :  0

0 0( ) ( ), ( ) ( )ABCw t D x t x t I w t
 

   
) تقخيباً في كل مكان حميسا من أجل دوال مدتسخة يسكنفإن السدألتين  ), ( )x t w t  

 (2.6)لمسعادلة تقخيباً في كل مكانبقي أن نثبت وجهد ووحجانية الحل السدتسخ 

0    بالريغة: Tلشعخؼ السؤثخ

0 0

1

( ) : ( ) ( ) ( )i

m
ABC AB

i

i

Tw t h t d t D I w t
 

 



   

) ػمكافئة ل (2.6)بالتالي فإن السعادلة  ) ( )Tw t w t  
 تقخيباً في كل مكان الجوال السدتسخةمؤثخاً لفزاء  T عتبخيبالتالي  0,C T والتي تحقق الذخط  :

(0) 0w   عمساً أنو فزاء خظي مشظم مدود بشظيمsup : حيث   
 

 
0,

: ( )sup kt

k

t T

z e z t



 

 .الحقيقية السهجبة k قيممن أجل بعض 
(0)وبالأخح بالحدبان أن  3السبخىشة من  (1.5) العلاقةوبحدب  0w    0وأن

0
0

( ) 0lim
AB

t

I w t
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 لكل نجج أنو   1 2, 0, , 0,w w C T t T   يكهن :
0 0

0

1 2 0 0 1 0 0 2

1

0 1 2

0

1

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ( ) ( ))

1 1

( ( ) ( )),

i i

i

m
ABC AB ABC AB

i

n

nRL ABi im
a

ni i

i

k

Tw t Tw t di D I w t D I w t

B
di I I w t w t

w w J t J t

   

  

 

   




 




  

 
 

   

  






 

00 حيث:
1

1 00

( )1
( ) ( )

( ) 1 1
i

n
m

i nRL kti
i a

i ni i

B
J t d I e

B

  

  





 

 
  

  
  

kاختيار مشاسب للشثبت الآن أنو من أجل     0يهجج ثهابت مهجبة 1; ( 1,2)iC i   
: وتحقق مايمي  1 1 2 20, , ( ) , ( )kt ktt T J t C e J t C e    

: لإثبات ذلك نحتاج إلى التسييجية الآتية 18 

0 , , 0, (2.7)
pt

pt e
I e t p

p




 

    

0n الة التي يكهن فييايسكن مشاقذة الح ، 1Jمن أجل الحالة   أما من (2.4)واستخجام العلاقة .
1nأجل   أي  (2.7) سهؼ ندتخجم: 

0
1

1 10

0

1 10

0

2
10

( )1
( ) ( )

( ) 1 1

( )1 1
.

( ) 1 1

( )1
.

( ) (1 )
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i
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i

n
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i nkt RL kti
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n
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m
i ikt kt

i
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J t d e I e
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B
Ce e d

B k
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kبفخض أن    1 بالتالي : بقجر كاؼكبيخ
1

ii

i

k








 

 k  أن يسكن اختياره كبيخ بقجر كاؼ مع الأخح بالحدبان: 

 1 1 1

1
( ) ( ) ; 0 1, ( 1,2) , 0, ,

2

kt

i

c
J t c c e C i t T c


        

0nباستثشاء أن الحج من أجل  1Jلمحالة الأولى لػ مذابية  2Jالحالة   مشفرل  تو بذكلدراس يسكن
0inعشجما    0مهجب وذلك من أجل جسيع القيمn  

بالتالي يسكششا ضسان أن   2 2, , ( ) ktt a b J t c e    

2حيث  (0,1)c   2ىه ثابت محجود يحقق

1

2

c
c


 

1رل عمى ثابت ثم نح 2 (0,1)c c c c     يكهن حيث ب: 
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1 2 1 2( ) ( )kt

k
e Tw t Tw t c w w    

1أي:  2 1 2 k
Tw Tw c w w   

.مع الأخح بعين الاعتبار الشظيم  تظبيق ضاغط Tوبالتالي السؤثخ 
k

 
. الحج الأعمى لمشظيم الاعتبار مع الأخح بعين تظبيق ضاغطوبالتالي فيه 


 

 (2.6)باستخجام مبخىشة باناخ لمشقظة الثابتة ندتشتج أن السعادلة التكاممية 
 فزاء كثيخات الحجود عمى تسمك حل وحيج في 0,T مع الأخح بعين الاعتبار.


 

أيزاً الستتالية  
0

( )n n
w t


 بالريغة :بظخيقة التقخيب الستتالي تعخؼ  

 

0

0

1 0 0 1

1

0,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )i

m
ABC AB

n n i n

i

w h C T

w t Tw t h t d t D I w t
 

   



 

  
 

)لشقظة الثابتةا مشتظم منتتقارب بذكل  )w t 
0 بهضع

0( ) ( )AB

n nx t I w t


  نحرل ، شتظمالتقارب السالشتيجة أن التكاملات الكدخية تحافظ عمى وبأخح
) يجالهح تقخيباً في كل مكانلمحل السدتسخ  مشتظمالستقاربة بذكل  (2.5) عمى متتالية الجوال )x t (2.2) ػل, (2.1) 

 .الأمخ الحي يكسل الإثبات 
 : 6 مبرىنة
,لتكن  ( 1,....., )ih d i m عمى تقخيباً في كل مكان ل مدتسخة دوا 0,T (0) وتحقق الذخط 0h  

,(2.2)عشجئح فإن مدألة القيسة الابتجائية  ،(2.4)الذخوط الهاردة فيوتحقق  تقخيباً في كل  تسمك حل مدتسخ (2.1)
)وحيج و  مكان )x t  بانتظام وىهمتقاربة  متدمدمةوىه معظى بريغة: 

0 0

0 0 0

0 1

( ) ( 1) ( ) ( ) (2.8)i

k
m

k AB ABC AB

i

k i

x t I d t D I h t
  



  

 

 
   

 
  

لسدألة القيسة الابتجائية تقخيباً في كل مكانخ نثبت وجهد ووحجانية الحل السدتس 4من السبخىشة الإثبات : 
(2.2), (2.1)  

  (2.5)تجريجيبات الستتالية السعتسجة عمى متتالية الجوال السعخفة بذكل ندتخجم طخيقة التقخي جقيقلإيجاد الحل ال
التقخيب الأول  1 0,x C T  : ىه 

0 0 0

0 0

1 0 0 0 0
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0 1

( ) ( ) ( ) ( )
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التقخيب الثاني  2 0,x C T : ىه 
 لذكل الآتي :وبالتالي وبذكل تجريجي نجج أن الحج العام يأخح ا
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0 0

0 0 0

0 1

( ) ( 1) ( ) ( ) (2.9)i
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k AB ABC AB
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x t I d t D I h t
  

  

 

 
   

 
  

1nxأن الريغة الستقاربة محققة من أجل ويسكن استخجام طخيقة الاستقخاء الخياضي لإثبات  ، :لجيشا 
0 0
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k
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 n لكل (2.9)حل يعظى بالعلاقة لم nxالشهني  قخيبالت يكهن مبجأ الاستقخاء الخياضي  حدب
ولسا كانت متتالية الجوال  

0
( )n n

x t


)إلى  شتظممتقاربة بذكل م  )x t : نحرل عمى 

0 0

0 0 0

0 1

( ) lim ( )

( 1) ( ) ( )i

n

k
m

k AB ABC AB

i

k i

x t x t

I d t D I h t
  



  

 



 
   

 
 

 

عمى مشتظممتقاربة بذكل  k فهؽ  اللانيائية ستدمدمةالأن حيث  0,T 
)0جل الذخط لأ في الحالة العامةأما  )x t c  ، حيث السذتق  (2.2)يسكن الحرهل عمييا من

ABC  معجوم.لمثابت 
 : 0 نتيجة
,لتكن  ( 1,....., )ih d i m عمى  تقخيباً في كل مكان دوال مدتسخة 0,T  (0)تحقق 0h  

 (2.4)وتحقق الذخوط
تقخيباً في كل تسمك حل مدتسخ  (2.3)والذخط الابتجائي العام  (2.1)بالتالي مدألة القيسة الابتجائية ل 

مكان عمى 0,T  ووحيج( )x t شتظمالستقاربة بذكل م ستدمدمةوىه معظى بريغة ال: 

0 0

0 0 0 0

0 1

( ) ( 1) ( ) ( ) (2.10)i

k
m

k AB ABC AB

i

k i

x t c I d t D I h t
  



  

 

 
    

 
  

  :0نتيجة 
عمى تقخيباً في كل مكان دالة مدتسخة  hلتكن  0,T  (0)تحقق 0h   

0الثهابت: ولتكن  1 11 .... 0, ,....,m md d       
0 حيث :

10

( )1
1

( ) 1

m
i

i

i i

B
d

B



 





 

 بالتالي مدألة القيم الابتجائية السعظاة بالريغة :

 0

0 0

1

( ) ( ) ( ), 0,i

m
ABC ABC

i

i

D x t d D x t h t t T
 

 



   

) تقخيباً في كل مكانخ تسمك حل وحيج مدتس )x t مشتظممتقاربة بذكل  دمدمةويعظى بريغة مت : 
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0 0

0 0 0 0

0 1

( ) ( ) ( ) ( ) (2.11)i

m
k AB ABC k AB

i

k i

x t c d I D I h t
  



  

 

   

 :3نتيجة 
(3.0( إذا استبجلشا الاستسخار عهضاً عن الاستسخار تقخيباً في كل مكان فشحرل عمى السبخىشة )5في السبخىشة )

 23  وذلك من أجل, ih d   دوال مدتسخة عمى 0,T. 
 :الاستنتاجات

تحميمية تعتسج  ةظخيقبوبأمثال متغيخة ه باليان-ناحل معادلة نفاضمية كدخية عامة من نسط أتانغا تم في ىحا العسل
 .ل ليحه السعادلاتووحجانية الحمه ، وقسشا باستخجام نظخية الشقظة الثابتة باناخ لإثبات وجهد صخيحةدالة حل إيجاد عمى 

لانيائية متقاربة بذكل  متدمدمةأيزاً تم استخجام طخيقة التقخيبات الستتالية لإيجاد الحل السظمهب بريغة 
 مشتظم.

 المقترحات والتوصيات:
تظهيخ طخيقة الحل التي تدسح لشا بإيجاد الحمهل القابمة لمتظبيق في مجالات مختمفة تتزسن مؤثخات لأجل  .0

تعسيم ىحا العسل باستخجام مؤثخات بخابياكار السعسسة، و ABمية كدخية من صشفمعادلات تفاض 6 
 .تسجيج ىحا العسل بذخوط كهشي وضسن شخوط معيشة أخخى في فزاءات باناخ .0
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