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 □ممخّص  □
 
 

تعتبخ دراسة الشغخية الظيفية لمسؤثخات الخظية الستخاصة في فزاء ىيمبخت سيمة كثيخاً مقارنة مع غيخىا مؽ 
السؤثخات , وخاصة إذا كانت ىحه السؤثخات متخافقة ذاتياً . حيث تتألف طيف ىحه السؤثخات )الستخاصة والستخافقة ذاتياً( 

                         ع الحاتية السؾافقة لقيؼ ذاتية مختمفة متعامجة فيسا بيشيا .                                                                    مؽ القيؼ الحاتية فقط , وبشفذ الؾقت فإن التؾاب
لحلػ عشجما يكؾن فزاء ىيمبخت فرؾلأ وغيخ مشتيي الأبعاد فإن ىحه التؾابع الحاتية تذكل قاعجة لمفزاء . ىحه 

ص محجودة بالسؤثخات الخظية الستخاصة والستخافقة ذاتياً.  وبشاءً عمى دراسة الشغخية الظيفية ليا يسكششا دراسة الخؾا
الشغخية الظيفية لشؾع خاص مؽ السؤثخات غيخ السحجودة تدسى السؤثخات ذات طيف نقظي بحت )صافي ( حيث 

دي  يسكؽ دراسة العجيج مؽ الخؾاص الظيفية تستمػ مؤثخات عكدية متخاصة . فسؽ خلال دراسة طيف السؤثخ العك
ليا, مثلًا : تحجيج مجسؾعة تعخيفيا مؽ خلال سلاسل عجدية متقاربة تحؾي عؾامل فؾرييو , و إمكانية نذخ العشاصخ 
بدمدمة فؾرييو وفق تؾابعيا الحاتية . وىحه الجراسة تديؼ في إيجاد بعض حمؾل السعادلات السؤثخاتية . وكتظبيق عمى 

 مؤثخات درسشا مؤثخ ليجشجر التفاضمي الحي تؾابعو الحاتية ىي كثيخات حجود ليجشجر السعخوفة .ىكحا 
 مؤثخ متخافق ذاتياً .  –مؤثخ غيخ محجود  –مؤثخ متخاص  –قيسة ذاتية   -:  فزاء ىيمبخت  كممات مفتاحية
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□ ABSTRACT □ 

 

The study of the spectral theory of compact operators is relatively simple in 

comparing with such study of other operators. Especially , if the compact operators 

are self -adjoint, their spectrum constitutes of the eigenvalues only . At the same 

time the eigenfunctions , corresponding different eigenvalues are mutually 

orthogonal . Hence , if the Hilbert space is infinite dimensional and separable , the 

eigenfunctions form a basis . This properties are true if the operator is linear , 

compact and self –adjoint. By using the spectral theory for such operator one can 

study the spectral theory for an important kind of operators , namely , the operators 

with a pure point spectrum , because they have a compact inverse.  Therefore, by 

using the spectral theory of compact operators one can study the spectral theory of 

the last operators, and then determine the domain ( of definition ) of the operator 

through determining converging numerical series certain Fourier series with respect 

to the eigenfunctions. As applications, we can solve operator equations containing 

such operators. In concret, we studied differential Legendre operator, which has the 

famous Legendre polynomials as eigenfunctions. 

Key words: Hilbert space – eigenvalues – compact operator –unbounded operator – self-

adjoint operator. 
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 مقجمة:   
. ولكؽ تؾجج مؤثخات خظية غيخ حجودمؽ السعمؾم أن السؤثخ الخظي الستخاص ليذ لو مؤثخ عكدي م   

 , 11 , 8]   مقارنة مع غيخه محجودة ليا مؤثخ عكدي متخاص. وبسا أن دراسة طيف السؤثخ الستخاص سيمة ندبياً 
مؽ تمػ السؤثخات غيخ فيسكؽ الاستعانة بيا لجراسة طيف مؤثخ خظي غيخ محجود و لو مؤثخ عكدي متخاص.  [ 12

 . , وتجعى ذات الظيف الشقظي البحتالسحجودة: السؤثخات التي يتألف طيفيا مؽ القيؼ الحاتية فقط
 , 3 , 1] لمسديج عشيا يسكؽ الخجؾع إلى السخاجعخلال البحث.  اقبل البجء بالجراسة نعخض السفاىيؼ التي تمدمش 

 . [7 , 6 , 3], وعؽ التظبيقات [9 , 6 , 3 , 2]وعؽ طيف السؤثخات الستخاصة  [10, 8 , 5
    والشغيؼ  〈      〉الأبعاد مع الججاء الجاخمي  ييخمد لفزاء ىيمبخت فرؾل وغيخ مشتي‖   ‖ . 
     ( )  .  كثيفة في  ( ) مؤثخ خظي, حيث مجسؾعة تعخيفو    

 :أىجاف البحث و أىميتو 
والعجيج مؽ السدائل الفيديائية , لسا ليا مؽ  السعادلات التكامميةفي نغخية  ىاماً  تمعب الشغخية الظيفية دوراً 
إلى إيجاد التسثيل الظيفي ) ييجف ىحا البحث . الاقتراد  في عمؼ ميكانيػ الكؼ و تظبيقيات فيديائية عجيجة وبالحات

لمسؤثخ ( وخرؾصاً السؤثخات غيخ محجودة بالاستفادة مؽ خؾاص السؤثخ  بدمدمة فؾرييو وفق التؾابع الحاتيةالشذخ 
  العكدي الستخاص ليا. 

 منيجية البحث ومهارده :
ع التي يشجرج ىحا البحث تحت اختراص الخياضيات الشغخية , حيث يعتبخ ىحا البحث مؽ أىؼ السؾاضي
الخؾاص يجرسيا التحميل التابعي. لحلػ فإن التقشيات السدتخجمة تعتسج بذكل أساسي عمى  الجراسة الشغخية لأىؼ 

 .مع الاستفادة مؽ السعمؾمات الستؾفخة في السخاجع السؤثخات الستخاصة
 تعاريف ومفاىيم أساسية :

  إنو:    نقؾل عؽ السؤثخ 
 بحيث يكؾن:      ( محجود: إذا وجج عجد ثابت 1)

‖  ‖    ‖ ‖            ( )  
 غيخ محجود.   ذلػ يكؾن السؤثخ  وخلاف    

 بحيث يكؾن:   ( نرف محجود )مؽ الأدنى( إذا وجج عجد ثابت 2)
〈     〉    ‖ ‖             ( )  

 .   ( مؾجب محجد )أو مؾجب تحجيجاً( إذا كان نرف محجود و 3)
 بحيث إن:  ( )   إذا وجج عشرخ   ذاتية )أو قيسة خاصة( لمسؤثخ  ةإنو قيس  نقؾل عؽ عجد  (4)

                   
 .   العشرخ )الستجو( الحاتي السؾافق لمقيسة   في ىحه الحالة, يدسى    
  ., وتدسى الظيف الشقظي )أو الستقظع(( )  يخمد عادة لسجسؾعة القيؼ الحاتية بـ   
لمفزاء الحاتي السؾافق, وىؾ يتألف مؽ  (    ) فشخمد بـ   قيسة ذاتية لمسؤثخ   إذا كانت ( 5)

 لسؤثخ السظابقة.   . ىشا يخمد  بالإضافة لمرفخ  العشاصخ الحاتية السؾافقة لمقيسة 
 .  يدسى رتبة )أو تزاعف( القيسة الحاتية  ((    ) )    العجد 
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 العلاقة:  تشاعخياً إذا حقق   ( يكؾن السؤثخ 6)
〈     〉  〈     〉                  ( )   

 بالعلاقة:    لمسؤثخ      )الييمبختي( ( يعخف السؤثخ السخافق7)
〈     〉  〈      〉              ( )            (  ) 

(  ) ي ىحه الحالة يكؾن ف .    ذاتياً إذا كان   اً متخافق  كؾن السؤثخ ( ي8)   ( ) . 
 مؽ الؾاضح أن كل مؤثخ متخافق ذاتياً يكؾن تشاعخياً, لكؽ العكذ غيخ صحيح في الحالة العامة.    

 مغمقاً إذا تحقق مايمي:   كؾن السؤثخ ( ي9)
 بحيث:  ( ) مؽ عشاصخ  +  *مؽ أجل أية متتالية 

                                      
 .      و   ( )   يشتج أن:     

( )   نقؾل إن السؤثخ  ( 11) ( )   تسجيج لمسؤثخ      إذا كان:    
 ( )   ( )                        ( )  

 .̅  , ويخمد لو بـ   يدسى غلاقة   أصغخ تسجيج مغمق لمسؤثخ  إن( 11)
( )   الستخافق ذاتياً  السؤثخنقؾل عؽ  (12)  إنو ذو طيف نقظي بحت )أو صافي( إذا    

( ) كان طيفو يحؾي فقط القيؼ الحاتية لو, أي:      ( ) . 
 والكسؾلة تخبيعياً -    ,عمى السجال بيغ القيؾسة حدب لالسعخفة و  ( )  (  يخمد لفزاء التؾابع13)

∫, أي التي تحقق:   -    ,  بالخمد | ( )|     
 

 
 بيغ(. )تكامل ل 

  لججاء الجاخمي:ا وىؾ فزاء ىيمبخت مع     
〈    〉  ∫  ( ) ( ) ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅                   ,    - 

 

 
 , 

‖ ‖:  السعخف عمى ىحا الفزاء بالذكل  والشغيؼ       .∫ | ( )|   
 

 
/

 

  . 
 النتائج والمناقذة :

  )الرافي(  النقطي البحت ات ذات الطيفالمؤثخ 1-
مؽ , ويتألف ℂ, وىؾ مجسؾعة جدئية مؽ مجسؾعة الأعجاد العقجية  لظيف السؤثخ  ( )σنخمد بـ    

 ثلاث مجسؾعات مشفرمة مثشى مثشى ىي: 
σالظيف الشقظي     

 
 ( مؽ السقجمة, 4السحكؾر في ) ( )

σالظيف السدتسخ    
 
σوالظيف الباقي  ( )

 
( ) . 

( )σ  :أي أن     σ
 
( )   σ

 
( )   σ

 
( )  . 

( )ρالسجسؾعة الستسسة لمظيف, أي: تدسى  , وىي  السجسؾعة الحلالة لمسؤثخ ب,  ( )       
ومجسؾعة تعخيفو  مؾجؾداً ومحجوداً    (     )التي تجعل السؤثخ العكدي   مجسؾعة الأعجاد العقجية 

ل.  Hكثيفة في   , وىحا الأخيخ يجعى السؤثخ الحلاا
σمتخافق ذاتياً, لحلػ يكؾن الظيف الباقي لو   ثخ فيسا يمي نعتبخ أن السؤ     

 
( ) وبالتالي     

 نجج أن:
σ( )  σ

 
( )   σ

 
( )  . 

 والآن ندتعخض اىؼ القزايا التي تمدم خلال البحث.     
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 [5]شميجت(:  –مبخىنة )ىيمبخت  1-1
A:ليكؽ H H  ,ًقيؼ الحاتية لو المؤثخاً متخاصاً ومتخافقاً ذاتيا 

1n n





ومؾافقة لمعشاصخ الحاتية  

 
1nnx :عشجئح . 

(  العشاصخ الحاتية 1) 
1nnx تذكل قاعجة مشغسة متعامجة فيH  . 

x( مؽ أجل كل 2) H 
 يرح التسثيل: 

 
yعشرخ مفخوض كلمؽ أجل ( 3) H  وأي عجد( )A   :يؾجج لمسعادلة

( )A I x y   
 لو الذكل: , حل وحيج     

1 1

1

( ) ( ) , .n n n

n

x A I y x x x  


 



     

  مبخىنة : 2-1 
 متخاصاً.   و      محجوداً فيكؾن كل مؽ السؤثخيؽ   متخاصاً والسؤثخ   إذا كان السؤثخ     

:                                                                                                                     الإثبات
محجودة. وبسا  ( ) محجود فتكؾن السجسؾعة    محجودة, وبسا أن السؤثخ  مجسؾعة جدئية مؽ الفزاء   لتكؽ 

 متخاصة ندبياً . (( ) ) متخاص فتكؾن السجسؾعة    أن السؤثخ
(( ) ) وبسا أن   متخاص.    فالسؤثخ   ( )   

   }   ية جدئية. عشجئحٍ تؾجج متتال محجودة في  +  *متخاص نأخح أية متتالية     لإثبات أن السؤثخ  
} 

    }بحيث تكؾن 
     }  مؤثخ خظي محجود فيؾ مدتسخ. لحلػ تكؾن الستتالية  متقاربة. وبسا أن  {

} 
 متخاص. بحلػ يتؼ السظمؾب.      متقاربة, وبالتالي 

  : نتيجة 1-1
 متخاصاً فتكؾن السؤثخات التالية متخاصة :   إذا كان السؤثخ      

                                                
 حيث إن كل مؤثخ متخاص يكؾن محجوداً . 

 نتيجة:  2-1 
HHAإذا كان السؤثخ الخظي :  2,1,...لجيشا مؽ أجل  متخاصاً ومتخافقاً ذاتياً فيكؾنm :   

.;,
1

HxxxxxA nn

n

m

n

m 




 

 ويشتج ذلػ مباشخة مؽ السبخىشة الدابقة وملاحغة أن: 
     2 2 ,n n n n n n n nA x A A x A x A x x                   

   
   3 2 2 3 ,n n n n n nA x A A x A x x   

   
 

1

, .n n n

n

Ax x x x
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 ومتخافقة ذاتياً مؤثخات متخاصة  mAىشا يسكؽ التحقق بديؾلة أن  و.... 5Aو 4A وىكحا مؽ أجل
 معكؾسو الستخاص.  السبخىشة التالية تعظيشا العلاقة بيؽ القيؼ الحاتية لسؤثخ غيخ محجود و                  .

  [5]   :مبخىنة 3-1 
HADAليكؽ  )(:  مؤثخاً خظياً متخافقاً ذاتياً وغيخ محجود ولو مؤثـخ عكدي متخاص

1A حيث ,H  :فزاء ىيمبخت فرؾل وغيخ مشتو الأبعاد. عشجئح 
( إذا كانت 1) 




1nn  القيؼ الحاتية و 
1nnx  1العشاصخ الحاتية لمسؤثخA فيكؾن ,

0n   2,1,...مؽ أجلn  كسا أن , 
1nnx تذكل جسمة متعامجة مشغسة )قاعجة( فيH. 

ىي  A(  تكؾن القيؼ الحاتية لمسؤثخ 2)













1

1

nn

n  ومؾافقة لمعشاصخ الحاتية  

 
1nnx. 

)((  يتألف الظيف 3) A  مؽ القيؼ الحاتية 



1nn  فقط, كسا أن


n

n
lim . 

 الإثبات: 
 متخافق ذاتياً بالفخض فيكؾن:   Aبسا أن السؤثخ 

.)()( 111   AAA 
 متخافق ذاتياً , ويكؾن:  1Aأي أن 

.)()(,)()( 11   ARADADAR 
uuAأن  بحيث 0uفيؾجج عشرخ  1Aقيسة ذاتية لمسؤثخ   تإذا كان 1 . 

uAuعمى الظخفيؽ نجج  Aبتظبيق   . 
uuAبذكل مذابو: مؽ      يشتجuAu 1.  لا يسكؽ أن  0مؽ ذلػ يشتج أن العجد
( )مؾافق لمقيسة الحاتية  1Aعشرخ ذاتي لمسؤثخ  uكسا يشتج أيزاً أن  1Aيكؾن قيسة ذاتية لمسؤثخ 

 (. 1)مؾافقاً لمقيسة الحاتية  Aعشرخاً ذاتياً لمسؤثخ  uوفقط إذا كان  إذا
( فإن 1-1) شسيجت -ىيمبخت  بحدب مبخىشة 

1nnx تذكل قاعجة فيH . 
لشبيؽ الآن أن  




1
)(

nnA . 
واضح أن   )(

1
A

nn 



, ولشثبت الاحتؾاء السعاكذ. وىشا يكفي إثبات أنو مؽ 

)( 11   A   يشتج)( A . 
)(لشعتبخ أن  11   A .111 ىحا يعشي )(   IA  مؾجؾد ومحجود, ولشبيؽ أن

)( IA   متبايؽ. في الؾاقع لؾ كان الأمخ غيخ ذلػ لكانت  قيسة ذاتية لمسؤثخA, يؾجج  وبالتالي
vعشرخ  O  بحيث أنvvA   1, وبالتالي تكؾن  1قيسة ذاتية لمسؤثخA  وىحا يشاقض ,
 الفخض. 

)()(بسا أن  1 ADAR   فيكؾن لجيشا مؽ أجلy H : 
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( )( ) ( ) ( ) .y A I A I y I A A A I y                  ( 
1 )     

)وىحا يعشي أن  )I A   .حلػلغامخ, فيؾ تقابل ( )A .  بحلػ يكؾن
 




1
)(

nnA . 
limوبسا أن  0n

n



 يشتج أن ف


n

n
lim نجج:  ( 1 ). ومؽ العلاقة 

1 1 1 1 1 1( ) ( ) .A I A A I                        
يسكؽ الاستفادة مؽ السبخىشة الدابقة لجراسة الخؾاص الظيفية لمعجيج مؽ السؤثخات الستخافقة ذاتياً وغيخ   
  السحجودة.

 [10]مبخىنة:  4-1
HADAليكؽ   )(:  مؤثخاً تشاعخياً ومؾجباً محجداً, لو القيؼ الحاتية 




1nn السؾافقة لمعشاصخ
الحاتية )الستعامجة السشغسة(  

1nnx :عشجئح , 
( إذا أمكؽ تختيب القيؼ الحاتية 1) 




1nn  :مع مخاعاة رتبة تزاعفيا( بالذكل ( 
1 20 ; , ,n n n           

وكانت الجسمة  
1nnx  تامة, فيؾجج لمسؤثخA غلاقة A  عبارة عؽ مؤثخ متخافق ذاتياً وذو طيف نقظي

  بحت. 
( الظيف الشقظي 2) p A  لمسؤثخA  يتألف مؽ القيؼ الحاتية 




1nn . 

ىي  A( العشاصخ الحاتية لمسؤثخ 3) 
1nnxيؾجج أية عشاصخ ذاتية أخخى.  , ولا 

   [10]:مبخىنة 5-1
HADAإذا كان  )(:  :مؤثخاً ذو طيف نقظي بحت فيكؾن عشجئح 

(1 )A  .مؤثخ غيخ محجود 
 بحدب كبخ قيسيا السظمقة مع مخاعاة رتبة تزاعفيا.  A(  يسكؽ تختيب القيؼ الحاتية لمسؤثخ 2)
( إذا كانت 3) 




1nn  القيؼ الحاتية لمسؤثخA  و 
1nnx ( الستعامجة العشاصخ الحاتية السؾافقة

( فإن السشغسة 
1nnx تذكل جسمة متعامجة مشغسة فيH , كسا أن 

nn  . 
  :( يكؾن أيزاً 4)

     ( 1 )          ,,:)(
1

22









 


n

nn xxHxAD  

     ( 2 )           .)(;,
1

ADxxxxxA
n

nnn 
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                    : نتيجة 3-1 
HADAليكؽ  )(:  مؤثخاً خظياً متخافقاً ذاتياً وغيخ محجود ولو مؤثـخ عكدي متخاص

1A حيث ,H ( إذا كانت 3-1فزاء ىيمبخت فرؾل وغيخ مشتو الأبعاد. حدب السبخىشة  : )
 




1nn  القيؼ الحاتية و 
1nnx  1العشاصخ الحاتية لمسؤثخA 0, فيكؾنn   مؽ أجل

...,2,1n  كسا أن , 
1nnx تذكل جسمة متعامجة مشغسة )قاعجة( فيH و تكؾن القيؼ الحاتية .

ىي  Aلمسؤثخ 













1

1

nn

n  ومؾافقة لمعشاصخ الحاتية   
1nnx السؤثخ ذو طيف .)أي أن

 نقظي بحت (.عشجئح 

           ∑   
  〈    〉                                       

 

   

 

 مؤثخ ليجنجر التفاضمي  -2
ونحل بعض ,  -      ,  ليجشجر التفاضمي في فزاء ىيمبختتقجم نجرس مؤثخ  كتظبيق عمى ما 

 السعادلات السؤثخاتية, حيث يكؾن الحل بذكل سمدمة وفق كثيخات حجود ليجشجر. 
, حيث يسكؽ الحرؾل عمييا  ( )  ليجشجر, يخمد ليا بـ  حجود في البجاية نحكخ لسحة عؽ كثيخات

 شسيت, انظلاقاً مؽ التؾابع:  –بتظبيق مبخىشة جخام 
                  

〈    〉مع الججاء الجاخمي    ∫  ( ) ( )  
  

  
 . ويسكؽ أن تكتب بريغة رودريج بالذكل: 

  ( )  √ 
    

 
 

 

     
 
  

   
,(    ) -                       

   +( )  *الجوال إن 
, يشتج -      ,  تذكل جسمة متعامجة مشغسة وتامة في فزاء ىيمبخت  
  .   [4 , 1 ]في  ىؾ الحال كسا, ويسكؽ إثبات ذلػ مباشخة شسيت, –ذلػ مؽ مبخىشة جخام 

   +( )  *, ونبيؽ أن   بعج قميل سشجرس طيف مؤثخ ليجشجر التفاضمي, سشخمد لو بـ 
ىي   
 ا عمى أني ( ) الجوال الحاتية لو. مؽ أجل ذلػ نحتاج لسجسؾعة تعخيف مشاسبة ليحا السؤثخ. وىشا سشأخح 

السعخفة والقابمة للاشتقاق عجداً لانيائياً مؽ السخات عمى  ( ) السؤلفة مؽ التؾابع  -      ,̃  السجسؾعة 
 . -      ,مدتسخاً عمى السجال والتي ليا وجسيع مذتقاتيا تسجيجاً  (      )السجال 
 والآن نعخف مؤثخ ليجشجر بالذكل:  

   ( )     ,      - 
 

 حيث: 
(  )( )   (    )  ( )      ( )   ( ) 

                               ((    )  ( ))
 
  ( )              ( )    ̃,      - 

     ونجرس خؾاص ىحا السؤثخ مؽ خلال السبخىشة التالية:    
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 مبخىنة:  2-1
تشاعخي   عشجئح يكؾن ذو طيف نقظي بحت و  متخافق ذاتياً  مؤثخ ̅    غلاقتوو السؤثخ السحكؾر أعلاه L ليكؽ 

 لو القيؼ الحاتية: و ومؾجب محجد 
    (   )                         

 .  ( )  ة السؾافقة ىي حاتيوالتؾابع ال
 .  ( )  يؾجج تؾابع ذاتية أخخى سؾى  جسيع القيؼ الحاتية بديظة, ولاوأن  

 الإثبات: 
 (. 1-1يسكؽ الإثبات بظخيقتيؽ: الأولى بذكل مباشخ, والثانية بالاعتساد عمى السبخىشة )

يكؾن لجيشا بالتكامل بالتجدئة )مع ملاحغة أن  ( )      مؽ أجل أي تابعيؽ الظخيقة الأولى: 
(    )  (:     عشجما    

 ∫ ((    )  ( )) 
  

  

  ( )̅̅ ̅̅ ̅̅    ∫ (    )  ( )
  

  

   ( )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅   

 ∫  ( )
  

  

 [ ((    )  ( ))  ] ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅     

 بشاءً عمى ذلػ يكؾن: 

〈     〉   ∫ ((    )  ( )) 
  

  

  ( )̅̅ ̅̅ ̅̅    ∫  ( )
  

  

  ( )̅̅ ̅̅ ̅̅    

                      ∫  ( )
  

  

 [ ((    )  ( ))  ] ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅   ∫  ( )
  

  

  ( )̅̅ ̅̅ ̅̅    
                               〈      〉                 ( )  

 تشاعخي.   أي أن السؤثخ 
 يكؾن لجيشا:       مؽ أجل 

〈     〉   ∫ (    )|  ( )| 
  

  

    ∫ | ( )| 
  

  

    ‖ ‖    

 مؾجب محجد.    وىحا يعشي أن السؤثخ 
 والآن نؾجج القيؼ الحاتية. 

أيزاً. لحلػ يرح   كثيخة حجود مؽ الجرجة  ( )    فيكؾن   كثيخة حجود مؽ الجرجة  ( )  بسا أن 
 : ت(جشسي –التالي )بحدب مبخىشة جخام  التسثيل

    ( )  ∑     ( )

 

   

 

( )  . ىشا, ولمديؾلة نأخح     ولشحدب الأعجاد   
  

   
حدب ) , وىحا الأمخ مسكؽ - (    ),

α  (αفيكؾن   عشرخاً ذاتياً مؾافقاً لمقيسة الحاتية    الخاصة: بفخض  .  (  عشرخاً ذاتياً مؾافقاً لشفذ القيسة(   
 فيسكؽ كتابتو بالذكل:   كثيخة حجود مؽ الجرجة  ( )  بسا أن 

  ( )       ∑     
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 لحلػ يكؾن: 

 ((    )  
 ( ))

 
 (       )    ∑       

                   

   

   

 

                            (   )   ∑   
   

   

   

   

        
               

 وىكحا يكؾن: 
    ( )   ((    )  

 ( ))
 
   ( ) 

 , (   )   -  ( ) 
 أي أن القيؼ الحاتية ىي: 

    (   )                         
 .  ( )  والتؾابع الحاتية السؾافقة ىي 

  (. 4-1)تبقى يشتج مؽ السبخىشة الدابقة  ما
مؤثخ لو  ̅  لسؤثخ ايكفي إثبات أن  ( 3-1( و )4-1السبخىشتيؽ  )بالاعتساد عمى  الظخيقة الثانية:

  . عكدي متخاص
متخافق ذاتياً, فتؾجج أسخة طيفية ̅   بسا أن السؤثخ  :E      بحيث يسكؽ تسثيل 

 بالذكل: ̅  

 ; ,Lx d E x x D L



  

   22: .D L x H d E x



   

)كسا يسكؽ تذكيل السؤثخ الظيفي  ) L   حيث ,( )   تابع معخف ومدتسخ عمىR  باستثشاء
 عجد مشتو مؽ نقاط الانقظاع مؽ الشؾع الأول: 

 22
( ) ( ) ; ( ) ,L f d E f f D L   




    

   22

2( ) [ , ] : ( ) .D L f L a b d E f  



   

 نأخح الآن: 

1

0 ; 1
( )

; 1


 

 

  
 

  
 

 فيكؾن لجيشا: 

    2, ( ) [ , ].L L I D L L a b   
 وبحلػ يكؾن: 
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 1 11 1

1[1, )

  .)  , ; ( n n n

n

f f dE f f p p f DL L L  


  



    

 وإضافة لحلػ: 
2

1 2 2

1

, .n

n

L f f p f






  

وبحلػ يكؾن: 
1

1L


  . 

1والآن نعخف السؤثخات  :NA H H   :بالذكل 
1 1

1

, ; 1,2,...
N

N n n n

n

L f f p p n
 



  

 ̅  ) صة لأن افشجج أن ىحه السؤثخات متخ 
  )   , ويكؾن لجيشا:    

 1 1 1 1

1

22

1 1

22 2

! 1
1

sup

sup ,

sup 0.

N N

f

n n
f n N

N N N
f

L L L L f

f p

f



 

   






  

 

  


  



  

 

 ̅  *أن متتالية السؤثخات  نججمؽ ذلػ 
 .    ̅  متقاربة في فزاء السؤثخات الخظية السحجودة مؽ السؤثخ  +  

 متخاصاً.     ̅  وبسا أن مجسؾعة السؤثخات الستخاصة مغمقة فيكؾن السؤثخ 
 :  1ملاحظة

]2تعظى عؾامل فؾرييو لتابع  1, 1]f L    :وفق كثيخات حجود ليجشجر بالذكل 
1

1
, ( ) ( ) ; 0,1,2,....n nf p f x p x dx n




  

 يكؾن : ( 5-1)بحدب السبخىشة 

     (1)           
22

2

1

[ 1, 1] : , ,n n

n

D L f L f p




 
      
 

  

     (2)            
1

, ( ) ; .n n n

n

L f f p p x f D L




   

]2يشتج أن عؾامل فؾرييو لكل تابع  (1)مؽ  1, 1]f L    .تكؾن متشاقرة بدخعة 
 نؾجج حمؾل بعض السعادلات السؤثخاتية. فيسا يمي     

 مبخىنة:  2-2
λبحيث  λوكل عجد عقجي   مؽ أجل كل تابع   λ

 
̅ )يؾجج لمسعادلة   حل وحيج     (   

 ولو الذكل:  -      ,    
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  ∑(λ
 

  )
  

〈     〉    

 

   

 

 الإثبات: 

λأن بسا   λ
 

فإن    L   وبالتالي يكؾن السؤثخ , 
1

L I


  .ًمؾجؾداً ومحجودا
 يكؾن: ( 1-1السبخىشة )وبحدب 

   
1 1

0

, .n n n

n

f L I g g p p  
 



    

 :  2 ملاحظة
  . كثيخة  حجود مؤثخاتية ( ) حيث     ( ) يسكؽ حل مدائل أكثخ تعقيجاً مؽ قبيل 

 بالذكل: ̅ نعخّف القؾى الرحيحة لمسؤثخ 
             (   ̅  )̅   ̅   ,  ̅   ̅   , (مؤثخ السظابقة )    ̅ 

 فشجج أنّ:

 ( ̅ )  {     ,      -   ∑   
  |〈    〉| 

 

   

  }               

  كسا أنّ:

 ̅  ( )  ∑ λ
 

 
〈    〉

 

   

  ( )            ( ̅ )  

  :  مؽ الجرجة  كثيخة حجود جبخيةمؽ أجل والآن: 
 ( )            

             
   بالذكل: (̅ ) نعخّف كثيخة الحجود السؤثخاتية  

 ( ̅)     ̅       ̅
         ̅     . 

 فشحرل عمى الدمدمة: 

 ( ̅)  ∑  (λ
 
)〈    〉                   ( ( )) 

 

   

 

  :لجيشا مظمؾب( فيكؾن   تابع معظى )و  حيث     ( ) و إذا أردنا حل السعادلة 

∑  (  )〈    〉  

 

   

 ∑〈    〉    

 

   

 

 وىشا نسيد الحالات الآتية:
(  ) إذا كان ( 1)    يكؾن لمسدألة حل وحيج ىؾ:            مؽ أجل    

  ∑
〈    〉

 (  )
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(  ) إذا كان   (1) يكؾن لمسدألة حل ف               , مثلًا:   مؽ أجل بعض قيؼ    
〈    〉إذا وفقط إذا كان    فإن تحقق ذلػ نحرل عمى الحل الخاص:  .               مؽ أجل    

   ∑
〈    〉

 (  )
  

 

   

                    

  أي حل متسؼ مؽ الذكل: إضافة, حيث يسكؽ وىحا الحل ليذ وحيجاً 

   ∑    

  

   

          

 ويكؾن الحل العام لمسدألة ىؾ:
       .  

 
 طبعاً يسكؽ حل العجيج مؽ السدائل الأخخى, ولكؽ نكتفي بسا ذكخ أعلاه. 

 : النتائج والتهصيات
  الرافي ( وىحه السؤثخات غيخ درسشا في ىحا البحث الشغخية الظيفية لمسؤثخات ذات الظيف الشقظي البحت(

 محجودة ولكؽ تسمػ مؤثخاً عكدياً متخاصاً وطيفيا يتألف مؽ القيؼ الحاتية فقط .
  مع العمؼ أنو مؤثخ غيخ محجود  -      ,  درسشا طيف مؤثخ ليجشجر التفاضمي في فزاء ىيمبخت

لمسؤثخات ذات الظيف الشقظي البحت أثبتشا أن ولكشو يسمػ مؤثخاً عكدياً متخاصاً . وبالاعتساد عمى الشغخية الظيفية 
 جسيع القيؼ الحاتية لسؤثخ ليجشجر التفاضمي بديظة ولا يؾجج تؾابع ذاتية لو سؾى كثيخات حجود ليجشجر السعخوفة .

   وججنا حمؾل بعض السعادلات السؤثخاتية وذلػ في فزاء ىيمبخت 
 لات التالية :ونهصي بمتابعة البحث في ىحا المجال للإجابة عن التداؤ 

  كيف يسكؽ تؾسيع ىحه الجراسة الظيفية لسؤثخات غيخ محجودة في فزاء ىيمبخت إلى فزاء باناخ
 بذكل عام ؟
  مؽ أجل  -      ,  كيف يسكؽ دراسة طيف مؤثخ ليجشجر التفاضمي في فزاء باناخ

p     ؟  
 ليذ فزاء ججاء داخمي ( -      ,    ) مع العمؼ أن .           

 كيف نحل معادلات مؤثخاتية في فزاء باناخ مثل التي درسشاىا في فزاء ىيمبخت ؟ 
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