
89 
 

 

 

 تبولوجية والتوابع بينها-antiالفضاءات 
 

 د.عدنان ظريف*
 د.أحمد كنج**
 حنين خربوطلي***

 
 (2024 /21/1تاريخ النشر  – 2023 /6/11 )تاريخ الإيداع 

 
 □ملخّص  □

 

. ثم دُرِست مفاهيم الداخلية Yücel و  Şahin ,Kargınتبولوجية من قبل -antiقُدمت الفضاءات 
وآخرون, وكذلك درست التوابع المستمرة بينها. وقد تابعنا  Witczakواللصاقة في هذه الفضاءات من قبل 

الدراسة فيها وعرفنا أنماطاً جديدة من التوابع مثل التوابع المفتوحة والتوابع المغلقة والهوميومورفيزم بين 
 تبولوجية ودرسنا أهم خواصها.-antiالفضاءات 

-antiمغلق, -antiمفتوح, تابع -antiتابع مستمر, -antiتبولوجي, تابع -antiفضاء الكلمات المفتاحية : 
 هوميومورفيزم.
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□ ABSTRACT □ 

 

 

Anti-topological spaces introduced by Şahin, Kargın and Yücel. Then, the 

notions of interior and  closure in these spaces have been studied  by Witczak and 

others, the continuous functions between these spaces have also been studied, and we 

have continued studying on them and defined new types of  functions, like open 

functions, closed functions, and homeomorphism between anti-topological spaces , 

and studied the most important properties in these functions.    

Key words: Anti-topological space, anti-continuous function, anti-open function, anti-

close function, anti- homeomorphism. 
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 مقدمة:
شروطه غزيراً لذا تمً تعريف بنى  تقليلانطلاقاً من أهمية الفضاء التبولوجي كان العمل على تعميمه و 

 رياضية تعممًه, مثل:
التبولوجيا , Minimal structure [10], البنية الأصغرية  Weak structure [6]عيفة البنية الض

, Generalized weak structures [2] البنى الضعيفة المعممة ,Generalized topology [5]المعممة 
تبولوجية -infraوالفضاءات  ,Supratopological spaces [9] تبولوجية-supraالفضاءات 

Infratopological spaces [3]. 
 على مدى العقود الثلاثة الماضية عالج العديد من الباحثين مختلف المفاهيم والقضايا التبولوجية

, )المجموعات المفتوحة والمغلقة, الداخلية, اللصاقة, الكثافة ,التراص,..( في الفضاءات التبولوجية وتعميماتها
 . [12],[8],[7],[1] نجد بعضاً من ذلك في

تحت عمليات معينة , أما مؤخراً التعامل مع المجموعات المغلقة ويُلاحظ أن البنى السابقة قائمة على 
وعليه يعتمد الفضاء الذي سنتناوله في   مغلقة-antiموعات المجن إلى التعامل مع لباحثيفقد التفت العديد من ا

 هذه المقالة. 
ءات لفضابنية جديدة أُطلق عليها ا [11] 2021م عافي  Kargın وŞahin, Yücelعرّف الباحثون  

anti-تبولوجية (Anti-topological spaces وقد تابع بعض الباحثون )عرّف فقد  الدراسة في هذه الفضاءات
درس و  ,تبولوجي-antiالمفاهيم التبولوجية في الفضاء أهم   [14,13]في 2022عام   Witczakالباحث 
ما تعريف الفضاءات وقدّ هذه بعض الخواص في بنية  [4] في 2022عام  Jeevanو Bhimrajالباحثان 

 .جبهية مجموعة فيها
 أهمية البحث وأهدافه:

 تبولوجية-antiفي الفضاءات هذا البحث إلى تعريف بعض المفاهيم والثوابت التبولوجية نهدف في 
في إغناء الدراسة عن هذه  , وهذا ما يساهمومحاولة دراسة بعض الخواص والقضايا المحققة في هذه الفضاءات

 البنية ويتيح متابعة الحصول على نتائج علمية في هذا المجال.
 طرائق البحث ومواده:

فإن  لذاالبحث يقع ضمن اختصاص الرياضيات النظرية و بشكل خاص ضمن نظرية الفضاءات و 
الطرائق المتبعة فيه نظرية وتعتمد بشكل أساسي على مفاهيم أساسية في نظرية المجموعات والفضاءات 

 التبولوحية.
 نورد فيما يلي بعض الرموز و المصطلحات المستخدمة في البحث :

X, 𝜏) (  فضاءanti-تبولوجي,  𝜏𝑐𝑙 أسرة المجموعاتanti-في  مغلقةX, 𝜏) ( , aInt(A)  داخلية
 .تبولوجية-antiفي الفضاءات  Aلصاقة مجموعة aCl(A) , تبولوجية -antiفي الفضاءات  Aمجموعة 
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 : أساسية ومفاهيم تعاريف
 ]11[:1تعريف

 تبولوجي-antiفضاء  ) (X, 𝜏يقال أن  Xأسرة مجموعات جزئية من  𝜏 مجموعة غير خالية و Xتكن ل
 اذا تحققت الشروط التالية: 
∅,X∉ 𝜏 (1)      

;𝐴𝑖}∀ , أي: 𝜏 ليس عنصر من 𝜏أي تقاطع منتهي لعناصر من      (2)  𝑖 ∈ {1,2, , 𝑛}} ⊆

𝜏 ⇒ ⋂ 𝐴𝑖
𝑛
1 ∉ 𝜏 

;𝐴𝑖}∀, أي: 𝜏ليس عنصر من  𝜏أي اجتماع كيفي لعناصر من       (3) 𝑖 ∈ 𝐼} ⊆ 𝜏 ⇒

∪𝑖∈𝐼 𝐴 ∉ 𝜏 
  ]41[:1تمهيدية

  𝜏 A ∌عندئذٍ  B⊆ A  و ∋ 𝜏  Bو  تبولوجي-antiفضاء  ) (X, 𝜏ليكن 
  ]41[:2تعريف

 :أي ,مغلقة-antiمفتوحة ومتمماتها مجموعات -antiأنها مجموعات  𝜏يقال عن عناصر الأسرة 
∀𝐴 ∈ 𝜏 ⇒ مغلقة-anti مجموعة  𝐴𝑐 , مفتوحة-anti مجموعة 𝐴 

 .  𝜏𝑐𝑙مغلقة بالرمز-antiرمز لأسرة هذه المجموعات يُ 
  ]41[:2تمهيدية

∋ A,Bو  تبولوجي-antiفضاء  ) (X, 𝜏ليكن  𝜏𝑐𝑙   بحيثA≠B  عندئذٍ فإن∉ 𝜏𝑐𝑙 A∩B  
  ]41[:3تمهيدية

i∈J∪ عندئذٍ  𝜏𝑐𝑙⊆ {A𝑖}i∈Jو  تبولوجي-antiفضاء  ) (X, 𝜏ليكن  A𝑖 ∉ 𝜏𝑐𝑙  
   ]41[:3تعريف
  : X⊆ A ولتكن  تبولوجي-antiفضاء  ) (X, 𝜏ليكن 

   aInt(A) =∪{U;U ⊆ A and U ∈ 𝜏}بالعلاقة   ) (X, 𝜏في  Aتعرف داخلية 
  مع العلم أن    aCl(A) =∩{F;A ⊆ F and F ∈𝜏𝑐𝑙} بالعلاقة  ) (X, 𝜏في  Aوتعرف لصاقة 

X=⋂ ∅   
   ]41[:1مبرهنة
 عندئذٍ ما يلي صحيح: X⊆ A ولتكن  تبولوجي-antiفضاء  ) (X, 𝜏ليكن 

aInt(A) ⊆ A (1. 
 .aInt(A) = A  فإنّ  𝜏 A ∋اذا كان  2)

 .aInt(A) ⊆ aInt(B)فإنّ  A ⊆ Bاذا كان 3) 
aInt(aInt(A)) = aInt(A) (4. 

A ⊆ aCl(A) (5. 
 .aCl(A) = Aفإنّ  𝜏  A𝐶 ∋اذا كان 6)

 . aCl(A) ⊆ aCl(B) فإنّ  A ⊆ Bاذا كان 7) 
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aCl(aCl(A)) = aCl(A) (8. 
= aCl(A𝐶) (9 ( aInt(A))𝑐 . 

aInt(A𝐶) = (aCl(A))
𝐶

 (10. 
 (11   ⟺ 𝑥 ∈  aInt(A) وجد يU ∈ 𝜏  بحيثU ⊆ A 𝑥 ∈ . 

∈ aCl(A) (12  ⟺ 𝑥 U ∩A≠  .𝑥 ∈ Uبحيث أن  U∈ 𝜏لأجل كل   ∅
  ]41[:1مثال     
  𝜏={{1,2},{2,3},{3,4}}ولتكن   X={1,2,3,4}ليكن     

 تبولوجي -antiهو فضاء  ) (X, 𝜏عندئذٍ يتضح أن 
𝜏𝑐𝑙ويكون       = {{3,4}, {1,4}, {1,2}} 

  ]41[:2مثال     
⊃ 𝜏𝑘={𝑇   و   X=ℕلتكن       ℕ; ∣ 𝑇 ∣=  k < ∞}  حيثk∈ ℕ∗ و∣ 𝑇  𝑇 هو عدد عناصر ∣

 تبولوجي لأن:-antiهو فضاء  ) (X, 𝜏نلاحظ أن
•  ∣ 𝜙 ∣=0 , ∣X ∣= ∣ ℕ ∣≠k ⇒ 𝜙,X∉𝜏𝑘 
• ∀𝐴1, 𝐴2, . . , 𝐴𝑛 ∈ 𝜏  ⇒    ∣ ⋂ 𝐴𝑖

𝑛
1 ∣= 𝑚 < 𝑘 ⇒ ⋂ 𝐴𝑖

𝑛
1 ∉𝜏𝑘 

• ∀{𝐴𝑖; 𝑖 ∈ 𝐼} ⊆ 𝜏 ⇒ ∣∪𝑖∈𝐼 𝐴 ∣= 𝑚 > 𝑘   ⇒  ∪𝑖∈𝐼 𝐴 ∉ 𝜏   
  ]41[:4تعريف     
:𝑓ين, وليكن تبولوجي-antiفضاءين  (Y,𝛿)و  ) (X,𝜏ليكن       𝑋 ⟶ 𝑌  ,تابعاً ما 
مفتوحة -antiكانت الصورة العكسية لكل مجموعة  وفقط اذا مستمر اذا-antiتابع  𝑓يقال أن      

 أي: ) (X,𝜏مفتوحة في -antiهي مجموعة   (Y,𝛿)يف
∀𝐻 ∈ 𝛿 ⇒ 𝑓−1(𝐻) ∈ 𝜏 

 ]41[:5تعريف     
:𝑓 تبولوجيين, وليكن -antiفضاءين   (Y,𝛿)و  ) (X,𝜏ليكن       𝑋 ⟶ 𝑌  ,تابعاً ما 

كان من أجل كل  وفقط اذا اذا Point-Anti-continuousمستمر نقطياً -antiتابع  𝑓يقال أن        
𝑓(𝑥)بحيث  (Y,𝛿)مفتوحة في -𝑉  anti وكل مجموعة 𝑋من  𝑥نقطة  ∈ 𝑉 يوجد مجموعة 𝑈 anti-

𝑥 بحيث ) 𝜏,X( مفتوحة في ∈ 𝑈 وصورتها  𝑓(𝑈)  محتواة في𝑉أي , 𝑓  مستمر نقطياً اذا وفقط اذا تحقق: 
∀𝑥 ∈ 𝑋,  ∀ 𝑉 ∈ 𝛿; 𝑓(𝑥) ∈ 𝑉 ⇒  ∃𝑈 ∈ 𝜏  ; 𝑥 ∈ 𝑈 ; 𝑓(𝑈)⊆𝑉                  

   ]41[:2مبرهنة
 .بصورة عامةغير صحيح هو أما العكس ف .مستمر نقطياً -antiمستمر هو -antiن كل تابع إ
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 النتائج والمناقشة:

  :4تمهيدية
:𝑓تبولوجيين, وليكن -antiفضاءين   (Y,𝛿)و  ) (X, 𝜏ليكن  𝑋 ⟶ 𝑌 يحقق أن  بعاً ماتا 

∀𝑥 ∈ 𝑋,  ∀ 𝑉 ∈ 𝛿; 𝑓(𝑥) ∈ 𝑉 ⇒ 𝑥 ∈ 𝑓−1(𝑉) ∈ 𝜏 
 مستمر نقطياً.-𝑓 anti فإن التابع 

 لدينا من الفرض  البرهان:
∀𝑥 ∈ 𝑋,  ∀ 𝑉 ∈ 𝛿; 𝑓(𝑥) ∈ 𝑉 ⇒ 𝑥 ∈ 𝑓−1(𝑉) ∈ 𝜏 ⇒  

∃𝑈 = 𝑓−1(𝑉) ∈ 𝜏; 𝑥 ∈ 𝑈 , 𝑓(𝑈) = 𝑓(𝑓−1(𝑉))⊆𝑉  
 .مستمر نقطياً -antiتابع   𝑓ومنه فإن 
  :1ملاحظة

 مستمر نقطياً فإن :-anti تابع 𝑓  , لأنه لو كانإن عكس التمهيدية السابقة خاطئ
∀𝑥 ∈ 𝑋,  ∀ 𝑉 ∈ 𝛿; 𝑓(𝑥) ∈ 𝑉 ⇒  ∃𝑈 ∈ 𝜏  ;𝑥 ∈ 𝑈 ; 𝑓(𝑈)⊆𝑉 ⇒ 𝑈⊆𝑓−1(𝑉) 

𝑈ولكن  ∈ 𝜏    اذاً لا يمكن أن تكون𝑓−1(𝑉) ∈ 𝜏. 
  :5تمهيدية

:𝑓ين, وليكن التابع تبولوجي-antiفضاءين  (Y,𝛿)و  )  (X, 𝜏ليكن 𝑋 ⟶ 𝑌  ٍالعبارتين تكون عندئذ
 التاليتين متكافئتين:

مفتوحة في -antiمفتوحة في المستقر هي مجموعة -antiمجموعة كل الصورة العكسية ل (1)
𝐻∀  , أي:المنطلق ∈ 𝛿 ⇒ 𝑓−1(𝐻) ∈ 𝜏 
في  مغلقة-antiمغلقة في المستقر هي مجموعة -antiمجموعة كل الصورة العكسية ل (2) 

 المنطلق, أي:
∀𝐹 ∈ 𝛿𝑐𝑙  ⇒ 𝑓−1(𝐹) ∈ 𝜏𝑐𝑙 

  البرهان:
(2) ⇐ ي مجموعة همغلقة في المستقر ولنبرهن أن صورتها العكسية -antiمجموعة   F لتكن:  (1)

anti-أي أن  مغلقة في المنطلق𝑓−1(𝐹) ∈ 𝜏𝑐𝑙 
𝐹 ∈ 𝛿𝑐𝑙 ⇒ 𝑌\𝐹 ∈ 𝛿 ⇒ 𝑓−1(𝑌\𝐹) ∈ τ   . .  بحسب (1)

𝑌\(𝑌\𝐹) ولدينا  = 𝐹 :ًاذا 
𝑓−1(𝐹) = 𝑓−1(𝑌\(𝑌\𝐹)) = 𝑓−1(𝑌)\𝑓−1(𝑌\𝐹) = 𝑋\𝑓−1(𝑌\𝐹)  ∈ 𝜏𝑐𝑙   

 وأما الاتجاه المعاكس فيتم بالأسلوب نفسه.
  :1نتيجة
مغلقة في المستقر -antiكانت الصورة العكسية لكل مجموعة وفقط اذا اذا  اً مستمر -anti اً تابع 𝑓 يكون 
 مغلقة في المنطلق .-antiهي مجموعة 
 :3مبرهنة
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:𝑓ين, وليكن تبولوجي-antiفضاءين  (Y,𝛿)و  ) (X,𝜏ليكن  𝑋 ⟶ 𝑌  تابعanti-عندئذٍ  مستمر
 يتحقق مايلي: 

 (1) ∀ A⊆X : 𝑓 (aCl(A)) ⊆ aCl(𝑓(A))  
 (2) ∀ H⊆Y : aCl(𝑓−1(H)) ⊆𝑓−1(aCl(H))  

 (3) ∀ H⊆Y : 𝑓−1(aInt(H)) ⊆aInt(𝑓−1(H)) 
 البرهان: 

𝑥0لنفرض جدلًا أن الاحتواء المطلوب غير محقق عندئذِ توجد نقطة واحدة على الأقل (1) ∈

aCl(A)   بحيث أن: 𝑓(𝑥0) ∉ aCl(𝑓(A)) في الفضاءات  وبحسب خواص اللصاقةanti- تبولوجية ⇐  
∃𝑈 ∈ 𝛿 ; 𝑓(𝑥0) ∈ 𝑈, 𝑈 ∩ 𝑓(𝐴) = ∅ ⇒ 𝑓−1(𝑈 ∩ 𝑓(𝐴)) = 𝑓−1(𝑈) ∩

𝑓−1(𝑓(𝐴)) = ∅  
𝑓−1(𝑈)اذاً    A⊆𝑓−1(𝑓(𝐴))وبما أن  ∩ 𝐴 = ∅  )*( .. 

𝑓(𝑥0)ولدينا  ∈ 𝑈   𝑥0 ∈ 𝑓−1(U) ⇐ 
𝑓−1(U) ⇐مستمر-𝑓 antiوكون  ∈ 𝜏   نجد أن  )*(ومنه ومن𝑥0 ∉ aCl(A)  وهذا مناقض

 للفرض , بذلك فإن الاحتواء المطلوب محقق.
aCl(𝑓−1(H)) 𝑥0 لنأخذ  (2) ∈  

⇒ 𝑓(𝑥0) ∈ 𝑓(aCl(𝑓−1(H))) ⊆ aCl(𝑓(𝑓−1(H))  
 اذاً يصبح : 𝑓(𝑓−1(H))⊆ H   ⇐  aCl(𝑓(𝑓−1(H)) ⊆ aCl(H)  وبما أن

𝑓(𝑥0) ∈  aCl(H)  ⇒  𝑥0  ∈ 𝑓−1(aCl(𝐻)) 
 وبهذا يتم المطلوب

𝑥0لنفرض جدلًا أن الاحتواء غير محقق عندئذٍ يوجد  (3)  ∈ 𝑎𝐼𝑛𝑡(𝐻) بحيث أن : 
⇒  𝑓−1(𝑥0) ⊆ [𝑎𝐼𝑛𝑡(𝑓−1(H))]𝑐  𝑓−1(𝑥0) ⊈ 𝑎𝐼𝑛𝑡(𝑓−1(H)) 

⇒ 𝑓−1(𝑥0) ⊆ aCl[𝑓−1(H)]𝑐 
⇒ 𝑓−1(𝑥0) ⊆ aCl(𝑓−1(H𝐶))   

⇒ 𝑥0 ∈ 𝑓(aCl(𝑓−1(H𝐶)) ⊆ aCl(𝑓(𝑓−1(H𝐶)) 
 H𝐶 𝑓(𝑓−1(H𝐶)) ⇐  aCl(𝑓(𝑓−1(H𝐶)) ⊆ aCl( H𝐶) ⊇ وبما أن

⇒ 𝑥0 ∈  aCl(H𝐶) 
⇒ 𝑥0 ∈ [𝑎𝐼𝑛𝑡(𝐻)]𝑐 
⇒ 𝑥0 ∉  𝑎𝐼𝑛𝑡(𝐻) 

 وهذا مناقض للفرض , بالتالي يتحقق المطلوب .
  :2ملاحظة

غير محقق بالضرورة والمثال الآتي يوضح ( 3الواردة في المبرهنة ) العلاقاتإن الاحتواء المعاكس في 
 ذلك :

  :3مثال
 (1المعرف في المثال ) تبولوجي-antiالفضاء  ) (X,𝜏يكن ل
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 𝛿={{a,b,c,d},{e}}وفق الصيغة  𝛿 اتبولوجي-Y={a,b,c,d,e} antiعلى المجموعة  ولنعرف
:𝑓 التابعلنعرف و  𝑋 ⟶ 𝑌 وفق الصيغة: 𝑓(1)= a,  𝑓(2)= b,  𝑓(3)= 𝑓(4)=e   

 مستمر لأن:-𝑓 anti التابع إن
𝑓−1({a,b,c,d})={1,2}∈ 𝜏 ,  𝑓−1({e})={3,4}∈ 𝜏 
  لنأخذ المجموعة𝐴 = {1,4}  ⟸ 𝑓(𝐴) = {𝑎, 𝑒} ⟸ aCl(𝑓(𝐴))=Y  ( حيث
Y = ⋂ ∅) 

,aCl(𝐴)= 𝐴 ⟸ {𝑎ومن ناحية أخرى  𝑒} 𝑓 (aCl(𝐴))= 
aCl(𝑓(A))ولكن  𝑓 (aCl(A)) ⊂ aCl(𝑓(A))أي أنَ      ⊄ 𝑓(aCl(A))  
  ولنأخذ المجموعةH={a}   ⟸ 𝑓−1(𝐻) = {1}  ⟸ aCl(𝑓−1(𝐻)) = {1} 

aCl(H) ={a,b,c,d} ⟸ 𝑓−1(aCl(H))ومن ناحية أخرى  = {1,2} 
aCl(𝑓−1(𝐻))أي أن  ⊂ 𝑓−1(aCl(H))   ولكن𝑓−1(aCl(H)) ⊄ aCl(𝑓−1(𝐻)) 
 ولنأخذ المجموعةF={a,b,e}  ⟸ 𝑓−1(𝐹) = {1,2,3,4} ⟸ 

aInt(𝑓−1(𝐹))={1,2,3,4} 
 aInt(F)={e} ⟸ 𝑓−1(aInt(F))={3,4} ومن ناحية أخرى 

𝑓−1(aInt(F))أي أن  ⊂ aInt(𝑓−1(𝐹))   ولكنaInt(𝑓−1(𝐹)) ⊄ 𝑓−1(aInt(F)) 
  :6تعريف
:𝑓 ين, وليكن تبولوجي-antiفضاءين   (Y,𝛿)و  ) (X,𝜏ليكن  𝑋 ⟶ 𝑌 ,يقال أن  تابعاً ما𝑓  تابع

anti-  الصورة المباشرة وفقاذا كانت مفتوح 𝑓  لكل مجموعة anti- مفتوحة في المنطلق هي مجموعةanti-
 مفتوحة في المستقر, أي:

∀𝐴 ∈ 𝜏 ⇒  𝑓(𝐴) ∈ 𝛿 
  :7تعريف
:𝑓 وليكن ين, تبولوجي-antiفضاءين   (Y,𝛿)و  ) (X,𝜏ليكن  𝑋 ⟶ 𝑌 ,يقال أن  تابعاً ما𝑓  تابع

anti-  اذا كانت الصورة المباشرة وفقمغلق 𝑓  لكل مجموعة anti- مغلقة في المنطلق هي مجموعةanti-
 , أي:مغلقة في المستقر

∀𝐹 ∈ 𝜏𝑐𝑙 ⇒ 𝑓(𝐹) ∈ 𝛿𝑐𝑙 
 :4مثال

 𝜏 ={{1,2},{2,3},{4}} : وفق الصيغة 𝜏 اتبولوجي-X={1,2,3,4} antiعلى المجموعة  لنعرف 
  𝛿={{a},{b}} :وفق الصيغة  𝛿  اتبولوجي-Y={a,b} antiعلى المجموعة و 
:𝑓التابعلنعرف و  𝑋 ⟶ 𝑌 وفق الصيغة: 𝑓(1)= 𝑓(2)= 𝑓(3)=a , 𝑓(4)=b   

 مفتوح. -𝑓 anti التابع أي أن,  𝑓({1,2})= 𝑓({2.3})={a} , 𝑓({4})={b}نلاحظ أن : 
  :5مثال

∋𝜏 ={[n,n+1] ; n وفق الصيغة 𝜏 اتبولوجي-ℝ antiعلى مجموعة الأعداد الحقيقة  لنعرف ℤ} 
⇒ 𝜏𝑐𝑙   ={ ℝ\[n,n+1] ; n∈ ℤ} 
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𝛿 وفق الصيغة 𝛿تبولوجيا -ℤ anti صحيحةعلى مجموعة الأعداد الو  = { {𝑛};  n ∈ ℤ}  
 ⇒  𝛿𝑐𝑙 ={ ℤ\{n}; n∈ ℤ} 

:𝑔التابع  لنعرفو  ℝ ⟶ ℤ  :بالعلاقة  𝑔(𝑥) = 𝐸(𝑥)  التابع الذي يقرن بكل عدد𝑥  العدد الصحيح
, لكنه ليس مغلق -𝑔  anti التابع أي أن,  𝑔(ℝ\[n,n+1])= ℤ\{n}نلاحظ أن : الذي يسبقه مباشرةً, 

anti- لأنه يوجد المجموعة  مفتوح[n,n+1] ∈ 𝜏   لكن𝑔([n,n+1])={n,n+1}∉ 𝛿 . 
  :4مبرهنة
:𝑓تبولوجيين, وليكن -antiفضاءين  (Y,𝛿)و  ) (X,𝜏ليكن  𝑋 ⟶ 𝑌  ٍتقابلًا كيفياً, عندئذ : 

𝑓   تابعanti-   مفتوح𝑓 ⇔  تابعanti- .مغلق 
 البرهان:

∋Fمغلق , نأخذ  -antiتابع  𝑓لنبرهن أن  (⟸)  𝜏𝑐𝑙 ولنبرهن أن𝛿𝑐𝑙  𝑓(F) ∈ 
F∈ 𝜏𝑐𝑙 ⇒ X\F∈ 𝜏 ⇒ 𝑓(X\F) ∈ 𝛿   ( مفتوح-anti  كون التابع( 

 جدن تقابل 𝑓 وبالاستفادة من كون 
𝑓(X) \ 𝑓(F) ∈ 𝛿 ⇒ Y\ 𝑓(F) ∈ 𝛿 ⇒  𝑓(F) ∈ 𝛿𝑐𝑙 . 

 ويتم الاتجاه المعاكس بنفس الأسلوب.
:𝑓ين, وليكن تبولوجي-antiفضاءين  )Y,(𝛿و  ) 𝜏,X(ليكن  :5مبرهنة 𝑋 ⟶ 𝑌  تابعanti-  , مفتوح

 يتحقق أن:
∀ A⊆X : 𝑓 (𝑎𝐼𝑛𝑡 (A)) ⊆ 𝑎𝐼𝑛𝑡 (𝑓(A)) 

 البرهان:
∀𝑥 ∈  𝑓 (𝑎𝐼𝑛𝑡 (A)) ⇒ ∃y ∈ 𝑎𝐼𝑛𝑡 (A) ; x = 𝑓(𝑦) 

 : تبولوجي -antiفي الفضاء وبحسب تعريف الداخلية 
∃U ∈ 𝜏  ; y ∈ U ⊆A ⇒ 𝑓(y) ∈ 𝑓(U) ⊆ 𝑓(A) 

∋Vنضع : مفتوح -antiتابع  𝑓وكون  𝛿  =𝑓(U) : اذاً أصبح 𝑓(y) = 𝑥 ∈ V ⊆ 𝑓(A)  
𝑥أي أن   ∈ 𝑎𝐼𝑛𝑡(𝑓(A))  بالتالي ,𝑓 (𝑎𝐼𝑛𝑡 (A)) ⊆ 𝑎𝐼𝑛𝑡 (𝑓(A)) . 
  :3ملاحظة

 غير محقق بالضرورة والمثال الآتي يوضح ذلك: (5)إن الاحتواء المعاكس في المبرهنة 
 : 6مثال

المجموعة  ولتكن (4)في المثال المعرف  𝑓والتابع  (Y,𝛿)و (X,𝜏)  ينتبولوجي-anti ينليكن الفضاء
A={1,4} aInt(𝑓(𝐴)) = {𝑎, 𝑏} ⟸  𝑓(𝐴) = {𝑎, 𝑏} ⟸ 

𝑓(aInt(A)) من ناحية أخرى  = {𝑏}  ⟸ aInt(A)={4} 
𝑓(aInt(𝐴))أي أن   ⊂ aInt(𝑓(𝐴))   ولكنaInt(𝑓(𝐴)) ⊄ 𝑓(aInt(𝐴)) 

   :6مبرهنة
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:𝑓ين, وليكن تبولوجي-antiفضاءين  (Y,𝛿)و  ) (X,𝜏ليكن  𝑋 ⟶ 𝑌 تابع غامر وanti-  مفتوح
 عندئذٍ يتحقق أن: 

∀ H⊆Y  :  𝑓−1(𝑎𝐶𝑙(𝐻)) ⊆𝑎𝐶𝑙(𝑓−1(H)) 
 البرهان:

𝑥0محقق عندئذٍ يوجد نفرض جدلًا أن الاحتواء غير ل   ∈ 𝑎𝐶𝑙(𝐻) : بحيث أن 
𝑓−1(𝑥0) ⊈ 𝑎𝐶𝑙(𝑓−1(H)) ⇒ ∃𝑎 ∈ 𝑓−1(𝑥0) ; 𝑎 ∉ 𝑎𝐶𝑙(𝑓−1(H)) 

⇒ ∃U ∈ τ ; 𝑎 ∈U , U∩ 𝑓−1(H)= ∅  
 غامر 𝑓 وبالاستفادة من كون التابع

⇒ 𝑓(U ∩ 𝑓−1(H)) = 𝑓(𝑈) ∩ 𝐻 = ∅ . . (∗) 
∋مفتوح  -𝑓 anti وكون  𝛿  𝑓(𝑈)  ولدينا𝑎 ∈U ⇐ 𝑥0 = 𝑓(𝑎) ∈ 𝑓(𝑈) ينتج ن )*( ومنه وم

 أن 
𝑥0  ∉ 𝑎𝐶𝑙(𝐻) .لكن هذا يناقض الفرض ومنه يتحقق المطلوب 

  :4ملاحظة
 غير محقق بالضرورة والمثال الآتي يوضح ذلك: (6المبرهنة )إن الاحتواء المعاكس في 

 :7مثال
  𝜏 ={{1,2},{3,4},{5}} وفق الصيغة: 𝜏 اتبولوجي-X={1,2,3,4,5} anti على المجموعة لنعرف 
  𝛿={{a,b},{a,d},{c}} وفق الصيغة:  𝛿تبولوجيا -Y={a,b,c,d}   anti على المجموعةو 
:𝑓 التابع لنعرفو  𝑋 ⟶ 𝑌 وفق الصيغة  :𝑓(1) = 𝑓(3) = 𝑎 , 𝑓(2) = 𝑏 , 𝑓(4) =

𝑑 , 𝑓(5) = 𝑐  
 مفتوح لأن:-antiغامر, وهو 𝑓 يتضح أن 

 𝑓({1,2}) = {𝑎, 𝑏} ∈ 𝛿 , 𝑓({3,4}) = {𝑎, 𝑑} ∈ 𝛿 , 𝑓({5}) = {𝑐} ∈ 𝛿 
H={b,c} 𝑎𝐶𝑙(𝑓−1(𝐻))ولنأخذ المجموعة  = {1,2,5}  ⟸  𝑓−1(𝐻) = {2,5} ⟸ 
aCl(𝐻)من ناحية أخرى  = {𝑏, 𝑐} ⟸ 𝑓−1(aCl(𝐻)) = {2,5} 

𝑓−1(aCl(𝐻))أي أن   ⊂ 𝑎𝐶𝑙(𝑓−1(𝐻))  
  :8تعريف
:𝑓ين, وليكن تبولوجي-antiفضاءين   (Y,𝛿)و  ) (X,𝜏ليكن  𝑋 ⟶ 𝑌  تابعاً كيفياً يقال أن𝑓 anti- 
 اذا حقق الشروط التالية: هوميومورفيزم

𝑓 (1 تقابل . 
 𝑓 (2 anti-. مستمر 

 anti 𝑓−1 (3-. مستمر 
 :9تعريف

 هوميومورفيان اذا وجد بينهما -anti ين, يقال أنهماتبولوجي-antiفضاءين   (Y,𝛿)و  ) (X,𝜏ليكن  
anti- واحد على الأقل هوميومورفيزم. 
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 :7مبرهنة
:𝑓ين, وليكن تبولوجي-antiفضاءين   (Y,𝛿)و  ) (X,𝜏ليكن  𝑋 ⟶ 𝑌  تقابلًا كيفياً, عندئذٍ العبارات
 التالية متكافئة:

𝑓 (1 anti- هوميومورفيزم. 
𝑓 (2 anti- مستمر وanti-.مفتوح 
𝑓 (3 anti-و  مستمرanti-.مغلق 
  البرهان:

(2 ⇐  مفتوح-antiمستمر ولنبرهن أنه -antiم فبحسب التعريف فإنه هوميومورفيز  -𝑓 anti لدينا (1
Uلتكن  ∈ 𝜏  عندئذٍ بالاستفادة من الفرض وكونanti 𝑓−1-فإن  مستمر𝑓(𝑈) =

 (𝑓−1)−1(𝑈) ∈ 𝛿. 
(3 ⇐ -𝑓 antiيكون  (4المبرهنة )مفتوح وهو تقابل فرضاً فحسب -antiمستمر و -𝑓 antiلدينا  (2

 مغلق.
(1 ⇐ -𝑓−1 anti مغلق وهو تقابل فرضاً, اذاً بقي إثبات أن -antiمستمر و-𝑓 antiلدينا  (3

  .مستمر
𝐹لنأخذ ∈ 𝜏𝑐𝑙   ٍعندئذ  𝑓(𝐹) ∈ 𝛿𝑐𝑙 أي (𝑓−1)−1(𝐹) ∈ 𝛿𝑐𝑙 ًاذا 𝑓−1 anti-بحسب  مستمر

 .1النتيجة 
  :8مثال

   وفق الصيغة: 𝜏تبولوجيا - ℤ+ antiلنعرف على مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة
𝜏 ={{n} ;n∈ ℤ+} 

 وفق الصيغة: 𝛿تبولوجيا - ℤ−  antiةسالبوعلى مجموعة الأعداد الصحيحة ال
𝛿={{n} ;n∈ ℤ−} 
:𝑓 التابعنعرف ول ℤ+  ⟶ ℤ−  :بالعلاقة  ∀𝑛 ∈ ℤ+ ∶   𝑓(𝑛) = −𝑛   

 .هوميومورفيزم -antiفهو  مفتوح-antiمستمر و -antiتقابل وهو  𝑓يمكن ملاحظة أن 
 

  الاستنتاجات والتوصيات:
تمثل إضافة جديدة في نظرية الفضاءات عموماً و دارسة بعض  تبولوجية-antiإنً دراسة الفضاءات 

 خواص التوابع في هذه الفضاءات يتيح لنا التوصل إلى نتائج أكثر أهمية فيها, وعليه يمكن دراسة:
 .تبولوجية-antiموضوعات الفصل في الفضاءات ( 1
 .تبولوجية-antiفي الفضاءات  مفهوم التراص( 2
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