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In this paper, we have studied one of the important problems which is the 

Unique Factorization of the family of real quadratic fields 𝐾 = ℚ(√𝑑) where 𝑑 =
𝑚2 + 𝑟 is a positive square free integer, depending on Diophantine equation . 
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 مقدمة :

تعتبر مسألة التحليل الوحيد من المسائل المهمة التي درسها الرياضيون وكانت البداية في ساحة الأعداد 
جداء بصيغة مع المبرهنة الأساسية في الحساب والتي تنص على أن كل عدد صحيح يكتب  الصحيحة 

بداية التوسيعات التربيعية التي  iوكان توسيع غاوص  ومن ثم قاموا بتوسيع الحلقة  منتهٍ لأعداد أولية
عملوا بها حيث أدخلوا مفهوم العناصر اللامختزلة  والعناصر الأولية ومن ثم النظرية الحديثة للحلقات والحقول 

عدد صحيح حر من التربيع وبحثوا في  dحيث  ℚ(√𝑑 )الجبرية وبشكل خاص البنى الجبرية من الصيغة 
كخاصة التحليل الوحيد و وجود القاسم  كانت تحقق ما تحققه الحلقة  الخصائص الجبرية لهذه البنى فيما إذا

 المشترك الأعظم والمضاعف المشترك الأصغر .
ممكناً ووحيداً في بعض هذه الساحات وفي بعض كانت نتيجة أبحاثهم أن تحليل العناصر يكون 

𝑑 أنه من أجل Gaussقد توقع العالم و الساحات الأخرى غير ممكناً  < 𝑑عندمافقط 0 ∈ 𝐴  حيث           
 :  

 𝐴 = {−1,−2,−3,−7,−11,−19,−43,−67,−163} 
 .واحدية التحليل ℚ(√𝑑 )تكون حلقة الأعداد الجبرية الصحيحة للحقل 

عدد  d > 0صحيح بينما من أجل  Gaussأن توقع Stark [7] و    Heegner [8]ومن ثم أثبت العالمين 
صحيح حر من التربيع لم يتمكن الباحثون من تحديد الساحات الواحدية وبقيت المسألة مفتوحة  فقد تم  إثبات 

حلقة الأعداد الجبرية الصحيحة فيها واحدية  تكون التي و  ℚ(√𝑑 )وجود  عدد لا نهائي من الحقول التربيعية 
  dالتحليل ولكن ليس من أجل كل 

لكي نحكم على حلقة الأعداد الجبرية الصحيحة للحقل  dيجاد شروط معينة ل و يبقى السؤال : هل يمكن إ
 ℚ(√𝑑 )فيما إذا كانت   Unique Factorization Domains UFD أم لا ؟ 

 :  أهمية البحث وأهدافه
يلزم لحل بعض المعادلات الديوفانتية ولوجود من المعروف أن التحليل الوحيد لعناصر ساحة جبرية 

الأكبر والمضاعف المشترك الأصغر وغيرها من الخصائص الجبرية ولذلك يهدف هذا البحث  القاسم المشترك
 إلى دراسة مسألة التحليل الوحيد لأسر من الحقول التربيعية.

 طرائق البحث ومواده :
من أن كل ساحة و  ℚ(√𝑑 )في الحقل  (p)في هذا البحث نستفيد من تحليل الإيديال الأولي الرئيسي 

 .رئيسية هي ساحة تحليل وحيدإيديالات 
 :تعاريف ومفاهيم أساسية

 بعض الرموز والمصطلحات المستخدمة في هذا البحث:
   𝐾 = ℚ(√𝑑) حقل الأعداد الجبرية 
 𝒪k  حلقة الأعداد الجبرية للحقل𝐾 
  (

𝑎

𝑝
 رمز ليجندر(
 𝐶𝐿(𝐾)  زمرة صفوف تكافؤ الإيديالات لـلحقل𝐾 
 ℎ(𝑑)  رتبة الزمرة𝐶𝐿(𝐾)  لـلحقل𝐾 
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 .عليها في هذا البحث سنعتمديديات والأفكار التي هنذكر فيما يأتي بعضاً من التعاريف والتم

 [ 1,3] :1تعريف
ℚ  حوي المجموعة الذي ي ℂ عدد صحيح حر من التربيع عندئذٍ الحقل الجزئي من dليكن  ∪

{√𝑑}يسمى   
𝐾 بالرمز ويرمز له حقل تربيعي = ℚ(√𝑑)  وتكون عناصره من الصيغة :𝛼 = 𝑎 +  𝑏√𝑑    حيث 
a , b ∈  ℚ  و إذا كانd >  وإذا كان،  (Real quadratic field)حقل تربيعي حقيقي  𝐾يسمى  0

 𝑑 <  ، وتسمى عناصر الحقل  (Complex quadratic field)   تخيليحقل تربيعي  𝐾يسمى  0
 التربيعي أعداد تربيعية .

 إن حلقة الأعداد الجبرية𝒪k : تعطى بالصيغة 

𝒪k = {
ℤ [
1 + √𝑑

2
]                  𝑖𝑓       𝑑 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 4)               

ℤ[√𝑑]                          𝑖𝑓       𝑑 ≢ 1(𝑚𝑜𝑑 4)              

 

  إن مميز الحقل𝐾 = ℚ(√𝑑) : يعطى بالصيغة 
∆𝑘= {

𝑑                            𝑖𝑓       𝑑 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 4)               
4𝑑                         𝑖𝑓       𝑑 ≢ 1(𝑚𝑜𝑑 4)               

 
  [1]: 2تعريف 

𝛼 ليكن = 𝑎 +  𝑏√𝑑 ∈ ℚ(√𝑑)   يعرف مرافق العنصر𝛼 ( Conjugate of 𝛼 )  ويرمز له
 ، �̅�بالرمز
�̅� بالشكل: = 𝑎 −  𝑏√𝑑 

 ، بالشكل: N(𝛼 )ويرمز له بالرمز  𝛼 ( Norm of 𝛼 )ويعرف نظيم العنصر 
 N(𝛼 ) = 𝛼 �̅� =  (𝑎 +  𝑏√𝑑)(𝑎 −  𝑏√𝑑) = 𝑎2 − 𝑑𝑏2   

 ، بالشكل : TR (𝛼 )ويرمز له بالرمز 𝛼 (Trace of 𝛼 )ويعرف أثر العنصر 
TR(𝛼 ) = 𝛼 + �̅� =  (𝑎 +  𝑏√𝑑) + (𝑎 −  𝑏√𝑑) = 2𝑎 

  [6]:3تعريف
  :عطى بالصيغة التاليةت 𝒪k زمرة الواحدات في الحلقة عندئذٍ  حقلًا تربيعياً  𝐾ليكن 

 𝒪k
∗ = {𝛼 ∈ 𝒪k  ;  |N(𝛼 )| = 1} 

𝒪k أصغر واحدة في  حقيقياً عندئذٍ اً تربيعيحقلًا  𝐾 وفي حال 
 تسمى الواحدة 1أكبر تماماً من ∗

 . 𝜀بالرمز ها، ويرمز ل 𝐾 حقللساسية للأا 
 [ 5] 4 :تعريف

𝐾 الحقيقي ربيعيالحقل الت = ℚ(√𝑑)   حيث𝑑 = 𝑛2 + 𝑟 ≠  عدد صحيح موجب حر من التربيع  5
 حقق: إذا Richaud-Degert(R-D)حقيقياً من نمط تربيعياً  يسمى حقلاً  
   𝑟|4𝑛  & − 𝑛 < 𝑟 < 𝑛 
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  [5: ]1 تمهيدية
𝐾ليكن  = ℚ(√𝑑)  نمط منحقل تربيعي Richaud-Degert (R- D) ساسية لأاحدة الو ا ذٍ عندئ𝜀 

 :يت التالية كما يللاعطى في الحات N(𝜀) ونظيمها

𝜀 =

{
 
 

 
 𝑛 + √𝑛

2 + 𝑟                       ,           𝑁(𝜀) = −𝑠𝑔𝑛 𝑟     𝑖𝑓  |𝑟| = 1    

𝑛 + √𝑛2 + 𝑟

2
                       ,           𝑁(𝜀) = −𝑠𝑔𝑛 𝑟  𝑖𝑓  |𝑟| = 4       

2𝑛2 + 𝑟

|𝑟|
+
2𝑛

|𝑟|
√𝑛2 + 𝑟      ,           𝑁(𝜀) = 1                 𝑖𝑓  |𝑟| ≠ 1,4

 

 [ 1] 5 :تعريف
 إذا كانت مغلقة بالنسبة لعمليتي الجمع و ( Ideal ) أنها إيديال 𝑅في حلقة  𝐼نقول عن مجموعة عناصر

 أي : الضرب بعدد 
𝑎 , 𝑏 ∈ 𝐼 ⟹ 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝐼 
𝑎 ∈ I , r ∈ R ⟹ 𝑟 𝑎 ∈ 𝐼 

𝑎 و 𝑏إذا كان  𝑅 إيديال أولي فيأنه  𝐼 ن إيديالعونقول  ∈ 𝑅   وكان𝑎𝑏 ∈ 𝐼  فإنه إما𝑎 ∈ 𝐼  أو𝑏 ∈ 𝐼 
 [ 1] 6 :تعريف
,𝑎1لتكن  𝑎2, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝑅 عندئذٍ يمكن أن نعرف إيديال𝐼 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) = {∑ 𝑟𝑖𝑎𝑖 ;  𝑟𝑖 ∈ 𝑅}   

𝐼وعندئذٍ الإيديال من الصيغة  = (𝑎) = 𝑎𝑅 = {∑ 𝑟𝑖𝑎 ; 𝑟𝑖 ∈ 𝑅}   يسمى إيديال رئيسي( Principal 
Ideal )  مولد بالعنصر𝑎 . 

  .أنها ساحة إيديالات رئيسية Rإيديال رئيسي فإنه يقال عن   Rو إذا كان كل إيديال في الساحة الصحيحة 
 [ 1] : 7تعريف

aأنها ساحة تحليل وحيد إذا كان كل عنصر  𝒪k نقول عن الساحة ∈ 𝒪k  يكتب بشكل وحيد كجداء 
 منتهٍ لعناصر غير خزولة  
  إذا كانتR  أي أن كل ساحة إيديالات رئيسية هي ساحة تحليل ساحة إيديالات رئيسية فهي ساحة تحليل وحيد

 .وحيد
 [1: ]8تعريف 

  𝑟عندئذٍ إذا وجد عدد صحيح  𝐹مودول جزئي في  ℋوليكن  𝑅حقل كسور  𝐹ة وحساحة صحي 𝑅لتكن 
⊇ 𝑟ℋبحيث  𝑅  فإنℋ  يدعى إيديال كسري في𝑅 . 

  كل إيديال كسريℋ  في𝑅  : يكتب بالصيغةℋ = a−1𝔗 = {
b

a
  ; b ∈ 𝔗}  حيث𝔗  إيديال 

 𝑅عنصر غير معدوم في a و 𝑅في 
  كل إيديال عادي في𝑅  هو إيديال كسري حيث تكون𝑟 =  ويسمى إيديال صحيح. 1
  كل إيديال كسريℋ  في𝑅  يحققℋ = (a) ; a ∈ 𝐹 .يسمى إيديال كسري رئيسي 

 [1: ]9تعريف 
 : كالآتيسنعرف الجداء  Rمن الساحة  𝐼 𝐽و من أجل إيديالين كسريينساحة صحيحة  𝑅لتكن 
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𝐼𝐽 = {∑𝑎𝑖𝑏𝑖

𝑑

𝑖=1

    ;  𝑎𝑖 ∈ 𝐼, 𝑏𝑖 ∈ 𝐽  & 𝑑 ∈ ℤ
+ } 

 .حيادي عملية الجداء Rإيديال كسري ويكون   𝐼𝐽ويكون 
 [1: ]11تعريف 
 زمرة جزئية منها تحوي جميع الإيديالات   𝑃(𝑅)و  𝑅 لزمرة جميع الإيديالات الكسرية في  F(R) لنرمز بـ

 الكسرية الرئيسية 
,ℋليكن و  ℐ ∈ 𝐹(𝑅)  فإنℋ P(R) = ℐ P(R)   تعرف علاقة تكافؤ علىF(R)  ونكتبℋ~ℐ 

 [1: ]12تعريف 
𝐹(𝑅)هي زمرة القسمة  Rزمرة صفوف تكافؤ الإيديالات لـ  عندئذٍ تكون ساحة ديدكند  Rلتكن 

𝑃(𝑅)⁄ 
|𝐶𝐿(𝑅)|ويكون  𝐶𝐿(𝑅)ونرمز لها بـ  <   h(R)ويسمى رقم الصف )رتبة الصف ( ونرمز له بـ  ∞

𝐾ونرمز لرتبة زمرة صفوف تكافؤ الإيديالات للحقل التربيعي  = ℚ(√𝑑)  بالرمز ℎ𝑘  أوℎ(𝑑) 
 [1:]2تمهيدية 

 زمرة بديهية ومن ثم 𝐶𝐿ساحة إيديالات رئيسية إذا وفقط إذا كانت  Rساحة ديدكند 
ℎ(𝑅) = 1 

 [3: ]13تعريف 
  pقابل للحل تسمى باقي تربيعي للعدد الأولي الفردي  a (mod p)2xالتي يكون من أجلها التطابق  aقيمة 

)يرمز له برمز ليجندر والذي مميز الباقي التربيعييعطى 
𝑎

𝑝
 بالعلاقة : (

{
 
 

 
 (

𝑎

𝑝
) = 1                if  x2a (mod p)    𝑠𝑜𝑙𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑎𝑛𝑑(𝑎, 𝑝) = 1      

(
𝑎

𝑝
) = 0                 if  (a, p) = p                                                               

(
𝑎

𝑝
) = −1              if  x2a (mod p)    𝑢𝑛𝑠𝑜𝑙𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒                              

 

 [3:]3تمهيدية 
 أعداد أولية عندئذٍ: p,qأعداد صحيحة و  a,bليكن 

1)      𝑎1 ≡ 𝑎2(mod p)            ⟹          (
𝑎1

𝑝
) = (

𝑎2

𝑝
)                              

2) (
𝑎1

𝑝
) ∙ (

𝑎2

𝑝
)  =  (

𝑎1∙ 𝑎2  

𝑝
)  

3) (
1

p
) = (

a2

p
) = 1 

4) (
−1

𝑝
) =  (−1)(p−1) 2⁄  

5) (
2

p
) = (−1)(p

2−1) 8⁄  
6) (

a

p
) = (

P

a
) (−1)(b−1) 2⁄  .(a−1) 2⁄  

7) (
a

pq
) = 1   𝑖𝑓 (

a

p
)  & (

a

q
) = 1 
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8) (
P

q
)  = {

(
q

p
)                ⟺   p ≡ 1(mod 4) or  q ≡ 1(mod 4)           

− (
q

p
)                ⟺  p ≡ q ≡ 3(mod 4)                                         

 

9) (
−1

p
) = {

1                    ⟺       p ≡ 1(mod 4)                              

−1                    ⟺       p ≡ 3(mod 4)                                 
 

10)  (
2

p
)  = {

1                     ⟺       p ≡ ±1(mod 8)                               

−1                    ⟺       p ≡ ±3(mod 8)                                 
 

11)  (
3

p
)  = {

1                    ⟺       p ≡ ±1(mod 12)                                

−1                    ⟺       p ≡ ±5(mod 12)                                   
 

12)    (−3
p
) = {

1                       ⟺       p ≡ 1(mod 6)                                        

−1                  ⟺      p ≡ −1(mod 6)                                    
 

 [ 3:]4تمهيدية 
 بالشكل الأتي: ℚ(√𝑑)يتحلل في الحقل التربيعي  Pالإيديال الأولي 

{
 
 

 
 

   

< 𝑃 >      =< 𝑃 >      𝑜𝑟 𝑃 𝑑𝑜𝑒𝑠 𝑛𝑜𝑡 𝑓𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑖𝑓 𝑎𝑛𝑑 𝑜𝑛𝑙𝑦 𝑖𝑓 (
𝑑

𝑃
) = −1                               

< 𝑃 >      = 𝑃𝑃′         𝑜𝑟 𝑃 𝑠𝑝𝑙𝑖𝑡𝑠 𝑖𝑛𝑡𝑜 2 𝑑𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡 𝑓𝑐𝑡𝑜𝑟𝑠 𝑖𝑓 𝑎𝑛𝑑 𝑜𝑛𝑙𝑦 𝑖𝑓 (
𝑑

𝑃
) = +1 

< 𝑃 >      = 𝑃2            𝑜𝑟 𝑃 𝑟𝑎𝑚𝑖𝑓𝑖𝑒𝑠 𝑖𝑓 𝑎𝑛𝑑 𝑜𝑛𝑙𝑦 𝑖𝑓 (
𝑑

𝑃
) = 0                                             

 

 النتائج والمناقشة :
 :1مبرهنة 

 عندئذٍ: ةفردي أعداد ,1m a و  a|mوعدد أولي فردي  pحيث  =pa2m4d+ليكن 
𝑥2|المعادلة  − 𝑑𝑦2| = 4𝑝  تملك حلول صحيحة عندما لاa>4 
  الإثبات :
𝑥2ولنفرض أن للمعادلة  a>4 أنلنفرض  − 𝑑𝑦2 = ±4𝑝  حل صحيح(𝑥0, 𝑦0)  وبحيث𝑦0  

 أصغر ما يمكن 
𝑥0                (∗)عندئذٍ:   

2 − 𝑑𝑦0
2 = ±4𝑝           

𝑥ولنأخذ  =
x0−𝑦0√𝑑

2
∈ 𝒪𝑘   حيث𝒪𝑘 = ℤ[

1+√𝑑

2
𝑑لأن  [ ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 4)   و 

ℰ =
8𝑚2+𝑝𝑎+4𝑚√𝑑

𝑝𝑎
∈ 𝒪𝑘

 فيكون : 1 حسب التمهيدية ∗

𝜀𝑥 =
(8𝑚2 + 𝑝𝑎)𝑥0 − 4𝑚𝑦0𝑑

2𝑝𝑎
+
4𝑚𝑥0 − 𝑦0(8𝑚

2 + 𝑝𝑎)

2𝑝𝑎
√𝑑 

𝑁(𝜀𝑥)وبما أن    = 𝑁(𝜀)𝑁(𝑥)  و𝑁(𝜀) =  فإن : 1

(
(8𝑚2 + 𝑝𝑎)𝑥0 − 4𝑚𝑦0𝑑

2𝑝𝑎
)

2

− 𝑑 (
4𝑚𝑥0 − 𝑦0(8𝑚

2 + 𝑝𝑎)

2𝑝𝑎
)

2

=
x0
2 − 𝑑𝑦0

2

4
 

(
(8𝑚2 + 𝑝𝑎)𝑥0 − 4𝑚𝑦0𝑑

2𝑝𝑎
)

2

− 𝑑 (
4𝑚𝑥0 − 𝑦0(8𝑚

2 + 𝑝𝑎)

2𝑝𝑎
)

2

= ±𝑝 

  (
(8𝑚2 + 𝑝𝑎)𝑥0 − 4𝑚𝑦0𝑑

𝑝𝑎
)

2

− 𝑑 (
4𝑚𝑥0 − 𝑦0(8𝑚

2 + 𝑝𝑎)

𝑝𝑎
)

2

= ±4𝑝 
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𝑥0وبما أن 
2 − 4𝑚2𝑦0

2 = 𝑥0
2 − 𝑑𝑦0

2 + 𝑝𝑎𝑦0
𝑥0فإن  2

2 ≡ 4𝑚2𝑦0
2 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) أي 

 𝑥0 ≡ 2𝑚𝑦0 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) 
) نلاحظ أن

(8𝑚2+𝑝𝑎)𝑥0−4𝑚𝑦0𝑑

𝑝𝑎
 ,

4𝑚𝑥0−𝑦0(8𝑚
2+𝑝𝑎)

𝑝𝑎
𝑥2|حل صحيح للمعادلة   ( − 𝑑𝑦2| = 4𝑝  

 وبالتالي :

|
4𝑚𝑥0 − 𝑦0(8𝑚

2 + 𝑝𝑎)

𝑝𝑎
| ≥ 𝑦0 

 4𝑚𝑥0 − 𝑦0(8𝑚2 + 𝑝𝑎) ≥ 𝑝𝑎𝑦0 4𝑚𝑥0−أو       ⟸     + 𝑦0(8𝑚
2 + 𝑝𝑎) ≥ 𝑝𝑎𝑦0 

2𝑚𝑥0لذلك إما    ≥ 𝑦0(4𝑚
2 + 𝑝𝑎)                       أو     x0 ≤ 2𝑚𝑦0 

(2𝑚𝑥0 )   فنجد:   4𝑚2نضرب طرفي المعادلة )*( بـِ 
2 − 𝑑(2𝑚𝑦0)

2 = ±16𝑝𝑚2  
2𝑚𝑥0فإذا كان  ≥ 𝑦0(4𝑚

2 + 𝑝𝑎) : فإن 
±16𝑝𝑚2 ≥ (𝑦0(4𝑚

2 + 𝑝𝑎))
2
− 4𝑚2𝑦0

2(4𝑚2 + pa)                                           
         ±16𝑝𝑚2 ≥ 16𝑦0

2𝑚4 + 8𝑦0
2𝑚2𝑝𝑎 + 𝑝2𝑎2𝑦0

2 − 16𝑦0
2𝑚4 − 4𝑦0

2𝑚2𝑝𝑎 
         ±16𝑝𝑚2 ≥ 𝑝2𝑎2𝑦0

2 + 4𝑦0
2𝑚2𝑝𝑎 

     
                ⟹ ± 16𝑚2 ≥ 𝑝𝑎2𝑦0

2 + 4𝑦0
2𝑚2𝑎   

 وهذا مستحيل 
𝑥0   أما إذا كان  ≤ 2𝑚𝑦0: 4±                             فإن𝑝 ≤ (2𝑚𝑦0)

2 − 𝑑𝑦0
2 

                               ±4𝑝 ≤ 4𝑦02𝑚2 − 4𝑦0
2𝑚2 − 𝑝𝑎𝑦0

2 
4𝑝±                       وبالتالي:                                            ≤ −𝑝𝑎𝑦0

2 
                                                          ±4 ≤ −𝑎𝑦0

2 ⟹ 𝑦0
2 < 1 

 وهذا تناقض
 : 2مبرهنة 

𝐾 ليكن = ℚ(√𝑑 ) حقل تربيعي حيث+pa2m4d=  وp عدد أولي فردي وa|m  1 وa,m  أعداد 
 فردية عندئذٍ:

ℎk >  a > 4عندما  1
 الإثبات :

𝑑فيكون  gcd (m,p)=1لنفرض أن  ≡ 4𝑚2(𝑚𝑜𝑑 𝑝) (
𝑑

𝑝
) = 1  يتجزأ في  pبالتالي  ⟸

𝐾 = ℚ(√𝑑 ) أن  أي< 𝑝 >= 𝔞 �̅�  حيث 𝔞 إيديال أولي و  �̅�مرافق 𝔞  4وذلك حسب التمهيدية 
 :ويكون 

𝑁((𝑝)) = 𝑁( 𝔞)𝑁( �̅� ) ⟹ 𝑝2 = 𝑁( 𝔞)𝑁( �̅� ) 
𝑁( 𝔞) بالتالي = 𝑁( �̅� ) = 𝑝  لأن𝑝 عدد أولي  

ℎ𝑘 ولنفرض أن = 𝒪kة عندئذٍ الساح 1  = ℤ [
1+√𝑑

2
ساحة إيديالات رئيسية وذلك حسب التمهيدية  [

 أي  2
𝑢+𝑣√𝑑يوجد 

2
 ∈ 𝒪k  :بحيث 𝔞 =<

𝑢+𝑣√𝑑

2
𝑁( 𝔞)وبالتالي < = 𝑁 (

𝑢+𝑣√𝑑

2
 وهذا يكافئ : (

      ±4𝑝 = 𝑢2 − 𝑑𝑣2  إذاً  1وهذا مستحيل بحسب المبرهنةℎ𝑘 > 1 
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  : 3مبرهنة 
 عندئذٍ:  m 1عدد أولي فردي و pحيث  m+42m2d=pليكن 

x2|المعادلة  − 𝑑𝑦2| = 4p لا تملك حلول صحيحة عندماm يحقق  عدد فرديm > p 
 الإثبات :

mلنفرض   > p  ولنفرض أن للمعادلةx2 − 𝑑𝑦2 = −4p  0(حل صحيح,y0x(  0وبحيثy  أصغر ما يمكن 
x0                (∗)عندئذٍ:   

2 − 𝑑𝑦0
2 = ±4𝑝           

𝑥ولنأخذ  =
x0−𝑦0√𝑑

2
∈ 𝒪𝑘   حيث𝒪𝑘 = ℤ [

1+√𝑑

2
𝑑لأن  [ ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 4)   و 

ℰ =
𝑝2𝑚+2+𝑝√𝑑

2
∈ 𝒪𝑘

 فيكون : 1 حسب التمهيدية ∗

𝜀𝑥 =
(𝑝2𝑚 + 2)x0 − 𝑦0𝑝𝑑

4
+
x0𝑝 − 𝑦0(𝑝

2𝑚+ 2)

4
√𝑑 

 
𝑁(𝜀𝑥)وبما أن  = 𝑁(𝜀)𝑁(𝑥)  و𝑁(𝜀) =  فإن: 1

(
(𝑝2𝑚 + 2)x0 − 𝑦0𝑝𝑑

4
)

2

− 𝑑 (
x0𝑝 − 𝑦0(𝑝

2𝑚+ 2)

4
)

2

=
x0
2 − 𝑑𝑦0

2

4
 

(
(𝑝2𝑚+ 2)x0 − 𝑦0𝑝𝑑

4
)

2

− 𝑑 (
x0𝑝 − 𝑦0(𝑝

2𝑚+ 2)

4
)

2

= ±𝑝 

(
(𝑝2𝑚+ 2)x0 − 𝑦0𝑝𝑑

2
)

2

− 𝑑 (
x0𝑝 − 𝑦0(𝑝

2𝑚+ 2)

2
)

2

= ±4𝑝 

x0وبما أن 
2 − 𝑑𝑦0

2 = ±4𝑝  فإنx0
2 ≡ 𝑑𝑦0

2 (𝑚𝑜𝑑 2)  أي𝑥0 ≡ 𝑝𝑚𝑦0 (𝑚𝑜𝑑 2)  ومن ثم 
 ((𝑝2𝑚−2)x0−𝑦0𝑝𝑑

2
 ,

x0𝑝−𝑦0(𝑝
2𝑚−2)

2
x2|حل صحيح للمعادلة  ( − 𝑑𝑦2| = 4p  وبالتالي 

|
x0𝑝 − 𝑦0(𝑝

2𝑚+ 2)

2
| ≥ 𝑦0 

 x0𝑝 − 𝑦0(𝑝2𝑚 + 2) ≥ 2𝑦0 x0𝑝−أو       ⟸     + 𝑦0(𝑝
2𝑚 + 2) ≥ 2𝑦0 

x0𝑝لذلك إما    ≥ 𝑦0(𝑝
2𝑚+ x0    أو                              (4 ≤ 𝑝𝑚𝑦0 

x0𝑝إذا كان ≥ 𝑦0(𝑝
2𝑚+ (𝑝x0)   فنجد:   𝑝2نضرب المعادلة )*( بـِ  (4

2 − 𝑑(𝑝𝑦0)
2 = ±4𝑝3  

 ±4𝑝3   ≥ (𝑦0(𝑝2𝑚 + 4))
2
− 𝑑𝑝2𝑦0

2 
         ±4𝑝3    ≥ (𝑦0(𝑝

2𝑚+ 4))
2
− (𝑝2𝑚2 + 4m)𝑝2𝑦0

2               
       ≥ 𝑦0

2𝑝4𝑚2 + 8𝑦0
2𝑝2𝑚 + 16𝑦0

2 − 𝑦0
2𝑝4𝑚2 − 4𝑦0

2𝑝2𝑚       
 

   ⟹          ±4    ≥ 4𝑦0
2𝑝𝑚    ⟹ ±1 ≥ 𝑦0

2𝑚     
                               

 وهذا مستحيل 
x0فإذا كان أما إذا كان  ≤ 𝑦0𝑝𝑚  : فإن 

                                              ±4𝑝 ≤ (𝑦0𝑝𝑚)
2 − 𝑑𝑦0

2 
≥                                                             وبالتالي:  𝑦0

2𝑝2𝑚2 − 𝑦0
2𝑝2𝑚2 − 4𝑦0

2𝑚     
                   ±4𝑝  ≤ −4𝑦0

2𝑚⟹ ±𝑝 ≤ −𝑦0
2𝑚 ⟹ 𝑦0

2𝑚 ≤ 𝑝  
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 بالتالي : p < mولكن 
                          ⟹ 𝑦0

2𝑚 < 𝑚   ⟹ 𝑦0
2 < 1 

 وهذا تناقض
 : 4مبرهنة 

 عندئذٍ: عدد صحيح فردي   1mعدد أولي فردي و  pعدد صحيح حر من التربيع حيث  m+42m2d=pليكن 
𝒪𝑘 = ℤ[

1+√𝑑

2
mليست واحدية التحليل عندما  [ >  p  و(

𝑚

𝑝
) = 1 

 الإثبات :
) بما أن 

𝑚

𝑝
) = 𝑑 و 1 ≡ 4𝑚(𝑚𝑜𝑑 𝑝)  فإن  (

𝑑

𝑝
) = 𝐾يتجزأ في  pبالتالي  1 = ℚ(√𝑑 ) 

>أن  أي 𝑝 >= 𝔞 �̅�  حيث 𝔞 إيديال أولي و  �̅�مرافق 𝔞  ويكون: 4وذلك حسب التمهيدية 
𝑁((𝑝)) = 𝑁( 𝔞)𝑁( �̅� ) ⟹ 𝑝2 = 𝑁( 𝔞)𝑁( �̅� ) 

𝑁( 𝔞) بالتالي = 𝑁( �̅� ) = 𝑝  لأن𝑝 عدد أولي  
ℎ𝑘 ولنفرض أن = 𝒪kعندئذٍ الساحة  1  = ℤ [

1+√𝑑

2
ساحة إيديالات رئيسية وذلك حسب التمهيدية  [

 أي  2
𝑢+𝑣√𝑑يوجد 

2
 ∈ 𝒪k  :بحيث  𝔞 =< 𝑢+𝑣√𝑑

2
𝑁( 𝔞)وبالتالي    < = 𝑁 (

𝑢+𝑣√𝑑

2
 وهذا يكافئ : (

      ±4𝑝 = 𝑢2 − 𝑑𝑣2  إذاً  3وهذا مستحيل بحسب المبرهنةℎ𝑘 >  و  1
 𝒪𝑘 = ℤ[

1+√𝑑

2
 .ليست واحدية التحليل [

 : 5مبرهنة 
 عندئذٍ:  1m عدد أولي فردي و p حيث =p5+2m2p4dليكن 

𝑥2|المعادلة  − 𝑑𝑦2| = 4p لا تملك حلول صحيحة 
 

  الإثبات :
𝑥2لنفرض أن للمعادلة  − 𝑑𝑦2 = ±4p  0(حل صحيح,y0x( 0<1 وبحيثy  أصغر ما يمكن 

𝑥0                (∗)عندئذٍ:   
2 − 𝑑𝑦0

2 = ±4𝑝           
𝑥ولنأخذ  =

𝑥0−𝑦0√𝑑

2
∈ 𝒪𝑘   حيث𝒪𝑘 = ℤ[

1+√𝑑

2
𝑑لأن  [ ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 4)   و 

ℰ =
8𝑝𝑚2+5+4𝑚√𝑑

5
∈ 𝒪𝑘

 فيكون : 1حسب التمهيدية  ∗

𝜀𝑥 =
(8𝑝𝑚2 + 5)𝑥0 − 4𝑦0𝑚𝑑

10
+
4𝑥0𝑚− 𝑦0(8𝑝𝑚

2 + 5)

10
√𝑑 

𝑁(𝜀𝑥)وبما أن  = 𝑁(𝜀)𝑁(𝑥)  و𝑁(𝜀) = 1 
 

 (
(8𝑝𝑚2 + 5)𝑥0 − 4𝑦0𝑚𝑑

10
)

2

− 𝑑 (
4𝑥0𝑚 − 𝑦0(8𝑝𝑚

2 + 5)

10
)

2

=
𝑥0
2 − 𝑑𝑦0

2

4
 

      (
(8𝑝𝑚2 + 5)𝑥0 − 4𝑦0𝑚𝑑

10
)

2

− 𝑑 (
4𝑥0𝑚 − 𝑦0(8𝑝𝑚

2 + 5)

10
)

2

= ±𝑝 
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      (
(8𝑝𝑚2 + 5)𝑥0 − 4𝑦0𝑚𝑑

5
)

2

− 𝑑 (
4𝑥0𝑚 − 𝑦0(8𝑝𝑚

2 + 5)

5
)

2

= ±4𝑝 

(5,8𝑝)وبما أن  = 𝑚|5  لأن 1 ⟸ 5|4(2𝑝𝑚) 
 

 ((8𝑝𝑚2+5)𝑥0−4𝑦0𝑚𝑑

5
 ,

4𝑥0𝑚−𝑦0(8𝑝𝑚
2+5)

5
𝑥2|حل صحيح للمعادلة ( − 𝑑𝑦2| = 4p 

 وبالتالي 

|
4𝑥0𝑚 − 𝑦0(8𝑝𝑚

2 + 5)

5
| ≥ 𝑦0 

 4𝑥0𝑚 − 𝑦0(8𝑝𝑚
2 + 5) ≥ 5𝑦0 4𝑥0𝑚−أو ⟸ + 𝑦0(8𝑝𝑚

2 + 5) ≥ 5𝑦0 
𝑥0𝑚 2لذلك إما     ≥ 𝑦0(4𝑝𝑚

2 + 𝑥0    أو         (5 ≤ 2𝑝𝑚𝑦0 
𝑥0𝑚 2فإذا كان  ≥ 𝑦0(4𝑝𝑚

2 +  فنجد: 4𝑚2فإنه إذا ضربنا المعادلة )*( بـِ   (5
     (2𝑚𝑥0)

2 − 𝑑(2𝑚𝑦0)
2 = −4𝑚2𝑝 :                                             

  ±4𝑚2𝑝 ≥ (𝑦0(4𝑝𝑚
2 + 5))

2
− 𝑑(2𝑚𝑦0)

2                                                               
                             ≥ 16𝑦0

2𝑝2𝑚4 + 40𝑦0
2𝑝𝑚2 + 25𝑦0

2 − 16𝑦0
2𝑝2𝑚4 − 20𝑦0

2𝑝𝑚2 
                             ≥ 20𝑦0

2𝑝𝑚2 + 25𝑦0
2        

                              ≥  20𝑦0
2𝑝𝑚2  ⟹ −4𝑝 ≥ 20𝑝𝑦0

2 ⟹−1 ≥ 5𝑦0
2 

 وهذا مستحيل 
𝑥0 أما إذا كان  ≤ 2𝑝𝑚𝑦0                              : 4− فإن𝑝 ≤ (2𝑝𝑚𝑦0)

2 − 𝑑𝑦0
2   

                      ≤ 4𝑦0
2𝑝2𝑚2 − 4𝑦0

2𝑝2𝑚2 − 5𝑝𝑦0
2 

           −4𝑝 ≤ −5𝑝𝑦0
2 ⟹    4 ≥ 5𝑦0

2 ⟹    4𝑝 ≥ 5𝑦0
2     

⟹ 𝑦0
2 ≤  1 

 وهذا تناقض
 الاستنتاجات والتوصيات :

ℎ𝑘توصلنا في هذه المقالة إلى أن  > 𝐾من أجل  1 = ℚ(√4𝑚2 + pa )  و𝐾 =

ℚ(√𝑝2𝑚2 + 4m ) 
𝑥2|و أثبتنا أن المعادلة   − 𝑑𝑦2| = 4𝑝  حيث لا تملك حلول صحيحةp5+2m2p4d= 

 التحليل لأسر أخرى من الحقول التربيعية .أما بالنسبة للتوصيات : فنوصي بدراسة وحدانية 
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