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 □ملخّص  □

نجرس في ىحا البحث حمػل نػع ججيج مغ السعادلات التفاضمية وىػ السعادلات التفاضمية العذػائية 
وقج قسشا بجراسة ىحا          والتي درست حمػليا سابقاً بالشدبة لسجال          الزبابية الستشاضخة 

وتع إثبات عجة مبخىشات في ىحا الخرػص وكحلظ بخىان          الشػع مغ السعادلات بالشدبة لسجال 
 global Lipschitz)وجػد الحل ليحه السعادلات وبخىان وحجانية ىحا الحل وذلظ ضسغ شخط ليبذتد الذامل )

Condition. 
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□ ABSTRACT □ 

 

In this research, we will study the solutions of new type of differential equations 

known as Symmetric Fuzzy Stochastic Differential Equations (SFSDEs). the solutions of 

which were previously studied with respect of the field of         ,We have studied this 

type of equations with respect of the field of         . However, in this study, several 

theorems in this regard have been proven, as well as proof of the existence of the solutions 

to these equations and proof of their unity. this solution is within the global Lipschitz 

condition. 

Keywords:Differential Equation,SFSDE,Fuzziness, stochastic variables, 

Multivalued,Symmetric. 
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 المقدمة:
تعج السعادلات التفاضمية مغ أىع الأساسيات في عمػم الخياضيات، بل صُشفت مغ قبل عمساء 
الخياضيات بذكل عام عمى أنيا أىع فخوع الخياضيات وذلظ لأنيا أعصت تفديخاً مشصقياً وعمسياً لمكثيخ مغ 
الطػاىخ العمسية والفيديائية واليشجسية والخياضية التي تسذ مختمف جػانب الحياة عمسية كانت أم عسمية، فسغ 

نفديع بحاجة ماسة لمسعادلات التفاضمية التي أجل ذلظ وفي عمػم الحياة السختمفة فإن معطع الباحثيغ يججون أ
 ما بخحت تتصػر يػما بعج يػم حتى أصبحت عمساً رياضياً ىاماً ومدتقلًا إلى حج كبيخ.

ورغع كل ما ذكخ سابقا ورغع كل التصػر الحاصل في عمػم الخياضيات يجج الباحث العجيج مغ الشطع 
تستعيا برفة عجم الجقة او الاضصخاب الحي يجور  الصبيعية التي تترخف بصخق ليدت حتسية وذك مغ خلال

حػل ىحا الشطام. فحالات عجم اليقيغ ىحه قج تكػن عمى شكل تػزيع يحسل شابع احتسالي أو تكػن بذكل يخمػ 
مغ التأكيج والجقة ويذػبو الغسػض تارة أخخى. فيسكغ تذكيل حالة عجم اليقيغ التي نتجت عغ عجم الجقة مغ 

ضافة الى أن أي نطام شبيعي غالباً ما يػاجو نػعاً ومرجراً آخخ مغ عجم الجقة الحي مغ خلال الزبابية بالإ
السسكغ أن يحجث كتأثيخ لعػامل الاضصخاب العذػائية أو ما يعخف بالزجة العذػائية. وبالتالي مسا سبق ذكخه 

سا يدسى بالخيبة أو الذظ نجج ان ىشاك مرجران مؤثخان استػجب دراستيسا في ىحا الشػع مغ الأنطسة الصبيعية ب
 أو عجم اليقيغ الحي يذسل عجم الجقة )الزبابية( والعذػائية.

 وسشتعخف عمى كل مشيسا في سياق مشفرل، فالسعادلات التفاضمية الستستعة برفة العذػائية 
(Stochastic differential equation ىي وسائل وأدوات )سمػك شبيعية رياضية تدتخجم في وصف نسحجة

تفاضمية فالسعادلات ال .الدمغ بتصػرالأنطسة الجيشاميكية التي يكػن تصػرىا مختبصا طػاىخ العذػائيةو ال مغيج العج
تسمظ حمػلًا ذات عسميات عذػائية مدتسخة مع الدمغ: بسعشى أن الحل يسكغ أن يكػن عام العذػائية بذكل 

سيكػن الحل غيخ معمػم، ففي     ولكغ بعج لحطة أي في زمغ  نفذ المحطة الحالية عشج زمغ في معمػماً 
مثال واقعي عغ السعادلات التفاضمية العذػائية )عجد خلايا الدخشان في جدع مراب يكػن معمػماً بشفذ 
المحطة التي يتع إجخاء التحاليل فييا لكغ بعج تمظ المحطة يسكغ لمخلايا الدخشانية أن تشتذخ لخلايا أكثخ وأكثخ 

وعمى الخغع مغ  خ(،ة في فتخات الحخوب والأزمات ...البسثال أخخ الأصابات بالأوبئة وأسعار السػاد الغحائيو 
الطػاىخ السختمفة وىحا الشػع  ذلظ، فإنو في كثيخ مغ الأحيان يرادفشا نػع آخخ مغ عجم اليقيغ عشج نسحجة

الشسػذج السخاد دراستو، وعجم اليقيش تختمف شبيعتو عغ حالة العذػائية. وىػ الحي يحجث عشجما يمف الغسػض
كسثال عمى ذلظ عشجما يكػن قياس ما غيخ دقيق ويتع التعبيخ عشو باستخجام مرصمحات لغػية، مثل الزغط 

، يمفيا الغسػض، أو إذا كانت الآراء حػل مػضػع معيغ     السختفع أو درجة الحخارة مشخفزة وحػالي
بذكل جيج لعسل عمى تػصيفيا ، حيث تع اضاىخة الزبابيةوىػ  والسعخفة بالستغيخات أو البارامتخات غيخ تامة

 دالة الانتساء ليحه السجسػعات ودرجتيا. ( وFuzzy setsالسجسػعات الزبابية ) مفيػم وذلظ مغ خلال تصبيق
تذيخ إلى  (Stochastic)حيث أنو بذكل مفرل نجج العذػائية  والزبابية مفيػميشسختمفيغ،ة فالعذػائي

الشتائج غيخ محجدة ولايسكغ التشبؤ بيا  عذػائي، فإنعجم القجرة عل التشبؤ بحجث معيغ. إذا كان ىشاك عشرخ 
عذػائية وترف كيفية تصػر ، وىي تعتسج عمى الطػاىخ البذكل دقيق، حتى لػ كان ىشاك معمػمات مدبقة

غسػض في تذيخ إلى عجم اليقيغ وال (Fuzziness)أما الزبابية . الأنطسة تحت تأثيخ عػامل غيخ متػقعة
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جدة بذكل صارم)مثل صحيح أو السعمػمات ، حيث تكػن الحجود بيغ الفئات غيخ واضحة بجلًا مغ أن تكػن الأمػر مح
جسال والسدافات( في كل شيء حػلشا مثل )درجات الحخارة والأشػال والأي ليرف عجم التأكيج وعجم الػضػح خاشئ(.

،      يتع بػاسصتيا حداب وتحجيج درجة إنتساء عشرخ ما لمسجسػعة وجػد دالة إنتساء )دالة عزػية (ومايسيدىا
تسائو ا بسجى إنبإخترار بديط الزبابية لا علاقة ليا بالتجارب العذػائية بل ىي مجخد حكع مشصقي عمى شيء م

 لسجسػعة معيشة .
سػاء كانت عذػائية أم ضبابية شجع العمساء عمى إيجاد وصياغة نػع ميع ججاً الطػاىخ السختمفةفالتعاير بيغ 

فالعذػائية في ىحا  تذسل )العذػائيةوالزبابية(، حيث أن عشاصخه الخئيدية السحتػية عمى كلاىسا معاً  الشساذجمغ 
 Wienerعشيا بػاسصة عسميات وييشخ) الشطام، وغالباًما يعبخالشسػذج تذيخ إلى وجػد عػامل عذػائية تػثخ عمى 

process) . أما عغ الزبابية السػجػدة في ىحا الشسػذج تعكذ عجم الجقة أو عجم اليقيغ في السعمسات أو القيع
ويسكغ تسثيل السعادلات التفاضمية العذػائية ضبابية.  متغيخاتتسثيميا باستخجام  السدتخجمة في السعادلة، وغالباً ما يتع

 الزبابية بذكل عام كالتالي:
                                                  

تعبخان عغ العسميات العذػائية                     ىػ الستغيخ الحي يتغيخ مع الدمغ و      حيث:
بقجرتيا  الزبابية تتسيدالعذػائية  لتفاضميةالسعادلات افتسثل التغيخات الزبابية.      تسثل عسمية وييشخ و      و

بيشسا  أو البيانات،تسثل الزبابية عجم الجقة في القياسات  اليقيغ، حيثعمى نسحجة سمػك الأنطسة في حالات عجم 
ػقعة. وىحه الخرائز تجعل ىحه السعادلات أدوات فعالة في التقمبات الشاتجة عغ العػامل الغيخ متتعكذ العذػائية 

مع العمع أنو حتى وقت إعجاد ىحا البحث لاتػجج دراسة  تحميل الأنطسة السعقجة التي تتأثخ بالعجيج مغ العػامل الستجاخمة.
 عمسية تع بيا إدخال مفيػم الزبابية إلى السعادلات التفاضمية العادية.

 أىمية البحث وأىدافو:
تكسغ أىسية البحث فيجراسة حمػل نػع ججيج مغ السعادلات التفاضمية وىػ السعادلات التفاضمية العذػائية 

ويتجمى اليجف الخئيذ في دراسة وجػد ووحجانية الحل ليحه السعادلات في      الزبابية الستشاضخة عمى السجال 
 .ذخط ليبتذد الذاملحالة متغيخات عذػائية ضبابية متعجدة القيع ومعاملاتيا خاضعة ل

 طرائق البحث ومهارده:
 لتحقيق ىجف البحث، تع إتباع الخصػات التالية : 

 .دراسة نطخية وتعخيفية بالسعادلات التفاضمية العذػائية الزبابية الستشاضخة 
 .صياغة الذكل التكاممي لمسعادلات التفاضمية العذػائية الزبابية الستشاضخة 
  بخىان وجػد ووحجانية الحل لمسعادلات التفاضمية العذػائية الزبابية الستشاضخة التي تحقق شخط

 .     ليبذتد الذامل بالشدبة لمسجال 
 ومفاىيم أساسية: أولًا: تعاريف
مجسػعة كل السجسػعات الجدئية السحجبة والستخاصة وغيخ الخالية مغ       لتكغ : [2 ,1] 0تعريف 

 التالي: بالذكل    السدافة السجسػعة ىحه عمى نعخّف ،  
           { ‖   ‖   

   

   

   
  ‖   ‖   

   

   

   
} 
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فزاء متخي نجعػه فزاء       أو اختراراً           وإنّ     يجل عمى الشطيع في‖  ‖حيث
 ىاوسجروف.

 بالذكل التالي:                (  ) سي في ـ حيث يسكغ أن نعخف الجسع والزخب القيا
    {              } 

  { }  {           } 
   {           } 

 . مغ  λو    مغ     و      مغ    وذلظ مغ اجل كل 
 القيع( متعجد العذػائي )الستغيخ :[2 ,4 ,5] 0تعريف 

الستغيخات العذػائية متعجدة القيع القابمة لمقياس  - فزاء احتسالي تام ولشخمد لأسخة        ليكغ 
 أي:                                                                                         ℳبالخمد       )متغيخات عذػائية متعجدة القيع( والتي تأخح قيسيا في 

{            }بحيث أن:            ــ التصبيقات وذلظ مغ أجل كل   
 .    مجسػعة مفتػحة

أنو متغيخ عذػائي متعجد القيع إذا وفقط إذا كان            وبتعبيخ آخخ نقػل عغ التصبيق: 
     ىػ  

 .تصبيق قابل لمقياس 
   حيث 

جبخ بػريل السػلّج مغ التبػلػجيا في فزاء ىاوسجروف                  تخمد لـ  
     . 

أنيا عسمية عذػائية متعجدة القيسة إذا كان مغ أجل             نقػل عغ :[2] 3تعريف 
 لك

 متغيخ عذػائي متعجد القيع.                 فإنَّ التصبيق      
زػية السجسػعة السخررة بجالة العبأنيا مجسػعة ضبابية     السجسػعة   عخفن:]0[2تعريف

 فة بالذكل :خ والسع  شفذ رمد السجسػعة الزبابية التي نخمد ليا بو 
          

                     
 .    سعخفة مغ أجل كل ال    ىي الزبابية في السجسػعة عزػية العشرخدرجة و 

 يعيخ عشيا بالذكل التالي: ىي عبارة عغ مجسػعة عشاصخىا ثشائيات  أي أن السجسػعة الزبابية
  {             }  

        ℱ      〈  〉: نعخف التزسيغ [3 ,1]5تعريف 
 بالذكل التالي: 〈  〉بػاسصة التزسيغ        ℱيسكغ تزسيشيا ضسغ    حيث السجسػعة 

〈  〉    {
                                         

                          
 

αفيكػن مغ أجل   بالذكل:   يعخف عمى السدتػى     فإن الجسع       ℱ      و       
                 

 يعخف ايزا بالذكل:   βوالججاء السباشخ 
 β     β     

( لسجسػعتيغ Hukuhara differenceعمى أنو فخق ىػكييارا )  : نعخف [3 ,1]6تعريف 
والحي       بحيث أن:        ℱ  إذا وججت مجسػعة ضبابية      ℱمغ     ضبابيتيغ 
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إذا وجج فإنو  Hukuharaوأن فخق ،               مع ملاحطة أن: ،      نخمد لو بالخمد  
 .وحيج 

قياس ىاوسجورف السعسع و             ℱ     ℱ   ليكغ لجيشا          : 0ملاحظة 
      ℱ     وα  عشجئح فإنو يسكغ أن نعبخ عغ قياس ىاوسجروف السعسع بالشدبة لمسجسػعتيغ      

                       بالذكل التالي:   الزبابيتيغ
       

    
عجد حقيقي مغ  βو      ℱمجسػعات ضبابية مغ         إذا كانت               :  0خاصة 

 :عشجئح فإن الخػاص التالية صحيحة         ، و   
i    〈  〉  〈  〉    〈     〉 
ii  فخقHukuhara   〈  〉   مػجػد بالإضافة الى      يكػن مػجػد إذا كان

〈 〉  〈  〉   أن        〈  〉 
iii                     
v                             
iv           | |        
vii        〈 〉          
viii                     
ix                             

فزاء         و ىػ تصبيق ضبابي      ℱ    التصبيق بفخض أن        : 7تعريف 
αمغ أجل     ℱ       أنو متغيخ عذػائي ضبابي إذا كان:  احتسالي نقػل عغ   

 متغيخ عذػائي متعجد القيع قابل لمقياس.     حيث     
ىػ متغيخ عذػائي لكل    عسمية عذػائية متدايجة حيث        لتكغ Doob: متراجحة8تعريف 

 تعصى بالذكل: Doobعشجئح فإن متخاجحة                و    

        
     

 
        

    {  }            العذػائيةالستغيخاتمسجسػعالخياضيالتػقعيػ  
 حيث   

يشتسي إلى فتخة زمشية معيشة إذا كانت ىشاك دوال   دالة حيث      لتكغGronwallمتراجحة: 9تعريف 
∫          حيث      و    و     آخخى          

 

 
 و   
       ∫     

 

 
 تعصى كالتالي: Gronwallستخاجحةفإن   

          ∫              ∫     
 

 
   

 

 
ىي الحج الأقرى      حيث إن:   

  إلى  0عمى الفتخة مغ      الستػقع لمجالة 
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 المناقذة:
 :لمعادلة التفاضلية العذهائية الضبابية المتناظرةالذكل التكاملي ل: صياغة أولاً 
 4] ]لمسعادلة التفاضمية العذػائية الزبابية شكميغ وىسا: إن 

  أولاً : السعادلة التفاضمية العذػائية الزبابية السشحخفة نحػ اليسيغ عمى السجال        

        ∫  (      )   
 

 

 ∫  (      )      
 

 

          
  ثانيا: السعادلة التفاضمية العذػائية الزبابية السشحخفة نحػ اليدار عمى السجال        

         ∫  (      )   
 

 

     ∫  (      )     
 

 

         
 ،        حيث إن: 

متغيخ عذػائي ضبابي    معامل الانتذار العذػائي و  معامل الشجخاف العذػائي الزبابي و  
 بعج  حخكة بخوانيةذات      و

  الآن سشجرس الذكل التفاضمي لمسعادلات الدابقة عمى السجال         
        التخميد:3ملاحظة 

ىي بغس العشاصخ     حيث          يذيخ إلى اخترار     
                العذػائيةوايزاً سشخمد 

ىي     حيث                      بجلًا مغ       
 عسميات عذػائية

حيث يكػن الذكل التفاضمي لمسعادلات التفاضمية العذػائية الزبابية السشحخفة نحػ اليسيغ عمى 
 ىػ:  الالسج

      (      )       
      

   〈             〉         
;          

    
Ω      حيث:  ℱ      ℱ     و      Ω  ℱ            

Ω    و   ℱ(  ) ضبابيعذػائيستغيخ    

                   Ω  ℱ(  )                     
 ( بالذكل:2ويسكغ ان نكتب السعادلة )

      (      )       
         ∑〈               〉

 

   

       

         
    

      أما الذكل التفاضمي لمسعادلة التفاضمية العذػائية الزبابية السشحخفة نحػ اليدار عمى السجال 
 فيأخح الذكل التالي:

           (      )       〈 (      )     〉        
             

             
    

 (                                                            2تكػن معخفة كسا عخفت مغ أجل السعادلة )       و  حيث   
 ( بالذكل:4ويسكششا أن نكتب السعادلة )
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           (      )       ∑〈  (      )      〉

 

   

      
      

     

 التػالي عمى السعادلتيغ: ( نحرل وعمى5( و)3وبإخح الذكل التكاممي لمسعادلتيغ )

       ∫  (      )
 

 
       

         ∑ 〈∫                 
 

 

〉

 

   

     

         ∫  (      )
 

 

       ∑ 〈∫                 
 

 

〉          
          

 

   

 

 ( نجج:2( و )4بجمج السعادلتيغ )
           (      )  

 〈     (      )     〉  ̃(      )   〈 ̃         ̃   〉       
       

                 
         

 حيث:
    ̃   Ω  ℱ      ℱ     و     Ω  ℱ            و 
 ̃    Ω  ℱ           و 

متغيخيػ ضبابيعذػائي     Ω   ℱ     
 ( بالذكل:3( و)5( الشاتجة عغ دمج السعادلتيغ )9ويسكغ كتابة السعادلة )

           (      )   〈∑      

 

   

(      )      〉 

 ̃(      )  〈∑ ̃          ̃    

 

   

〉       
             

                  
    

   بعج  حيث إن: حخكة بخاونية ذات 
  ̃ بعج  حخكة بخاونية ذات                                              

                                                                         
 ̃                                                                      
 ̃         ℱ         

                                   وذلظ مغ أجل كل
 ( نجج:00بأخح الذكل التكاممي لـ )

     ∫     
 

 

 (      )   〈∑∫     
 

 

 

   

  (      )      〉 

   ∫  ̃(      )   〈∑∫  ̃ 
 

 

          ̃    

 

   

〉
 

 
       

          00  

 نجج أن:Hukuharaباستخجام فخق 

          ∫  (      )  
 

 

      ∫  (      )     
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   ∫  ̃(      )   〈∫  ̃(      )  ̃   
 

 

〉
 

 
       

                  
 ( بالذكل التالي:01ويسكغ كتابة السعادلة )

          ∫  (      )   〈∑∫       (      )      
 

 

 

   

〉
 

 

 

   ∫  ̃(      )   〈∑∫  ̃ 
 

 

(      )

 

   

  ̃    〉        
 

 
        

       

 
 حيث:

    ̃    Ω  ℱ     ℱ     
      Ω  ℱ            
 ̃     Ω  ℱ            

Ω  ℱ        
  ̃        ̃   ̃ و          أحادية البعج     {  }ىي حخكات بخاونية مدتقمة 

 ( نجج أن:02عمى السعادلة ) (ii)و (i)وبتصبيق الخاصتيغ 

          ∫  ̃

 

 

(      )           ∫  (      )    
 

 

         
       

 〈∑∫  ̃ 
 

 

 

   

(      )  ̃    〉 〈∑∫   
 

 

 

   

(      )      〉      

 مخة أخخى نجج أن: (ii)و (i)بتصبيق الخاصتيغ 

          ∫  ̃

 

 

(      )           ∫  (      )    
 

 

 〈∑ ∫   
 

 

ℓ

   

(      )      〉             
       

 حيث:
ℓ       
                 ℱ         
                    ̃          ̃  

           أحادية البعج ومدتقمة(:      {  })ىي حخكات بخاونية
                    ̃          ̃  

 ضبابيعذػائيستغيخ   
 وحدانية الحلهل للمعادلات التفاضلية العذهائية الضبابية المتناظرة: دراسة ثانياً:

̃ لجيشا: : ليكغ0تعريف          , ̃      ̃           
 ىػ    ــ نقػل إن حل السعادلة التفاضمية العذػائية الزبابية الستشاضخة 

Ω     السعخفة بالذكل   العسمية العذػائية الزبابية   ℱ     :والتي تحقق 
a تشتسي الى )  (  العسمية العذػائية الزبابية          ℱ     

  (bىي العسمية العذػائية الزبابية                                       
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c تحقق   ( العسمية العذػائية الزبابية     
̃ إذا كانت                  أنيا حل محمي   ونقػل عغ العسمية العذػائية الزبابية     

̃ إذا كانت                   أنيا حل شامل   ــفي حيغ نقػل عغ العسمية العذػائية الزبابية     
 الحي ىػ العسمية العذػائية الزبابية     :نقػل عغ حل السعادلة     :0تعريف

     Ω  ℱ      أنو وحيج إذا أخحنا حل آخخ لمسعادلة التفاضمية العذػائية الزبابية الستشاضخة )ثشائية
Ω     وليكغ     الأشخاف(   ℱ      وتحقق لجيشا              

 مغ أجل كل       
           

 أنو وحيج إذا كان يحقق لجيشا:    حل السعادلة   نقػل عغ     وبريغة أخخى: 
                   

       
Ω     حيث إن   ℱ(  )  وذلظ مغ أجل كل      ىػ أي حل أخخ لمسعادلة     

      
      نحكخ بعس الفخضيات اليامة التي يتصمبيا بحثشا: 

Ω   لتكغ     ℱ    و   ̃      Ω  ℱ     ℱ     
(Ω   )   و     Ω  ℱ     ℱ      ̃   و  ℱ            وذلظ مغ أجل

         ℓ  
      ℱ                   والتي تحقق:   

(Ω   ) ̃       التصبيقات   ℱ     ℱ     
       تكػن             

    
              

        Ω  ℱ        و                           
      تكػن                          

                   
 ℓ         نقرج بيا كلًا مغ    حيث 

γبحيثسغ أجل    يػجج ثابت      تحقق      ℱ             و             
    {  

 (                 )    
 ( ̃         ̃       )  

‖                      ‖ }       
        

         ℓ  
𝛾              )  ويػجج ثابت      )         
γمغ أجل كل               

    {  
         〈 〉  〈 〉    

    ̃     〈 〉  〈 〉 }          
 و     مغ أجل كل

    {‖         〈 〉 ‖ }                   ℓ 
̃ يػجج ثابت    {  }بحيث أن الستتالية ,         

     
                 والسعخفة بالذكل:  (  )ℱ        مغ التصبيقات الزبابية: 

 و        

              
        ∫  ̃

 

 

(         )          ∫  
 

 

(         )    

 〈∑ ∫   
 

 

ℓ

   
(         )      〉                  
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 تكػن معخفة جيجاً.
تحقق الخػاص ℓ        وذلظ مغ أجل كل     ̃      ليكغ لجيشا  ملاحظة:

ىي عسميات عذػائية ضبابية (   الخاصة السػصػفة في   عشجئح فإن التصبيقات               
      ℱ          تشتسي الى             و

، عشجئحٍ مغ أجل                تحقق الخػاص     ̃      : ليكغ لجيشا مبرىنة مداعدة
   {  }الستتالية 

( 05السعخفة كسا في )  
   فإن

        〈 〉         ̃   
     〈 〉     

         ̃                                           
∫حيث                

      ̃   ℓ     (ℓ   )    
     〈 〉  

ℓ)     و   )( ̃   ℓ) 
         بفخض أن    البرىان:

        〈 〉        
 و       حيث    

  عمى شخفي السداواة الدابقة نجج أن:          وبتصبيق الخػاص 

              
      

        ∫  ̃             
 

 

       ∫  (          )   〈∑ ∫                    
 

 

ℓ

   

〉
 

 

 〈 〉 

  ℓ        
     〈 〉      

 
       

     ∫  ̃             
 

 

 〈 〉 

    
 

       
     ∫               

 

 

 〈 〉 

 ∑  ‖∫                   
 

 

‖

 

 
       

    ℓ

   

 

 بالإضافة إلى ذلظ فإن:            وذلظ مغ أجل 

       (ℓ   )    
     〈 〉      

 
       

     ∫  ̃              
 

 

 ∫  ̃   
 

 

〈 〉    

     
 

       
     ∫  ̃   

 

 

〈 〉    〈 〉 

     
 

       
     ∫               

 

 

 ∫     
 

 

〈 〉    

     
 

       
     ∫     

 

 

〈 〉    〈 〉 

  ∑  ‖∫                     〈 〉       
 

 

‖

 

       

    ℓ

   

 

  ∑  ‖∫      〈 〉       
 

 

‖

 

 
       

    ℓ
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حيث                     إذا كانت     وباستخجام الفخضية التالية: )ليكغ
(           )  إن حيث أن  { ىػ                      (         )   } 

     
I تشتسي إلى   (           )           ∫         

 

 
 ℱ     

II  العسمية العذػائية الزبابية      ∫         
 

 
             ىي 

III   
 

       
     ∫       

 

 
 ∫       

 

 
    

 
      ∫   

 (         )  
 

 
 

IV   
 

       
     ∫       

 

 
 ∫       

 

 
      ∫   

 (         )  
 

 
( 

 عمى شخفي الستخاجحة الأخيخة نجج أن: Doobوتصبيق متخاجحة

       (ℓ   )    
     〈 〉     ∫   

    ̃           
 

 

    ̃   〈 〉    

    ∫    
    ̃   

 

 

〈 〉  〈 〉        ∫   
              

 

 

       〈 〉    

    ∫    
      

 

 

〈 〉 〈 〉    

  ∑  ∫ ‖                   〈 〉 ‖ 
 

 

  

ℓ

   

 

  ∑  ∫ ‖     〈 〉 ‖ 
 

 

  

ℓ

   

                                

 ( نحرل عمى:   ( و)  بتصبيق الخاصتيغ )

       (ℓ   )    
     〈 〉       ℓ  ∫     

 

 

      

  ℓ   ∫    
          

 

 

〈 〉            ∫        
 

 

   
 بػاسصة الستخاجحة الأخيخة يسكغ أن نكتب:

      ∫                 

 

 

                     

        ̃    
     〈 〉    ∫               

 

 

                     

    مغ أجل 
 نحرل عمى: Cornwall'sبتصبيق متخاجحة

        ̃    
     〈 〉                          

    ̃        وىحا يدسح لشا أن نذيخ أن
     〈 〉     ̃          ( ̃) 

 مغ أجل:    ̃      محققةمغ أجل                إذا كانتالذخوط : مبرىنة
        ℓ ( تسمظ حل محمي وحيج.05الستشاضخة )فإن السعادلة التفاضمية العذػائية الزبابية 

   :  البرىان
 (             )       

     و    مغ أجل            
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 يسكغ أن نكتب: ix, v،ivبتعػيس كل بقيستو واستخجام الخػاص

              
      

        ∫  ̃        
 

 

  

       ∫             〈∑ ∫               
 

 

ℓ

   

〉
 

 

    

     
         

       ∫  ̃        
 

 

        ∫           
 

 

    

   ‖∑ ∫               
 

 

ℓ

   

‖

 

       

       

     
         

    ∫  ̃        
 

 

 〈 〉       
         

    ∫          
 

 

 〈 〉 

  ℓ ∑  ‖∫               
 

 

‖

 

       

       ℓ

   

 

 عمى:نحرل 0تعريف مغ          والخاصتيغ Doob'sومتخاجحةالسبخىشة السداعجةباستخجام 

                   
     〈 〉           ∫       

 

 

    

̃ )     حيث  ℓ
 
)    ̃   

     〈 〉   ∫          
  

 
 عمى:نحرم    بالإضافة لحلظ فإنو مغ أجل 

          ( ̃  ℓ
 
)∫        

 

 

       

 فإن:   وبالتالي يسكغ أن نجج أنو مغ أجل 

        

[  ( ̃    ) ]
   

      
                 

 ( نحرل عمى:01والستخاجحة )Chebyshev'sباستخجام متخاجحة

 (   
         

                   
 

  
)        ̃     

    ( ̃    ) ̃    

      
 

∑وبسا أن الدمدمة     
       ( ̃ متقاربة وبالتالي نجج أن:   ⁄          ̃ (   

0= (           
                    

 

  ) 
 و(لـبالشدبةمدتسخةعسمية  )   بحيث أن بذكل مذابو لسا سبق نجج أنو يػججعسمية عذػائية ضبابية

             ℱ      بحيث       

                   
   
  عشجما    →

   وتحقق  
     مغ أجل               

 ( لجيشا:05ىػ حل لمسعادلة )  الآن يجب أن نثبت أن 

   
          ∫  ̃(      )  
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       ∫  (      )     〈∑ ∫   (      )      
 

 

ℓ

   

〉
 

 

 

     
     ∫  ̃(         )  

 

 

        ∫  (         )  
 

 

     

 ∫  ̃(      )   
 

 

       ∫  (      )  
 

 

   

     
  ∫  ̃(         )  

 

 

 ∫  ̃(      )  
 

 

  

     
  ∫  (         )  

 

 

 ∫  (      )  
 

 

 

  ℓ ∑  

ℓ

   

‖∫ (  (         )    (      ))       
 

 

‖

 

 

 نحرل عمى: Lebesgue'sونطخيةتقارب(  خاصة )والمسبخىشة السداعجةعشجئح وفقاً ل

   
      (   ∫  ̃(      )  

 

 

) 

       ∫  (      )     〈∑ ∫   (      )      
 

 

ℓ

   

〉
 

 

 

   (  ̃  ℓ
 
)∫    

 (            )  
    
→     

  

 

 نجج أن:     وبالتالي مغ أجل 

   
            ∫  ̃          

 

 

  

       ∫  (      )     〈∑ ∫   (      )      
 

 

ℓ

   

〉
 

 

    

 نكتب:     إذاً مغ أجل كل 

             ∫  ̃          
 

 

  

       ∫  (      )     〈∑ ∫   (      )      
 

 

ℓ

   

〉
 

 

   
    

 نحرل عمى: (لـبالشدبةمدتسخةعسمية  ) وبسا أن العسمية

             ∫  ̃          
 

 

  

       ∫  (      )     〈∑ ∫   (      )      
 

 

ℓ

   

〉
 

 

        
       

 (05ىػ حل محمي لـ )     ℱ       وىحا يثبتأن 
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حل آخخ لمسعادلة      ℱ       مشبخىغ ىحا الحل وحيج مغ أجل ذلظ لشفخضأن الآن
 (05التفاضمية العذػائية الزبابية الستشاضخة )

        ولشكتب:
 

       
     مغ أجل  (         )   

         
  ∫  ̃(      )  

 

 

 ∫  ̃(      )  
 

 

 

     
  ∫  (      )  

 

 

 ∫  (      )  
 

 

 

   ∑  

ℓ

   

‖∫ (  (      )    (      ))       
 

 

‖

 

   ( ̃  ℓ
 
)∫      

 

 

 

 :ندتشتج أن    مغ أجل        نحرل عمى  Gronwall'sباستخجام متخاجحة
   

 
    

   
(         )   

 وحيج.   أي أن الحل   
 :والتهصيات لنتائجا

تػصمشا في ىحا البحث لكتابة السعادلة التفاضمية العذػائية الزبابية الستشاضخة بذكميا التفاضمي 
أنو في حالة كانت متغيخات ىحه السعادلة عذػائية ضبابية متعجدة القيع ومعاملاتيا خاضعة  والتكاممي وأثبتشا

.ونػصي بأن يتع دراسة حمػل ىحه السعادلات عشجما تكػن      فإن ليا حل وحيج عمىالذامل  لذخط ليبتذد
 .      معاملاتيا تخزع لذخط ليبتذد السحمي والسعسع عمى 
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