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 □ملخّص  □
 

مفتؾحة _   مجسؾعة    ن  : يقال بأعشجئح  ، ومجسؾعة جدئية مش  ( فزاء تبؾلؾجي ولتكؽ ,X  ) ليكؽ
         ( )     تحقق الذخط:  فيو إذا وفقط إذا

في ىحا البحث وبالاعتساد عمى ىحا الشسط مؽ السجسؾعات السفتؾحة قسشا بتعخيف مؾضؾعات فرل 
ومؾضؾعات  كسا درسشا العلاقة التي تخبط بيؽ ىحه السؾضؾعات ،   -  و    -  و     -   ججيجة وىي 

 ومؽ أىؼ ما تؾصمشا إليو ىؾ: الفرل السعخوفة سابقا  
ليدت صفة وراثية بيشسا ىي صفة تبؾلؾجية حيث    -  ىؾ ( ,X  )إن صفة كؾن الفزاء  -1

        
 وفي، أما العكذ غيخ صحيح برؾرة عامة       حيث   -  ىؾ فزاء    إن كل فزاء  -2

غيخ صحيح  ذالعكو    -  ىؾ فزاء    أنو ليذ مؽ الزخوري أن يكؾن كل فزاء وججنا     حالة 
 برؾرة عامة.

 حيث    -  الفزاءات ،  السجسؾعة السغمقة مؽ الشؾع  ،  السجسؾعة السفتؾحة مؽ الشؾع  الكلمات المفتاحية:
  .ىؾمؾمخفيدم_   التظبيق  ،  لجالة السدتسخة مؽ الشؾع ا،        
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□ ABSTRACT □ 

 

 

 

 

Let (X, ) be a topological space and let A be a subset of it, A is said to be a     – 

open set if and only if following condition is true:      ( )       . 

In this research, and based on this type of open sets, we defined a new Separation 

axiom, which are:   -   ,    -   ,   -    . we also studied the relationship between these 

axioms and Separation axioms are known previously, the most important is: 

1. the property of a space being    -   is not hereditary property, but it is a 

topological property where i=0,1,2.  

2. every space    is a space   -   where        but the converse is not right in 

general, in the case of     we found that it is not necessary for every space    to be a 

space   

   -   , and the converse is not right in general.  

Keywords: topological space,    - open set ,    - closed set , spaces    -   where 

       ,   - continuous function ,   - homeomorphism function.  
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 :(introduction)مقدمة  .1
فقج قجم  ،تعج السجسؾعات السفتؾحة والسغمقة المبشة الخئيدية في بشاء التبؾلؾجيا والفزاء التبؾلؾجي 

وعخف  ،1963السجسؾعة نرف السفتؾحة في عام  Levin [1]عخف الباحث مختمفة حيث  الباحثؾن أنساطا  
Abd EL-Monsef  عخفؾا مفيؾم  1983وفي عام ، 1982 [2] وآخخون مفيؾم السجسؾعة قبل السفتؾحة عام

كسا عخفت زلؾخ محسؾد  ، [3]وثؼ درسؾا العلاقة بيؽ ىحه السجسؾعات ،  βالسجسؾعة السفتؾحة مؽ الشؾع 
 [15]ودرست العلاقة بيشيا وبيؽ السجسؾعات الدابقة    السجسؾعة السفتؾحة مؽ الشؾع  2022عام وآخخون 

 الباحثووضع  . [7]   تعخيف السجسؾعة السفتؾحة مؽ الشؾع  shareefوضع الباحث  2007وفي عام 
khalaf  السجسؾعة السفتؾحة مؽ لتعخيفو بالإضافة  [8] 2007عام    تعخيف السجسؾعة السفتؾحة مؽ الشؾع

بالاعتساد عمى ىحه الأنؾاع مؽ  تؼ تعخيف أنساط ججيجة مؽ مؾضؾعات الفرل .[9] 2009عام    الشؾع 
،  [10]،  [6]،  [5]،  [4]ودراسة خرائريا والعلاقات فيسا بيشيا و يتزح ذلػ في الأعسال  السجسؾعات

يجة بالاعتساد عمى السجسؾعة وفي بحثشا ىحا قسشا بتعخيف مؾضؾعات فرل جج.[14] ،[13] ، [12]،  [11]
 . ا  ودرسشا أىؼ خرائريا والعلاقات فيسا بيشيا وبيؽ مؾضؾعات فرل معخفة سابق   السفتؾحة مؽ الشؾع 

 أىمية البحث وأىدافو: .2
في كؾنو يقجم إضافة في مجال مؾضؾعات الفرل في الفزاءات التبؾلؾجية وذلػ تكسؽ أىسية البحث 

   مؽ الشؾع لجراسة مؾضؾعات الفرل  البحث ييجفو  ،   عمى السجسؾعات السفتؾحة مؽ الشؾع بالاعتساد 
 . وإيجاد العلاقة بيشيا وبيؽ مؾضؾعات الفرل السعخوفة سابقا  

 طرائق البحث ومهاده: .3
بذكل خاص ما يتعمق كد يعتسج ىحا البحث عمى بعض السفاىيؼ الأساسية في التبؾلؾجيا العامة ويخ 

 بسؾضؾعات الفرل. 
 البحث: بعض الرمهز والمرظلحات المدتخدمة في 1.2

(X, )  فزاء تبؾلؾجي 
O(X)     السجسؾعات السفتؾحة مؽ الشؾع    
cl(A)  لراقة السجسؾعةA 
int(A)  داخمية السجسؾعةA 
cl(A)     لمسجسؾعة    المراقة مؽ الشؾعA  
int(A)     لمسجسؾعة    الجاخمية مؽ الشؾعA  
D(A)     لمسجسؾعة    السذتقة مؽ الشؾعA  
V(A)     لمسجسؾعة    السجاورة مؽ الشؾعA 
S-    حيثi=0,1,2)  مؾضؾعات الفرل مؽ الشؾع )S 
-   β  حيثi=0,1,2)  مؾضؾعات الفرل مؽ الشؾع )β  
    ( مؾضؾعات الفرل مؽ الشؾع  (i=0,1,2حيث       -
    _ ىؾمؾمخفيؾم مؽ الشؾع   

 التعاريف الأساسية: 1.2
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نيا مجسؾعة نرف مفتؾحة إذا تحققت إ( X, في الفزاء التبؾلؾجي ) Aيقال عؽ السجسؾعة  :[1] 1تعريف
 . SO(X)ويخمد لأسخة السجسؾعات نرف السفتؾحة بالخمد    cl (int(A)) Aالآتية: العلاقة 

إذا   نيا مجسؾعة مفتؾحة مؽ الشؾع إ (X, في الفزاء التبؾلؾجي ) Aالسجسؾعة يقال عؽ  :[2] 2تعريف
 .   O(X)بالخمد  ويخمد لأسخة السجسؾعات السفتؾحة مؽ الشؾع  cl (int(cl(A)))   A الآتية:تحققت العلاقة 
نيا مجسؾعة إ( X, في الفزاء التبؾلؾجي )  السفتؾحة مؽ الشؾع  Aيقال عؽ السجسؾعة  :[15] 2تعريف

   F    xأن :بحيث  Fتؾجج مجسؾعة نرف مغمقة ولتكؽ   A xمؽ أجل كل  كان:إذا    مفتؾحة مؽ الشؾع 
 .    O(X)بالخمد    ونخمد لأسخة السجسؾعات السفتؾحة مؽ الشؾع  

مؽ أجل كل نقظتيؽ مختمفتيؽ إذا كان  S-  نو فزاء إ (X, )يقال عؽ الفزاء التبؾلؾجي  :[4] 4فيتعر 
 دون الأخخى. yأو  x( بحيث تشتسي ليا إحجى الشقظتيؽ  ,X)مؽ نقاطو تؾجج مجسؾعة نرف مفتؾحة في     

مؽ أجل كل نقظتيؽ مختمفتيؽ  إذا كان S-  نو فزاء إ (X, )يقال عؽ الفزاء التبؾلؾجي  :[4] 4تعريف
x,y  و    مؽ نقاطو تؾجج مجسؾعتيؽ نرف مفتؾحتيؽ ولتكؽ   ( فيX,   :يحققان )    , x    y  و 

    y    ,    x  . 
إذا كان مؽ أجل كل نقظتيؽ مختمفتيؽ  S-  نو فزاء إ (X, )يقال عؽ الفزاء التبؾلؾجي : [4] 5تعريف

x,y  و    مؽ نقاطو تؾجج مجسؾعتيؽ نرف مفتؾحتيؽ ولتكؽ   ( فيX,  :بحيث أن )∅  =       . 
إذا كان مؽ أجل كل نقظتيؽ مختمفتيؽ  β -  نو فزاء إ( X, عؽ الفزاء التبؾلؾجي ) قالي [6]: 6تعريف

x,y  مؽ نقاطو تؾجج مجسؾعة مفتؾحة مؽ الشؾعβ  في(X,  بحيث تشتسي ليا إحجى الشقظتيؽ )x  أوy  دون الأخخى. 
إذا كان مؽ أجل كل نقظتيؽ مختمفتيؽ  β -  نو فزاء إ( X, عؽ الفزاء التبؾلؾجي ) يقال :[6] 8تعريف

x,y  مؽ نقاطو تؾجج مجسؾعتيؽ مفتؾحتيؽ مؽ الشؾعβ  في(X,  ولتكؽ )    يحققان:    و    , x    y  و 
    y    ,    x  . 

إذا كان مؽ أجل كل نقظتيؽ مختمفتيؽ  β -  نو فزاء إ( X, عؽ الفزاء التبؾلؾجي )يقال  : [6] 8تعريف
x,y  مؽ نقاطو تؾجج مجسؾعتيؽ مفتؾحتيؽ مؽ الشؾعβ  و    ولتكؽ   ( فيX,  :بحيث أن )∅  =        . 

نيا نقظة إمؽ نقاطو  xيقال عؽ الشقظة  ،( X, مجسؾعة مؽ نقاط فزاء تبؾلؾجي ) Aلتكؽ  :[15] 12تعريف
تدسى مجسؾعة جسيع الشقاط  ,   O(X)    ; u   ∅ u   A :إذا تحقق الذخط Aبالسجسؾعة    لاصقة مؽ الشؾع 

 .    cl(A)ويخمد ليا بالخمد   بمراقة السجسؾعة مؽ الشؾع  Aبسجسؾعة    اللاصقة مؽ الشؾع 
   نيا مجاورة مؽ الشؾع إ Aيقال عؽ  ، ( X, مجسؾعة مؽ نقاط فزاء تبؾلؾجي ) Aلتكؽ  [15]: 11تعريف

ويخمد لأسخة    u x   بحيث يكؾن:  uمثل    مؽ نقاط الفزاء إذا وججت مجسؾعة مفتؾحة مؽ الشؾع  xلشقظة 
 .    )x Vبالخمد )    جسيع السجاورات مؽ الشؾع 

نيا نقظة إمؽ نقاطو  xيقال عؽ الشقظة  ، ( X, مجسؾعة مؽ نقاط فزاء تبؾلؾجي ) Aلتكؽ  [15]: 11تعريف
       u x    ; O(X)    u   إذا تحقق الذخط:  Aلمسجسؾعة    داخمية مؽ الشؾع 

(   )   ولتكؽ الجالة  تبؾلؾجييؽ،فزاءيؽ  (   )( و X, ليكؽ ) [15]: 12تعريف عشجئح  ، (   ) 
 مؽ أجل كل ( ,X)في    مجسؾعة مفتؾحة مؽ الشؾع  ( )   إذا كانت    نيا دالة مدتسخة مؽ الشؾع إ  يقال عؽ 

 . (   )مجسؾعة مفتؾحة في الفزاء   
 



 University Journal. Basic Sciences Series Tartous 4202( 1( العدد )8الأساسية المجلد ) العلمية العلوممجلة جامعة طرطوس 

 

111 
 

  والمناقذة:النتائج  .4
إذا كان مؽ أجل كل نقظتيؽ     -  نو فزاءإ( ,X نقؾل عؽ الفزاء التبؾلؾجي ) :1.3تعريف 

أو  x( بحيث تشتسي ليا إحجى الشقظتيؽ  ,X)في    مؽ نقاطو تؾجج مجسؾعة مفتؾحة مؽ الشؾع  x,yمختمفتيؽ 
y لأخخى دون ا.  

إذا كان مؽ أجل كل نقظتيؽ     -  نو فزاءإ( ,X نقؾل عؽ الفزاء التبؾلؾجي ) :1.3 تعريف
 ,    يحققان:     و    ( ولتكؽ  ,X)في    مؽ نقاطو تؾجج مجسؾعتيؽ مفتؾحتيؽ مؽ الشؾع  x,yمختمفتيؽ 

x    y   و   y    ,    x  . 
إذا كان مؽ أجل كل نقظتيؽ     -  نو فزاءإ( ,X نقؾل عؽ الفزاء التبؾلؾجي ) :2.3تعريف 

=  ∅بحيث أن:    و    ( ولتكؽ  ,X)في    مؽ نقاطو تؾجج مجسؾعتيؽ مفتؾحتيؽ مؽ الشؾع  x,yمختمفتيؽ 
         . 

نيا إمؽ نقاطو  xنقؾل عؽ الشقظة  ،(,X مجسؾعة مؽ نقاط فزاء تبؾلؾجي ) A: لتكؽ 3.3تعريف 
مؽ أجل  + *     u   A    &A ∅ يؽ الآتييؽ:إذا تحقق الذخط Aلمسجسؾعة    نقظة تخاكؼ مؽ الشؾع 

 Aلمسجسؾعة    ندسي مجسؾعة جسيع نقاط التخاكؼ مؽ الشؾع ،   ل  u   أية مجاورة مفتؾحة مؽ الشؾع 
 .     D(A)ونخمد ليا بالخمد  ،   بسذتقة السجسؾعة مؽ الشؾع 

(   )  فزاءيؽ تبؾلؾجييؽ، ولتكؽ الجالة (   )( و,X ليكؽ ) :4.3تعريف  عشجئح  ، (   ) 
 تية:لآ_ىؾمؾمخفيدمية إذا حققت الذخوط ا   نيا دالةإ  نقؾل عؽ الجالة 

     تقابل 
  عمى    مدتسخة مؽ الشؾع   الجالةX  
  عمى   مدتسخة مؽ الشؾع   لمجالة     الجالة العكديةY . 
 

 تية متكافئة: عشجئح تكؾن الذخوط الآ ،( فزاء تبؾلؾجي كيفي ,X)ليكؽ : (1مبرىنة )
1- (X, )  فزاء-       
     )cl(     ({x} cl {y})يكؾن: مؽ نقاطو x,yمؽ أجل كل نقظتيؽ مختمفتيؽ  -2
 )cl {y})أو    cl(    y {x})مؽ نقاطو إما  x,yمؽ أجل كل نقظتيؽ مختمفتيؽ  -3

     x  
 :البخىان

مؽ نقاطو  yو  x بالتالي مؽ أجل أي نقظتيؽ مختمفتيؽو       -فزاء  ( ,X)بفخض أن :  2   1
 O(X)وبسا أن   {y}  =  ∅ومشو    x    y ,   بحيث أن    _ مفتؾحة ولتكؽ    تؾجج مجسؾعة ، 
        

بالسجسؾعة نجج    وبحدب تعخيف الشقظة اللاصقة مؽ الشؾع          )x V) أي أن   x   و  
 أن

 ({y} cl(      x ، ية ثانية )مؽ ج{x} cl(    {x}   x  ( أي أن{x} cl(    x   وبسخاعاة
     )cl(     ({x} cl {y}نجج أن: ) xالاختيار الكيفي ل 
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نفخض  ( ,X) مؽ نقاط x,yكل نقظتيؽ مختمفتيؽ مؽ أجل     )cl(     ({x} cl {y}بفخض أن ):  2   3
 &  cl(      {y} {x})(_* )ىحا يعشي أن:  cl(     y {x})و   cl(    x {y}) ججلا أن
({y} cl(      {x}  نحرل عمى: (*)لمعلاقة    وبأخح المراقة مؽ الشؾع 
 _)**((({x} cl(    cl(      ({y} cl(    ( وبسا أن{x} cl(     مغمقة فإن_   مجسؾعة 
 ({x} cl(    (( ={x} cl(    cl(      بالعؾدة لمعلاقة(** ) 

مؽ     )cl(      ({x} cl {y})(_ II) بظخيقة مذابية نجج أن     )cl(      ({y} cl {x})( _I)نجج أن 
 )cl {x})إما وىحا تشاقض مع الفخض الججلي الخاطئ ومشو      )cl(    (={x} cl {y}( نجج أن )II( و )I)العلاقتيؽ 

   y    أو({y} cl(      x  
 مؽ نقاط x,yمؽ أجل كل نقظتيؽ مختمفتيؽ  cl(      x {y})أو    cl(    y {x})إما بفخض أن : 3  1 

(X, )  ولشبخىؽ أن(X,  ) الآن لشأخح       -فزاء({y} cl(      x  عشجئح({y} cl(    \ X x   ( وبسا أن{y} 
cl(     مغمقة فإن )_   مجسؾعة{y} cl(    \ X  وبؾضع ة_ مفتؾح   مجسؾعة 

 ({y} cl(    \ X  =    نجج أن   , x    y    بالتالي(X, )  فزاء-        
 ليدت صفة وراثية       -فزاء  ( ,X)صفة كؾن الفزاء  إن (:1ملاحغة )

 سشؾضح ذلػ مؽ خلال عخض السثال الآتي: 
 نجج أن :   =  {X, ∅, {a},{b},{a,b} }مع التبؾلؾجيا X ={a,b,c}   لشأخح السجسؾعة(: 1مثال) 

O(X) ={ X, ∅, {a},{b},{a,b},{a,c},{b,c}}      الفزاءX  فزاء-      
    O(y)= {y, ∅ }و     =,y} ∅ ،{{b} حعشجئ y={b,c}الآن لشأخح السجسؾعة 

 .      -( ليذ فزاء  ,y   الفزاء )  
 ىي صفة تبؾلؾجية       -فزاء  ( ,X)إن صفة كؾن الفزاء  (:2مبرىنة )
 البخىان:

فزاء تبؾلؾجي كيفي بحيث أن  (   )و       -فزاء تبؾلؾجي كيفي بحيث أنو فزاء  ( ,X)نفخض أن  
(X, )  و    ، لتكؽ       -فزاء   (   )ولشبخىؽ أن الفزاء    مؽ الشؾع  ىؾميؾمؾرفييؽفزاءيؽ  (   )و

ة فيو بحيث تشتسي ليا إحجى الشقظتيؽ _ مفتؾح   مجسؾعة    ولتكؽ  (   )نقظتيؽ كيفيتيؽ مؽ نقاط الفزاء    
مؽ ؾجج ىؾمؾمخفيدم يفإنو    مؽ الشؾع  ىؾميؾمؾرفييؽفزاءيؽ  (   )و  ( ,X)دون الأخخى وبسا أن    أو   

(   )  مثل    الشؾع   غامخ فإنو يؾجج  و     ،       Y، وبسا أن   (   ) 
 X    x ، y  بحيث يكؾن ( ) ( ) و      ( ) فإن       وبسا أن      وبسا أن  ( )  

 فخضا لحلػ تؾجج مجسؾعة      -والحي ىؾ  Xمؽ نقاط     ، ومشو حرمشا عمى     متبايؽ فإن   
( )  (  )  ( ) وبالتالي فإن   x    y ,  بحيث أن    ة ولتكؽ _ مفتؾح     ىحا  و (  )  

   و    مؽ الشؾع مفتؾح   فإن     مؽ الشؾع ىؾمؾمخفيدم   وبسا أن  (  )    و  (  )    يعشي أن 
 ومشو وججت مجسؾعة Yة في _ مفتؾح   مجسؾعة   (  ) لحلػ نجج أن  Xة في _ مفتؾح   مجسؾعة 
  (   ) وبالتالي نجج أن   (  )    و  (  )    بحيث أن  (  ) ولتكؽ ة_ مفتؾح    
  أيزا       -فزاء  

 عشجئح:  ، اّ كيفي اّ تبؾلؾجياءّ ( فز ,X)ليكؽ : (3مبرىنة)



 University Journal. Basic Sciences Series Tartous 4202( 1( العدد )8الأساسية المجلد ) العلمية العلوممجلة جامعة طرطوس 

 

121 
 

مؽ أجل    مجسؾعة مغمقة مؽ الشؾع  + *كانت إذا وفقط إذا       -فزاء  ( ,X)يكؾن الفزاء  
      X كل

 (: لدوم الذخط  البخىان: 
وبحدب      عشجئح نجج أن  + *  نقظة كيفية مؽ السجسؾعة  yنقظة كيفية و     X لتكؽ

    ,    x    y   &   y ,     تحققان:   و    تيؽ مثل _ مفتؾح   ؾجج مجسؾعتيؽ تالفخض فإنو 
x    

وبسخاعاة الاختيار الكيفي  (+ *  )       وىحا يعشي أن    y      + *  بالتالي إن 
علاقة محققة  (+ *  )         + *  وبسا أن   + *     (+ *  )     نجج أن  لمشقظة 

 دوما
 + *_ مفتؾحة وبالتالي    مجسؾعة + *    وعميو نجج أن  (+ *  )     =   + *  فإن  
      X_مغمقة مؽ أجل كل   مجسؾعة 
 (: كفاية الذخط  

   مجسؾعة مغمقة مؽ الشؾع  + *، عشجئح وبحدب الفخض   نقظتيؽ مختمفتيؽ مؽ نقاط   و   لتكؽ 
وبالسثل نجج      + *  و      + *  ومشو     + *فإن      وبسا أن  ،     Xمؽ أجل كل

 أن
تيؽ _ مفتؾح   مجسؾعتيؽ  + *  و  + *  وبسلاحغة أن     + *  و      + *   
       -فزاء  ( ,X)الفزاء نجج أن 

 ليدت صفة وراثية       -فزاء  ( ,X)إن صفة كؾن الفزاء  (:2ملاحغة )
 سشؾضح ذلػ مؽ خلال عخض السثال الآتي: 
 مع التبؾلؾجيا X=  {1,2,3,4}(: لشأخح السجسؾعة 2مثال ) 

  نجج أن:   =    {{1,2,3},{2,3},{1,3},{1,2},{3},{2},{1} ,∅ ,  }
{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3},{1,4},{2,4},{3,4},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4}}،

∅O( )= {  ,    
 عشجئح: y = {3,4}لشأخح السجسؾعة  ،      -فزاء  ( ,X)الفزاء 

 {y, ∅ , {3}} =    و} ∅ O(y) ={ y,    ومشو الفزاءy ,   )  ليذ فزاء )-      
 :عشجئح   ،ا  كيفي ا  تبؾلؾجي ( فزاء   ,X)ليكؽ  (:1)نتيجة 

( )   بالتالي فإن    -Sفزاء  Xإذا كان     ( )  
 البخىان:

( )    ( _I) لجيشا  لشبخىؽ الاحتؾاء السعاكذ  ،علاقة محققة دوما ( )   
  نسيد حالتيؽ: ، ( )    لتكؽ 

  ومشو تؼ السظمؾب  ( )     فإن     إذا كانت 
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  بالتالي مؽ أجل كل ،    إذا كانت X      وبسا أنX  فزاءS-    ومشو وحدب مبخىشة
+ *  _ مغمقة ومشو Sمجسؾعة  + *نجج أن  [14]  مفتؾحة _   مجسؾعة   وعميو فإن    

( و I)تالي ومؽ العلاقتيؽ بال  ( )     ( )    _ (II) نجج أن  وبسخاعاة الاختيار الكيفي ل
(II)   نجج أن   ( )  وىؾ السظمؾب  ( )   

(   )  ليكؽ (: 1) تمييدية  : عشجئح   ،ا  كيفي ا  تابع (   ) 
(( ) )          كانإذا وفقط إذا    تابع مغمق مؽ الشؾع       (    ( ))  
ولشبخىؽ أن  (   )مجسؾعة كيفية مؽ نقاط   وأن    تابع مغمق مؽ الشؾع   (: بفخض أن   البخىان:   

    ( ( ))  علاقة محققة دوما ( )         _)*(  وبسا أن (( )    )  
(( ) )     ((( )    ) )     ( _I: )بالتالي بأخح الرؾرة السباشخة لظخفي العلاقة * نجج أن وبسا   

  (( )    ) فخضا فإن السجسؾعة    مغمق مؽ الشؾع   والتابع  (   )_مغمقة في    مجسؾعة  ( )    أن 
بالتعؾيض في  ((( )    ) )    =  (( )    )  أن لحلػ نجج  (   )_مغمقة في    مجسؾعة 

(( ) )    نجج أن  (I)العلاقة    (    ( ))    
( )    عشجئح نجج أن  (   )_مغمقة كيفية في     مجسؾعة  (: لتكؽ      الشغخية حدب   

 وبالتالي  [15]في  (2.3.1)  
 (II_)   ( )   نجج أن   وبتظبيق الفخض عمى السجسؾعة (( )    )  
(III_)     ( ( ))  ( فشجج أنIII)( في العلاقة II)ومشو نعؾض العلاقة  ((( )    )  
  ( )     ( ( ))  علاقة محققة دوما وعميو فإن ( )    (( ) )    ولكؽ   
وبسخاعاة الاختيار الكيفي ل  (   )_مغمقة في    مجسؾعة  ( ) ىحا يعشي أن  ( ) =  (( ) )     

    مغمق مؽ الشؾع   نجج أن التابع   
(   )  ليكؽ (: 2) تمييدية  :عشجئح   تقابلا   (   ) 

    ومغمق مؽ الشؾع    مؽ الشؾع  خمدتس   إذا وفقط إذا كان   ىؾمؾمخفيدم مؽ الشؾع    
 (: لدوم الذخط   البخىان:  

   الآن لشبخىؽ أنو مغمق مؽ الشؾع  ،   مدتسخ مؽ الشؾع نجج أنو    أنو ىؾمؾمخفيدم مؽ الشؾع   مؽ شخوط 
  (   )في     مجسؾعة مغمقة مؽ الشؾع   لتكؽ 

( )    بالتالي فإن  ( )  )*( _ ولشبخىؽ أن         , ( )-  
( )  (_I) لجيشا  علاقة محققة دوما بقي أن نبخىؽ الاحتؾاء السعاكذ: -( ) ,     

      ( )   ( )   (    ( ))      ( ( ))      . (    ( ))/  

    .    ( ( ))/   ( )  
 ( ) ( نجج أن العلاقة )*( محققة ومشو II)و  (I)مؽ العلاقتيؽ  -( ) ,       ( )  ( _II)بالتالي 

    مغمق مؽ الشؾع   وعميو فإن  (   )في    مجسؾعة مغمقة مؽ الشؾع 
 كفاية الذخط (:    

  عمى    مدتسخ مؽ الشؾع     بقي أن نبخىؽ أن    عمى   مدتسخ مؽ الشؾع   تقابل و   ا بالفخض لجيش
( ) عشجئح  (   )_مغمقة في    مجسؾعة   لتكؽ   مجسؾعة ( ) عميشا أن نبخىؽ أن  ( )  (   ) 
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( )    فإن  (   )_مغمقة في    مجسؾعة   بسا أن  (   )_ مغمقة في       بحد    
 الشغخية

( ) نجج أن ( 1) التسييجيةو  [15] ( في2.3.1)  مجسؾعة  ( ) بالتالي فإن  -( ) ,     
وعميو فإن   عمى    مدتسخ مؽ الشؾع     نجج أن  وبسخاعاة الاختيار الكيفي ل  (   )_ مغمقة في    
    ىؾمؾمخفيدم مؽ الشؾع   

 ىي صفة تبؾلؾجية       -فزاء  ( ,X)إن صفة كؾن الفزاء التبؾلؾجي  (:4مبرىنة )
 البخىان: 

,X)بفخض أن  أي بيشيسا    مؽ الشؾع  ىؾميؾمؾرفييؽ فزاءيؽ تبؾلؾجييؽ كيفييؽ (   )و  ( 
فزاء  (   )ولشبخىؽ أن        -مثلا فزاء  ( ,X)واحج عمى الأقل بحيث أن    ىؾمؾمخفيدم مؽ الشؾع 

  + *  لتكؽ  ،      -
 ىؾميؾمؾرفييؽفزاءيؽ  (   )و  ( ,X)، عشجئح وبسا أن  (   )مجسؾعة كيفية مؽ نقاط الفزاء 

(   )  مثل    فإنو يؾجج ىؾمؾمخفيدم مؽ الشؾع    مؽ الشؾع  تقابل فإنو تؾجج   ، وبسا أن  (   ) 
( ) ( بحيث يكؾن  ,Xفي ) + *  مجسؾعة وحيجة العشرخ   فخضا        -( فزاء ,Xولكؽ )   

ىؾمؾمخفيدم   وبسا أن  ،(  ,Xفي )   مجسؾعة مغمقة مؽ الشؾع  + *  نجج أن  (3لحلػ حدب السبخىشة )
مجسؾعة مغمقة  ( ) ومشو تكؾن السجسؾعة    مغمق مؽ الشؾع   ( نجج أن 2) جيةسييتوحدب ال   مؽ الشؾع 
( نجج 3لحلػ حدب السبخىشة ) (   )_ مغمقة في    مجسؾعة  + *  أي أن   (   )في    مؽ الشؾع 

       -فزاء  (   )أن 
 الذخوط الآتية متكافئة:  عشجئح   ا  كيفي ا  تبؾلؾجي فزاء   ( ,X)ليكؽ (: 5مبرىنة )

1. (X,  فزاء )-       
:     Xمؽ أجل كل نقظة .2 + *تتحقق العلاقة الآتية  

  ( )      حيث  +(  )    * 
 تؾجج مجاورتيؽ Xنقظتيؽ مختمفتيؽ مؽ نقاط  yو xمؽ أجل كل  .3

  ( )      و  ( )      بحيث يكؾن  ( )      ( )                  
 البخىان:

ل    وحدب تعخيف السجاورة مؽ الشؾع      Xولتكؽ      -( فزاء  ,X: بفخض أن )   2 1 
     + *   (  )          (  )    فإن        (  )    وبسا أن      نجج أن   

نقظة كيفية مؽ نقاط  y، مؽ جية ثانية لتكؽ  ( )      حيث  + *   +(  )    * )*( _  
بحيث    و    مفتؾحتيؽ  –   ومشو وحدب الفخض تؾجج مجسؾعتيؽ      وبسا أن  + *  السجسؾعة 

 يكؾن 
  بسجسؾعة نجج أن    ومشو وحدب تعخيف الشقظة اللاصقة مؽ الشؾع           =∅ 

وبالتالي       (  )    ومشو نجج أن   ل    ىي إحجى السجاورات مؽ الشؾع    ولكؽ  (  )    
   + *      (  )         نجج أن  وبسخاعاة الاختيار الكيفي ل       (  )        

 _ )**(* +    *    (  )+  
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+ *مؽ العلاقتيؽ )*( و )**( نجج أن    *    (  )+  
+ *: بفخض أن 2   3  ومشو نجج أن ( ,X)مؽ نقاط      و لتكؽ  +(  )    *  

 * +   *    ( )+  &* +  وبالتالي    + *فإن      وبسا أن  ، +( )    *  
  (  )        ;  ( )       ومشو  +( )    *    
   ;  ( )        ومشو    +( )    * وبالتالي     + *فإن      وبسا أن  

    (  )    
ومشو تؾجج   ( )      ( ومؽ الفخض نجج أن  ,Xمؽ نقاط )     : مؽ أجل كل نقظتيؽ  3  1

وعميو فإنو مؽ   ل    مجاورة مؽ الشؾع   وبسا أن        = ∅بحيث يكؾن    مثل   ل    مجاورة مؽ الشؾع 
        = ∅بحيث يكؾن    وججت مجاورتان مؽ الشؾع      أجل 

وبسا        = ∅بحيث يكؾن    مثل   ل    ومشو تؾجج مجاورة مؽ الشؾع  ( )      الآن: لشأخح 
       = ∅بحيث أن    وججت مجاورتان مؽ الشؾع      وعميو فإنو مؽ أجل  yل    مجاورة مؽ الشؾع  uأن 

 وىؾ السظمؾب        -( فزاء  ,X)وفي الحالتيؽ نجج أن 
 ليدت صفة وراثية       -فزاء  ( ,X)إن صفة كؾن الفزاء  (:3ملاحغة )

 سشؾضح ذلػ مؽ خلال عخض السثال الآتي:  
 مع التبؾلؾجيا  c ,d} ، b ،a { =Xالسجسؾعة(: لشأخح 3مثال ) 
 {a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}} ،∅  ، {  =   

  ( )  *  ∅ * + * + * + *   + *   + *   + *     + 
 نجج أن:ومشو 

   ( )
 *  ∅ * + * + * + *   + *   + *   + *   + *   + *     + *     + *     + *     ++ 

  =  }      , {{c} التبؾلؾجيا،مع   =  {c,d}لشأخح السجسؾعة       -( فزاء  ,X)الفزاء   
      -( ليذ فزاء  (   ,  ومشو نجج أن ( )   =  }    {  ,نجج أن   

 ىي صفة تبؾلؾجية       -فزاء  ( ,X)إن صفة كؾن الفزاء  (:6مبرىنة )
مؽ بيشيسا ىؾمؾمخفيدم  يؾجج أيميؾمؾرفييؽ فزاءيؽ تبؾلؾجييؽ كيفييؽ ىؾ  (   )و  ( ,X)البخىان: بفخض أن 

 فزاء (   )ولشبخىؽ أن الفزاء       -( فزاء  ,X)واحج عمى الأقل بحيث أن أحجىسا وليكؽ    الشؾع 
، لشبحث       حيث أن         و  (   )نقظتيؽ كيفيتيؽ مؽ نقاط         لتكؽ  ،      - 

 عؽ
   _ مفتؾحتيؽ وغيخ متقاطعتيؽ مثل    مجسؾعتيؽ 

    
 بسا أن  ،عمى التختيب   و     ل  

(X, )  مثل  واحج عمى الأقل   مؽ الشؾع ىؾمؾمخفيدم يؾجج بيشيسا  (   )و  (   ) وبسا أن  (   ) 
(  ) بحيث أن:         غامخ فتؾجج   و  (   )مؽ       تقابل و          (  ) وبسا أن     

مؽ نقاط  مختمفتيؽ       وبالتالي لجيشا نقظتيؽ       متبايؽ إذا   و  (  )    (  )          
(X, )  مثل  _ مفتؾحتيؽ   ومشو تؾجج مجسؾعتيؽ       -الحي يحقق مؾضؾعة الفرل   

    
  بحيث أن 

   
    

   ) بالتالي    
    

)   ( )    (   
)   (   

)    ) ومشو نجج أن     
) 

   ) و
   بؾضع  (   )عمى التختيب في  (  ) و (  ) ل  _ مفتؾحتيؽ   مجسؾعتيؽ  (

  (   
و  (
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  (   

   تكؾن  (
   و 

بحيث أن  (   )السختمفتيؽ في        ل _ مفتؾحتيؽ    مجسؾعتيؽ  
   

    
       -فزاء  (   )إذا الفزاء   

 كحلػ العكذ غيخ محقق برؾرة عامة و       -ليذ بالزخورة فزاء    كل فزاء (: 2نتيجة )
  سشؾضح ذلػ مؽ خلال عخض السثال الآتي:  

  X = {a,b,c,d} (: لشعخف عمى السجسؾعة 4مثال )
 عشجئح فإن   =  ,  }   , {{b,c,d},{a,b,c},{c,d},{b,c},{c}التبؾلؾجيا  

 {c},{a,c},{b,c}{c,d},{a,b,c },{a,c,d},{b,c,d}}  ،   ،  {  =  ( )  
  ( )  =  }  ،   ،  {a,d} ,{b,d},{a,b,d}],{a,b},{d},{b},{a} و

  ( )  = }  ،   ،  {{b,c,d},{a,c,d},{a,b,c},{c,d},{b,c},{a,c} ,{c}و 
  ( )   =  }   {   ,و

 aولا تشتسي ليا  bبحيث تشتسي ليا   {b ,c}جتؾج    لأنو مؽ أجل    فزاء  ( ,X)الفزاء 
لأنو مؽ أجل       -( ليذ فزاء  ,X)الفزاء أما  وكحلػ بالشدبة لكل نقظتيؽ مختمفتيؽ مؽ نقاط الفزاء

* + + *ومشو  + *    تحقق أن  ( )    مجسؾعة نلاحظ أنو لا تؾجج  ( )        ( ) 
   و   وكحلػ بالشدبة لمسجسؾعات الأخخى ما عجا 

   =  }   ،   ،   {{a,b},{b},{a}العكذ: نعخف عمى السجسؾعة الدابقة التبؾلؾجيا أما مؽ أجل 
  عشجئح فإن
 {a},[b},{a,b},{a,c},{a,d},{b,c},{b,d},{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d}}، ،   {  =  ( ) 

  ( )  =  }  ،   ،  {{b,c,d},{a,c,d},{c,d},{b,d},{b,c},{a,d},{a,c},{d},{c},{b},{a}و 
  ( )  =  }  ، ، {{b,c,d},{a,c,d},{a,b,d},{a,b,c},{b,d},{b,c},{a,d},{a,c},{a,b},{b},{a}و

بحيث  {a}تؾجج     لأنو مؽ أجل       -( فزاء  ,X، الفزاء ) ( )   =  ( )  و 
( ليذ  ,X)الفزاء وكحلػ بالشدبة لكل نقظتيؽ مختمفتيؽ مؽ نقاط الفزاء أما  bولا تشتسي ليا  aتشتسي ليا 

    فزاء 
 دون الأخخى  dأو  cلا تؾجج مجسؾعة مفتؾحة تشتسي ليا إحجى الشقظتيؽ     لأنو مؽ أجل 

 برؾرة عامة العكذ ليذ صحيح أما    -Sىؾ فزاء       -كل فزاء (: 3نتيجة )
عشجئح تؾجج  ،نقظتيؽ مختمفتيؽ كيفيتيؽ مؽ نقاطو yو xولتكؽ       -فزاء (  ,X)البخىان: ليكؽ 

 مجسؾعة
( )   وبسا أن         بحيث أن  G_ مفتؾحة ولتكؽ         ( )  &     ( )  

     -Sفزاء (  ,Xنجج أن ) yو xوبسخاعاة الاختيار الكيفي ل  ( )    فإن 
 الآتي:كسشؾضح أن العكذ غيخ محقق برؾرة عامة 

   = ,  }   {{b,c},{a,b},{b} ,التبؾلؾجيا  X ={a,b,c}(: لشعخف عمى السجسؾعة 5مثال )
  ( )  =   {{b,c},{a,b},{b},  ,  }عشجئح فإن

   ( )  =  {{b,c},{a,b},{b},  ,  }و  ( )  = ,X }    {{a,c},{a},{c} ,و
 ،  ( )   =  }   {   ,و
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 a ولا تشتسي bبحيث تشتسي ليا  {b}جج السجسؾعة تؾ     لأنو مؽ أجل    -Sفزاء (  ,Xالفزاء )
لا  bو aلأنو مؽ أجل الشقظتيؽ       -لكشو ليذ فزاء  ،وكحلػ بالشدبة لكل نقظتيؽ مختمفتيؽ مؽ نقاط الفزاء

دون الأخخى وكحلػ بالشدبة لكل نقظتيؽ مختمفتيؽ مؽ نقاط  bأو  a_مفتؾحة بحيث تشتسي ليا    تؾجج مجسؾعة 
 الفزاء 

 برؾرة عامة والعكذ ليذ صحيح  β   - ىؾ فزاء      -كل فزاء  (:4نتيجة )
 عشجئح تؾجج مجسؾعة ،نقظتيؽ مختمفتيؽ كيفيتيؽ مؽ نقاطو yو xولتكؽ       -فزاء (  ,Xالبخىان: ليكؽ )

( )   وبسا أن         بحيث أن  G_ مفتؾحة ولتكؽ         ( )  &     ( )  
   β   -فزاء(  ,Xنجج أن ) yو xوبسخاعاة الاختيار الكيفي ل  ( )    فإن 

  الآتي:كسشؾضح أن العكذ غيخ صحيح برؾرة عامة 
تؾجج     لأنو مؽ أجل  β   -لكشو فزاء        -( ليذ فزاء ,Xأن ) (5السثال )وججنا في 

 وكحلػ بالشدبة لكل نقظتيؽ مختمفتيؽ مؽ نقاط الفزاء  aولا تشتسي  bبحيث تشتسي ليا  {b}السجسؾعة 
    -S( فزاء  ,X) إذا وفقط إذا كان      -(  فزاء  ,X) (:5نتيجة )

عشجئح تؾجج  ،نقظتيؽ مختمفتيؽ مؽ نقاطو yو xولتكؽ       -( فزاء  ,X(: بفخض أن )  البخىان: 
   x    y  &    y    ,    x ,    حققان: ت   و    _ مفتؾحتيؽ ولتكؽ    مجسؾعتيؽ 

( )   وبسا أن  وبسخاعاة الاختيار الكيفي ل  ( )        فإن  ( )           & ( )   
x وy  نجج أن(X,  فزاء )S-    

تؾجج مجسؾعتيؽ عشجئح  ،نقظتيؽ مختمفتيؽ مؽ نقاطو yو xولتكؽ    -S( فزاء  ,X(: بفخض أن )         
S يحققان:    و    _مفتؾحتيؽ ولتكؽ    , x    y  &    y    ,    x  وبسا أن 

   ( ) _ مفتؾحتيؽ    نيسا مجسؾعتيؽ اويقال  ( )        فإن  ( )        &  ( )   
و  + *   بحيث أن        ولتكؽ  غمقتيؽ_مSتؾجج مجسؾعتيؽ    y   و  x     إذا كان مؽ أجل كل 

_مفتؾحتيؽ Sمجسؾعتيؽ  + *و  + *نجج أن السجسؾعتيؽ  [14]حدب    -S( فزاء  ,Xوبسا أن ) + *   
        -(  فزاء  ,Xنجج أن ) yو xوبسخاعاة الاختيار الكيفي ل  ( )         وعميو نجج أن 
  برؾرة عامة والعكذ ليذ صحيح  β   -ىؾ فزاء       -كل فزاء  (:6نتيجة )

 عشجئح تؾجج مجسؾعتيؽ ،نقظتيؽ مختمفتيؽ كيفيتيؽ مؽ نقاطو yو xولتكؽ       -فزاء (  ,Xالبخىان: ليكؽ )
 وبسا أن  x    y  &    y    ,    x ,    تحققان:    و    _ مفتؾحتيؽ ولتكؽ     
    ( )  yو xوبسخاعاة الاختيار الكيفي ل  ( )        فإن  ( )         &  ( )   
   β   -( فزاء  ,Xنجج أن )

  الآتي:كسشؾضح أن العكذ غيخ محقق برؾرة عامة 
   =  ,  }   , {{2,3},{1}التبؾلؾجيا  X=  {1,2,3}: لشعخف عمى السجسؾعة (6) مثال

  ( )  =   {{2,3},{1},   ,  }و ( )  =  ,  }   {{2,3},{1},عشجئح فإن 
  ( )   =  ,  }    {{2,3},{1} ,و  ( )  =   {{2,3},{1,3},{1,2},{3},{2},{1},   ,  }و

تشتسي ليا الشقظتيؽ  {2,3}تؾجج السجسؾعة     لأنو مؽ أجل       -( ليذ فزاء  ,Xومشو الفزاء )
ىسا  _مفتؾحتيؽ   تؾجج مجسؾعتيؽ     لأنو مؽ أجل  β   -لكشو فزاء       -ومشو اختل تعخيف الفزاء 
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وكحلػ بالشدبة لكل نقظتيؽ   2    ,    3    &  3    2 ,    تحققان     =  {3}و    =  {2}
 مختمفتيؽ مؽ نقاط الفزاء 

 برؾرة عامة والعكذ ليذ صحيح       -ىؾ فزاء    كل فزاء  (:7نتيجة )
 ( 5الشتيجة )حدب و  S-   [14]ىؾ فزاء    كل فزاء البخىان:

  الآتي:كسشؾضح أن العكذ غيخ محقق برؾرة عامة 
    =   ,  } {{1,2},{2},{1} ,التبؾلؾجيا X = {1,2,3}: لشعخف عمى السجسؾعة (7) مثال

  ( )  =  {{2,3},{1,3},{1,2},{2},{1},  ,  }عشجئح فإن
,  }و =  ( )  و   ( )  =  ( )   و ( )  =   {{2,3},{1,3},{3},{2},{1},   
   ( )  

ولا  3تشتسي ليا الشقظة مفتؾحة لا تؾجج مجسؾعة     لأنو مؽ أجل    ( ليذ فزاء  ,Xومشو )
=  {2}ىسا  _مفتؾحتيؽ   تؾجج مجسؾعتيؽ     لأنو مؽ أجل       -، لكشو فزاء  2تشتسي ليا الشقظة 

 و   
 وكحلػ بالشدبة لكل نقظتيؽ مختمفتيؽ   2    ,    3    &  3    2 ,    تحققان     =  {3} 
  مؽ نقاط الفزاء 

 برؾرة عامة والعكذ ليذ صحيح       -ىؾ فزاء       -كل فزاء  (:8نتيجة )
عشجئح تؾجج  ،نقظتيؽ مختمفتيؽ كيفيتيؽ مؽ نقاطو yو xولتكؽ       -فزاء (  ,Xالبخىان: ليكؽ )

 مجسؾعتيؽ
ومشو وبسخاعاة   x    y  &    y    ,    x ,    تحققان:    و    _ مفتؾحتيؽ ولتكؽ     

        -فزاء(  ,Xنجج أن ) yو    xالاختيار الكيفي ل
  الآتي:كسشؾضح أن العكذ غيخ صحيح برؾرة عامة 

   = {{b,c},{a,c},{c},{a},   ,  }التبؾلؾجيا  X ={a,b,c}(: لشعخف عمى السجسؾعة 8)مثال 
    ( )  =   {{b,c},{a,b},{b],{a},  ,  }و ( )  =  {{b,c},{a,c},{c},{a},   ,  }عشجئح فإن 

 {  ,   ,{a},{c},{a,c},{a,b},{b,c}}  =  ( ) و{  ,  ,{a},{a,b},{b,c}}   =   ( )  ومشو
(X,  )تؾجج السجسؾعة     لأنو مؽ أجل       -فزاء{a}  تشتسي لياa  ولا تشتسي لياb  وكحلػ بالشدبة

 تؾجج مجسؾعة    لأنو مؽ أجل       -لكل نقظتيؽ مختمفتيؽ مؽ نقاط الفزاء لكشو ليذ فزاء 
        -ومشو اختل تعخيف الفزاء  معا cو bتشتسي ليا الشقظتيؽ  {b,c}_مفتؾحة     

    -S( فزاء  ,X) إذا وفقط إذا كان      -(  فزاء  ,X) (:9نتيجة )
عشجئح  ،نقظتيؽ مختمفتيؽ كيفيتيؽ مؽ نقاطو yو xولتكؽ       -فزاء (  ,X(: ليكؽ )   البخىان:

( )   وبسا أن  ،        =  ∅تحققان:    و    _مفتؾحتيؽ مثل    تؾجج مجسؾعتيؽ     ( ) 
-S( فزاء  ,Xنجج أن ) yو xوبسخاعاة الاختيار الكيفي ل  ( )        فإن  ( )          & 
    

عشجئح تؾجج  ،نقظتيؽ مختمفتيؽ كيفيتيؽ مؽ نقاطو yو xولتكؽ    -S( فزاء  ,X(: ليكؽ ) 
( )  وبسا أن  ،        =  ∅يحققان:    و    _مفتؾحتيؽ ولتكؽ Sمجسؾعتيؽ     ( )  &
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و  x     _ مفتؾحتيؽ إذا كان مؽ أجل كل    ويقال انيسا مجسؾعتيؽ  ( )        فإن  ( )        
   y   

نجج أن  [14]ومشو وحدب  + *   و  + *   بحيث أن        _مغمقتيؽ ولتكؽ Sتؾجج مجسؾعتيؽ  
  yو xوبسخاعاة الاختيار الكيفي ل   ( )         وعميو فإن _مغمقتيؽ Sمجسؾعتيؽ  + *و  + *

       -(  فزاء  ,X) نجج أن
 والعكذ ليذ بالزخورة صحيح  β   -ىؾ فزاء       -كل فزاء  (:10نتيجة )

 عشجئح تؾجج مجسؾعتيؽ ،نقظتيؽ مختمفتيؽ كيفيتيؽ مؽ نقاطو yو xولتكؽ       -فزاء (  ,Xالبخىان: ليكؽ )
( )   وبسا أن  ،        =  ∅تحققان:    و    _ مفتؾحتيؽ ولتكؽ         ( ) & 

  β   -فزاء(  ,Xنجج أن ) yو xوبسخاعاة الاختيار الكيفي ل  ( )        فإن  ( )         
  الآتي:كسشؾضح أن العكذ غيخ صحيح برؾرة عامة 

 _مفتؾحتيؽ ىسا   تؾجج مجسؾعتيؽ     لأنو مؽ أجل  β   -فزاء(  ,Xأن )( (6السثالوججنا في 
+ *تحققان     =  {3}و    =  {2}   * + وكحلػ بالشدبة لكل نقظتيؽ مختمفتيؽ مؽ نقاط الفزاء    

ولا  3_مفتؾحتيؽ تشتسي لأحجىسا الشقظة    لا تؾجج مجسؾعتيؽ     لأنو مؽ أجل       -لكشو ليذ فزاء 
   3ولا تشتسي الشقظة  2وللأخخى تشتسي الشقظة  2تشتسي الشقظة 

 برؾرة عامة  والعكذ ليذ صحيح      -ىؾ فزاء    كل فزاء  (:11نتيجة )
 ( 9الشتيجة )وحدب  S-   [14]فزاء ىؾ    كل فزاء  البخىان:

  الآتي:كسشؾضح أن العكذ غيخ صحيح برؾرة عامة 
    =  {{a,b},{b},{a},  ,  }التبؾلؾجيا X ={a,b,c}لشعخف عمى السجسؾعة (: 9مثال )

 و ( )  =  {{b,c],{a,c},{a,b},{b},{a},   ,  }عشجئح فإن 
 {  ,   ,{a},{b},{c},{a,c},{b,c}}  =  ( )  
 فزاء(  ,Xومشو ) ( )   =  ( )  و  ( )  =   {{b,c},{a,c},{a,b},{b},{a},   ,  }و
+ * تحققان {b}و  {a}_مفتؾحتيؽ ىسا    تؾجج مجسؾعتيؽ     لأنو مؽ أجل       -   * +    

لا تؾجج مجسؾعة     لأنو مؽ أجل    لكشو ليذ فزاء  وكحلػ بالشدبة لكل نقظتيؽ مختمفتيؽ مؽ نقاط الفزاء
   aولا تشتسي ليا الشقظة   مفتؾحة تشتسي ليا الشقظة 

 برؾرة عامة والعكذ ليذ صحيح       -ىؾ فزاء       - كل فزاء(: 12نتيجة )
 عشجئح تؾجج مجسؾعتيؽ ،نقظتيؽ مختمفتيؽ كيفيتيؽ مؽ نقاطو yو xولتكؽ       -فزاء (  ,Xليكؽ )البخىان: 

 فإن        =  ∅و      وبسا أن  ،        =  ∅تحققان:    و    _ مفتؾحتيؽ ولتكؽ     
           فإن         =  ∅و    y   وبسا أن    x   بالتالي            
       -فزاء (  ,Xوعميو فإن )  x    y  &    y    ,    x ,    ومشو حرمشا عمى أن   y  بالتالي 

  الآتي:كسشؾضح أن العكذ غيخ صحيح برؾرة عامة  
{ |   مجسؾعة  مشتيية ( )   }  التبؾلؾجيا     لشعخف عمى السجسؾعة (: 10مثال )   * +  
 ،      -فزاء (  ,X)( نجج أن 3_ مغمقة حدب السبخىشة )   بسا أن كل مجسؾعة مشتيية ىي مجسؾعة  

 نقظتيؽ مختمفتيؽ كيفيتيؽ مؽ نقاطو عشجئح تؾجج  yو xمؽ أجل كل       -فزاء (  ,X)الآن نفخض ججلا أن 
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         =  ∅ )*(_ عمى التختيب بحيث أن yو xل    و    _ مفتؾحتيؽ ولتكؽ    مجسؾعتيؽ 
  وبأخح متسؼ الظخفيؽ لمعلاقة * نحرل عمى: 

  |(     )   |    (I)_ ( |  )  ( |  ) مجسؾعة مشتيية    | وبسا أن    
فحدب تعخيف تبؾلؾجيا الستسسات السشتيية نجج أن اتحاد مجسؾعتيؽ مشتييتيؽ ىؾ مجسؾعة مشتيية ومؽ السداواة 

(I)  
       -فزاء ( ليذ  ,Xمشتيية وىحا تشاقض سببو الفخض الججلي الخاطئ وعميو فإن )  نجج أن 
 برؾرة عامة والعكذ ليذ صحيح       -ىؾ فزاء       -كل فزاء  (:13نتيجة )

 ( 12( و )8البخىان: يتؼ حدب الشتيجتيؽ )
  الآتي:كسشؾضح أن العكذ غيخ صحيح برؾرة عامة 

تؾجج     مؽ أجل لأنو       -لكشو ليذ فزاء       -( فزاء  ,X( أن )8)السثال وججنا في 
 مجسؾعة
  معا   cو bتشتسي ليا الشقظتيؽ  {b,c}_مفتؾحة     

 الاستنتاجات والتهصيات :
وتؾصمشا  i=0,1,2حيث       -بجراسة الرفات الؾراثية والتبؾلؾجية لمفزاءات قسشا في ىحا البحث 

 : الآتيإلى 
  i=0,1,2ليدت صفة وراثية بيشسا ىي صفة تبؾلؾجية حيث    -  ( ىؾ ,X  )صفة كؾن الفزاء  -1
أما حالة  ،أما العكذ غيخ صحيح برؾرة عامة i=1,2حيث    -  ىؾ فزاء    إن كل فزاء  -2

i=0  العكذ غيخ صحيح وكحلػ     -  ىؾ فزاء    أن يكؾن كل فزاء  وججنا أنو ليذ مؽ الزخوري
 برؾرة عامة. 

مفيؾم التخاص وفق ودراسة  ،    -  و    -  دراسة مؾضؾعات الفرل  نؾصي بالآتي:
     السجسؾعات السفتؾحة مؽ الشؾع 

 المراجع:
[1]- Levin N .Semi-open Sets and Semi-continuous in topological spaces .  

The American Mathematical Monthly., 70(1)(1963),pp. 36 – 41 

[2]- Mashhour .A.S,M.E.Abd-EL-Monsef and S.N.EL-Deeb, On pre-

continuous 

 and weak pre-continuous mappings,proc.Math.and phys.Soc.Egypt., 

53(1982),47-53. 

[3]- Abd-EL-Monsef , M.E,S.N.EL-Deeb and R.A.Mahmoud,β-Open Sets and 

90. –.,(1983) ,pp.77 Assiut UnivBull .Fac .Sci.  , continuous mappings-β 
[4]- Maheshwari. S.N and R.Prasad.Some new Separation axioms , 

Ann.Soc.Sci.Bruxelles., 89(1975),pp.395-402.   
 [5]- Kar .A ,P.Bhattacharyya ,Some week Separation axioms,Bull.Calcutta 

Math.Soc.,  82(1990),pp.415-422.                              
 [6]- Ahmed, N.K , On Some Types of Separation axioms , M.Sc.thesis, 

University Of Salahddin.,(1990).   



 ،د.عريف،د.عفيرة،الرحيم                                          من النمط  الفرلبعض مهضهعات 
 

131 
 

 [7]- Shareef ,H.A ,     -Open Sets ,     -continuity and     -compactness in 

topological spases , M.Sc.thesis,Sulaimani University,( 2007). 

[8]- Khalaf,A.B and Ahmed,N.K,    -Open Sets and     --continuous in topological 

spaces, Thai Journal of  Mathematics., 11(2)(2013),pp. 319-335. 
[9]- Khalaf,A.B and Asaad,A.B,    -Open Sets and     -continuous in topological 

spaces,Journal.Duhok University .,12(2)(2009),pp. 183-192. 

[10]-Khalaf,A.B and Sharref,A.H,     -Separation axioms,International Journal of 

Scientific ., 10(1)(2012),pp.2229-5518. 
[11]-Khalaf,A.B and Ahmed,N.K,week Separation axioms and functions with   -

closed graphs , International J of Math.Sci.,6(2012),pp.1-13. 

 βوالجوال السدتسخة مؽ الشؾع  βالسجسؾعات السفتؾحة مؽ الشؾع عخيف ، عجنان .، الجخادي ، مجيجة .  - [12]
 . جامعة تذخيؽ . 2114، رسالة ماجدتيخ . 

،  والفزاءات الستخاصة βدراسة السجسؾعات السفتؾحة مؽ الشؾع عخيف ، عجنان .، العدمي ، نؾره .  - [13]
 . جامعة تذخيؽ .  2112رسالة ماجدتيخ . 

 [14]- Kumari,P.and Das,K.S, Semi-    spaces of Semi- Separation axioms in 

topological space , International Journal of Engineering , Science and Math., 7(2018),pp 

.153-158.                           
والفزاءات  β. السجسؾعات السفتؾحة مؽ الشؾع عخيف ، عجنان .، عفيرو ، بخاءه.، محسؾد، زلؾخ   [15] -

 . جامعة تذخيؽ .  2122رسالة ماجدتيخ . الستخابظة ، 
 


