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  𝛺        سحجودية مؤثخ ىاردي ليتلهود الأعظسي في فزاء ليبيغ الذخوط الكافية لفي ىحا البحث درسشا  
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□ ABSTRACT □ 

 

 

We studied in this research the sufficient conditions for the boundedness the 

Hardy – Littlewood maximal operator in Lebesgue spaces          𝛺  where     

and      is exponent function, we set the conditions on the Hardy-Littlewood 

maximal operator and on the norm of operator in this space. The study was 

conducted in two cases: the first case ‖  ‖       and the second case ‖  ‖     

 . 
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 مقدمة
الأس  فزاء ليبيغ ذو –غيمشيا ) فزاء ليب التابعية العجيج من الفزاءات بشية دراسة التحليل التابعيفي  يتم

حيث  ،ليتلهود الأعظسيمشيا مؤثخ ىاردي  العجيج من السؤثخاتجمت فزاء مهري ...(، وق   –فزاء أورليتش  -الستغيخ
 نحكخ مشياالتابعية،  على بعض الفزاءات أم لاالسؤثخ محجود  لسعخفة فيسا إذا كان ىحا الأعسالذخت العجيج من ن  

[3,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14]. 
  𝛺        نجرس في ىحا البحث الذخوط الكافية لسحجودية مؤثخ ىاردي ليتلهود الأعظسي في فزاء ليبيغ

 .     حيث
 أىمية البحث وأىدافو:

دراسة ييجف ىحا البحث إلى ، و السعادلات التفاضليةفي دراسة العجيج من  دراسة مثل ىحه السؤثخاتأىسية تكسن 
 مؤثخ ىاردي ليتلهود الأعظسي في فزاء ليبيغ ذو الأس الستغيخ.محجودية 

  طرائق البحث ومهاده:
، لحلك السؤثخاتذكل خاص ضسن نظخية بو )التحليل التابعي( يقع البحث ضسن اختراص الخياضيات الشظخية 

 .والسؤثخات فالطخق الستبعة تعتسج بذكل أساسي على أدبيات نظخية الفزاءات
 تعاريف ومفاىيم أساسية:

 [1]: الخاصة تقريبا في كل مكان 1تعريف
يقال لو محقق     شجئح أي شخط محقق على السجسهعة ع        و       إذا كانت 

 .  في كل مكان على  تقخيبا  
 [1]: التابع القابل للقياس 2تعريف 

يجعى تابع قابل للقياس  {    }  معخف على مجسهعة قابلة للقياس ويأخح القيم في السجسهعة   التابع 
 . مجسهعة قيهسة من أجل كل قيسة حقيقية  {        }إذا كانت السجسهعة 

 [2]  (Ω)  : الفضاء  3تعريف
 والتي تحقق الذخط: Ωالقابلة للقياس على   التهابع  كل   مجسهعة بأنو (Ω)   الفزاءف عخ  ي  

        Ω
|    |    

 : عليو بالذكلف السعخ   الشظيمىه فزاء باناخ مع و 
‖ ‖  (Ω)          Ω

|    | 
 [2,4] تابع الأس :4تعريف

Ω     ، نجعه التابع   في  جدئيةمجسهعة   Ωكن لت  ،ليبيغ بتابع الأسالقابل للقياس حدب        
 Ωلأسخة جسيع تهابع الأس السعخفة على   𝒫(𝛺)ونخمد بـ 

 [2,4]التابع المعياري :  5عريفت
عشجئح يعخف التابع السعياري ، تابع قابل للقياس  و 𝒫(𝛺)     ،    في جدئيةمجسهعة   Ωكن  تل

 بالريغة التالية:     السختبط بالأس 
𝜌

        
    ∫ |    |    

  Ω      

   ‖ ‖
  (Ω      )
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Ω حيث
      

 {  𝛺         }. 
   [2,4] :1ملاحظة

|    | ت الستخاجحةإذا كان عشجئح   𝒫(𝛺)      و   في  جدئيةمجسهعة  Ωليكن   |    | 
𝜌 بالتالي تقخيبا  في كل  مكان محققة 

        
    𝜌

        
    

  [2,4]: 1تمييدية
 تابع قابل للقياس حدب ليبيغ عشجئح    ، و  في جدئيةمجسهعة  Ω ليكن
  إذا كان𝛼 𝛼𝜌عشجئح     

        
    𝜌

        
(𝛼 ) 

  إذا كان  𝛼 𝜌𝛼عشجئح     
        

    𝜌
        

(𝛼 ) 
 [2,4]: والنظيم المعرف عليو  𝛺      ذو الأس المتغير  فضاء ليبيغ :6عريفت

  𝛺       ذو الأس الستغيخليبيغ فزاء ف عخ  ، ي   𝒫(𝛺)     ،   في  جدئيةمجسهعة  Ω ليكن
 القابلة للقياس حدب ليبيغ بحيث   على أنو مجسهعة كل  التهابع 

𝜌
        

(
 

 
)                                 

 عليو بالذكل : ف السعخ  الشظيم ىه فزاء باناخ مع و 
‖ ‖        {     𝜌

        
(
 

 
)   } 

  علاقة التجاخل بين فزاءات ليبيغ ذو الاس نحكخ من خلال التسييجية التالية
 الستغيخ. 

 [4] : 2تمييدية
ويهجج   𝛺        𝛺      عشجئح  𝒫(𝛺)          و    مجسهعة جدئية في  𝛺ليكن 

 إذا وفقط إذا كان      ‖ ‖      ‖ ‖ بحيث  𝛺        من أجل كل     
             من أجل كل تقخيبا   𝛺  
  يهججλ ∫حقق بحيث ي    λ

     
    

 
  

 يعخ ف بالعلاقة      و   {           𝛺  }  حيث 

    
 

 

    
 

 

    
 

 
  ليبيغ ذو الأس نحكخ من خلال التسييجية التالية العلاقة بين الشظيم في فزاء

 .الستغيخ والتابع السعياري السختبط بتابع الأس
 [2,4] : 3تمييدية

 عشجئح: 𝒫(𝛺)      ليكن
  فإن         ‖ ‖إذا كان 𝜌

        
    ‖ ‖    . 

  فإن         ‖ ‖إذا كان 𝜌
        

    ‖ ‖    . 
    الفضاء  : 7تعريف

       [2] 
  التابع يجعى
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 للسكاملة محليا  إذا حقق الذخط:تابع قابل 
∫|    |

 

     

    ونخمد بالخمد  ،  في السحتهاة   من أجل كل السجسهعات الستخاصة 
لفزاء كل  التهابع القابلة        

 للسكاملة محليا .
 [2,4] : مؤثر ىاردي ليتلهود الأعظمي 8تعريف
      ليكن 

       
 بالريغة:     من أجل   ليتلهود الأعظسي لتابع ىاردي  مؤثخ فعخ  عشجئح ي  

          
            

 

|      |
∫ |    |

      

    

و   ونرف قطخىا   التي مخكدىا    السحتهاة في    مأخهذ على كل  الكخات         حيث 
 .ىه قياس لبييغ للكخة  |      |

   نشهه إلى أن 
          

 ىاردي ليتلهود الأعظسي أنو محجود في الفزاء  عن مؤثخ يقال      𝛺   حيث     𝒫(𝛺)، 
 بحيث:     إذا وجج ثابت

‖  ‖      ‖ ‖     
   [2,4] : 2ملاحظة

      ليكن 
 الستخاجحة  عشجئح      

 .تقخيبا  في كل مكانمحققة  |    |      
 النتائج والمناقذة:

  نجرس شخوط كافيو لسحجودية مؤثخ ىاردي ليتلهود الأعظسي في سهف السبخىشتين التاليتين في
 .   حيث   𝛺        فزاءات ليبيغ ذو الأس الستغيخ

 : 1مبرىنة
       ‖  ‖و           بحيث  𝛺           ، و  في  جدئيةمجسهعة  𝛺 ليكن

 . 𝛺        محجود على الأعظسي  مؤثخ ىاردي ليتلهودفإن   عشجئح  
 الإثبات:
  بحيث       سهف نثبت أنو يهجج ثابت ‖  ‖        ‖ ‖      . 

𝜌
         

     ∫ |     |      

Ω Ω        

   ‖  ‖
  (Ω        )

      

 فإن          وبسا أن   
        Ω        

 |     |    
  بالتالي
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‖  ‖
  (Ω        )

   
 عشجئح  

𝜌
         

     ∫ |     |      

Ω Ω        

         

 بالتالي:     |     |       |     |عشجئح:           بسا أن  
𝜌

        
     ∫ |     |    

Ω Ω      

     𝜌
      

       

 نجج 3 عشجئح حدب التسييجية       ‖  ‖بسا أن  
𝜌

      
     ‖  ‖      

 بالتالي:
𝜌

        
     ‖  ‖       

 (
 

‖  ‖      
)𝜌

        
        

𝛼علسا  أن   1 باستخجام التسييجية  
 

‖  ‖      
 :نجج    

𝜌
        

(
 

‖  ‖      
  )  (

 

‖  ‖      
)𝜌

        
       

 ومشو 

𝜌
        

(
  

(‖  ‖      )
)    

  𝛺        على الفزاء    لـ  الشظيمتعخيف عشجئح بحدب 
‖  ‖       ‖  ‖           

 بالتالي         ‖  ‖   لشأخح 
‖  ‖            

  :فإن    𝛺        على الفزاء    بالتالي حدب تعخيف الشظيم لـ 

𝜌
        

(
  

‖  ‖      
)    

 :نجج 2بالاستفادة من السلاحظة 
|    |

  
 

     

  
 

     

‖  ‖      
 

 نجج  1السلاحظة بالتالي حدب 

𝜌
        

(
 

  
)  𝜌

        
(

  

‖  ‖      
)    

 بالتالي 
𝜌

        
(
 

  
)    

 عشجئح 
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‖ ‖          
  بحيث   بالتالي يسكن إيجاد ثابت 

  

‖ ‖      
       ‖ ‖        ‖  ‖بحيث    

 . 𝛺        مؤثخ ىاردي ليتلهود الأعظسي محجود على  عشجئح  
 : 2مبرىنة

       ‖  ‖و          بحيث  𝛺           و   في  جدئيةليكن  مجسهعة 
 . 𝛺        مؤثخ ىاردي ليتلهود الأعظسي محجود على  فإن  عشجئح 

 الإثبات:
  بحيث      سهف نثبت أنو يهجج ثابت‖  ‖        ‖ ‖      . 

 السعخف بالريغة التالية:     شأخح التابع ل

     
     

‖  ‖    
 

 .        عشجئح         ‖  ‖و            بسا أن   

  ‖ ‖     
‖  ‖    

‖  ‖    
             

𝜌
         

    ∫ |    |      

𝛺 Ω        

   ‖ ‖
  (Ω        )

      

 فإن         وبسا أن   
        Ω        

 |    |    
 بالتالي

‖ ‖
  (𝛺        )

   
 عشجئح: 

𝜌
         

    ∫ |    |      

𝛺 Ω        

         

 بالتالي:     |    |       |    |عشجئح:        بسا أن  
𝜌

        
    ∫ |    |    

𝛺 Ω      

     𝜌
      

                

 نجج 3عشجئح حدب التسييجية          ‖ ‖بسا أن  
𝜌

      
    ‖ ‖     

 نجج     بالتعهيض في  عشجئح
𝜌

         
    𝜌

      
      ‖ ‖         

𝜌
         

   

 
   

 نجج  1 حدب التسييجية

𝜌
         

(
 

 
)  

𝜌
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 نجج   𝛺        في الفزاء     للتابع عشجئح حدب تعخيف الشظيم 
‖ ‖               
‖  ‖      

‖  ‖    
   

 بالتالي
‖  ‖        ‖  ‖     

 بالتالي       ‖  ‖    لشأخح 
‖  ‖            

  :فإن    𝛺        على الفزاء    بالتالي حدب تعخيف الشظيم لـ 

𝜌
        

(
  

‖  ‖      
)    

 نجج: 2بالاستفادة من السلاحظة 
|    |

  
 

     

  
 

     

‖  ‖      
 

 نجج  1بالتالي حدب السلاحظة 

𝜌
        

(
 

  
)  𝜌

        
(

  

‖  ‖      
)    

 بالتالي 
𝜌

        
(
 

  
)    

 عشجئح 
‖ ‖          

  بحيث   بالتالي يسكن إيجاد ثابت 
  

‖ ‖      
       ‖ ‖        ‖  ‖بحيث    

 . 𝛺        عشجئح  مؤثخ ىاردي ليتلهود الأعظسي محجود على 
 الاستنتاجات والتهصيات:

الفزاء ليتلهود الأعظسي في سحجودية مؤثخ ىاردي لالذخوط الكافية  تهصلشا في ىحه السقالة إلى دراسة
        𝛺 . 

 أما بالشدبة للتهصيات:
  نهصي بجراسة محجودية مؤثخ ىاردي ليتلهود الأعظسي في الفزاء        𝛺   بحيث

       .  
  الفزاء ليتلهود الأعظسي في بجراسة محجودية مؤثخ ىاردي نهصي       (𝛺) بحيث 

  .     و         
  الفزاء دية مؤثخ ىاردي ليتلهود الأعظسي في نهصي بجراسة محجو        𝛺   حيث
    . 

  نهصي بجراسة الذخوط اللازمة والكافية لسحجودية مؤثخ ىاردي ليتلهود الأعظسي في
 فزاءات ليبيغ ذو الأس الستغيخ. 
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  نهصي بجراسة مؤثخ ىاردي ليتلهود الأعظسي في فزاءات تابعية أخخى )فزاءات لهبييغ
 فزاءات مهري ....( ،فزاءات أورليتش، السهزنو
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