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 ممنظومات الهاممتونية الدوريةل معاملات ليابونوف
 

 *سراب عمي محمودد. 
 (2224/ 8/8تاريخ النشر  – 2224 /2/6 )تاريخ الإيداع   

 
 □ممخّص  □

 
رأيشا أن معاملات ليابهنهف الأسية  ىي واحجة من أىم الأدوات التي تدتخجم لقياس الفهضى في السشظهمات 

السهضع, ووججنا أن معاملات  الجيشاميكية, من خلال حدابيا لمسعجل الأسي لتباعج السدارات الستجاورة في فزاء
(, ووججنا أيزاً monodromyليابهنهف لسدار دوري يسكن ان تشتج ببداطة من القيم الحاتية لمسرفهفة الخئيدية )

ين مشفرمين مدار أن عجم وجهد معاملات مهجبة  يعشي أنو لا يهجج اتجاه في فزاء السهضع والحي يهافقو 
وججنا أن  بالإضافة الى ذلك, غيخ فهضهي الأصمي  سدارشي أن اللانيائيين يتذعبان بذكل أسي , ىحا يع

السشظهمات ذات السدارات الجورية تسمك معاممين ليابهنهف صفخيين والأربعة الباقية ىي زوجين من الأعجاد الحقيقية 
, ات سدار الفيسا اذا كان لقيم معاملات ليابهنهف علاقة باستقخار الدؤال الحي يظخح بذكل طبيعي . [5]الستعاكدة 

ات الجورية ومعاملات ليابهنهف ليحه سدار لحلك قخرنا أن نبحث عن العلاقة بين القيم الحاتية لمسرفهفة الخئيدية لم
 .اراتدالس

نتشاول في بحثشا ىحا دراسة طخيقة حداب معاملات ليابهنهف لمسشظهمات الجورية باستخجام السرفهفة 
مات الياممتهنية الجورية التي تسمك ثلاثة احجاثيات معسسة(, ونجرس الأساسية وبذكل خاص شبو الكبمخية )السشظه 

 .[6]استقخار ىحه السدارات, مدتخجمين نتائج نظخية فمهكهيت 
القيم  -السرفهفة الخئيدية–معاملات ليابهنهف  -السدار – استقخار -السشظهمات الجيشاميكية كممات مفتاحية

 فزاء السهضع. -الحاتية
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□ ABSTRACT □ 
 

 

We show that the Lyapunov exponents   one of the important Chaos 

measures in the Dynamic Systems , that  tell us the rate of divergence of nearby 

trajectories. we found  that the Lyapunov exponents  of  periodic  orbits  

can be easily obtained from the eigen values of the monodromy matrix. 

We  also found  that, No positive Lyapunov exponents means that there is 

no direction in phase space along which two initially infinitesimally separated 

orbits diverge exponentially, that is, the original orbit is regular. Otherwise, the 

orbit is chaotic. 

 In addition, we found that the  periodic  orbits of six  dimensional Dynamic 

Systems have always two Lyapunov exponents equal to zero, and the remaining 

four are always two pairs of opposite real numbers [5] .  

The question naturally arises of whether  Lyapunov exponents values are 

somehow related to the stability of the orbits   , Therefore, we decided to 

investigate the relationship between the eigen values of the monodromy matrix of 

periodic orbits and the  Lyapunov exponents  of those orbits. 

We studied in this paper   computation  of Lyapunov  exponent using   the 

monodromy matrix of the  Dynamic Systems ,in general , and we found the 

conditions of  stability of  the periodic orbits,using Floquet theorem [6] , and we 

present  proof  belong these orbits 

Key words.Dynamic Systems-stabitity - trajectory- Lyapunov exponents  - Monodromy  

Matrix -The Eigenvalues _ phase space  
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  مقدمة
قاييذ الفهضى في السشظهمات الجيشاميكية. وبذكل لات ليابهنهف الأسية ىي واحجة من أىم ممعامتعج 

 1إن قيسة.  [8]ى وجهد الفهضىباً  ىه دليل قهي عممهج 1خاص كهن معامل ليابهنهف الأسي الأعظسي 
01تخبخنا فيسا إذا كانت مشظهمة ديشاميكية معظاة فهضهية أم لا. فإذا كان   عشجئحٍ تعج السشظهمة فهضهية وإلا

01 إذا كان  تعج غيخ فهضهية. 
nىشاك عجد من السعاملات يداوي عجد أبعاد الفزاء وىي  ,...., بعج   nمن أجل فزاء ذو    21

tتجل ىحه السعاملات  عمى مفاىيم ىشجسية, حيث أن  ,ومختبة بذكل متشاقص
e 1   يجل عمى مقجار التباعج الخظي

متحهل مدتسخ في التجفقات ويجل عمى التكخار في التراويخ(,   tحيث )لسدارين متجاورين في الذخوط الابتجائية, 
)t(والعجد  21  

e   عمى مقجار التغيخ في السداحة والعجد يجل)t( 321  
e  ل عمى مقجار التغيخ في الحجم , يج

 .[2]وىكحا .....
دراسة نظخية ليحه السعاملات, كسا عسل كلًا من بيشتين وجهرجي وغالغاني  3] [م أوسيمجيكجق

[Benettin.G, Galgani.L, Giorgilli.A,1980] . في ىحا السجال   
ىحه   وسشدتخجم  باستخجام مرفهفة الاضظخاب الخئيدية طخيقة حداب معاملاتىحا  في بحثشاسشعخض 

السعاملات لمتعبيخ عن استقخار الحخكة الجورية مدتفيجين من نتائج فمهكهيت في الاستقخار ثم سشقجم الشتائج التي 
 تهصمشا الييا.

 ف البحثاهدأهمية وأ 
دورية  مثل حخكات الأجخام الدساوية وحخكاتتكسن أىسية البحث في أىسية دراسة استقخار الحخكات الجورية 

 استقخار السدارات باستخجام شخوط التعبيخ عنل الى تهصال ونيجف في ىحا البحث الىحياتشا الهاقعية.  ىامة أخخى 
 معاملات ليابهنهف الأسية.

 مواد وطرق البحث 
 كيفية حداب معاملات ليابهنهف عن طخيق القيم الحاتية لمسرفهفة الخئيدية للاضظخاب, نقهم بجراسة

 .دتفيجين من نتائج نظخية فمهكهيتم ونجرس استقخار السدارات الجورية
 الاستنتاجات والتوصيات

 تتجمى ثسار بحثشا ىحا في الشتائج التالية:
 :1مبرهنة -1

, عشجئحٍ يكهن لكثيخة الحجود Tالسرفهفة الأساسية لمتباعج لسشظهمة شبو كبمخية والتي دورىا tS)(لتكن 
)()1().1(الذكل  TS)(السسيدة لـمسرفهفة  2342   a. 

 :2مبرهنة -2
)()1().1(لتكن  2342    ىي كثيخة الحجود السسيدة لسرفهفة التباعج

 2داخل الجائخة التي مخكدىا  الأساسية لسشظهمة شبو كبمخية ذات حخكة دورية مدتقخة, عشجئحٍ يتهضع العجد 
 .4ونرف قظخىا 

 جسيع معاملات ليابهنهف لمسدارات الجورية السدتقخة لمسشظهمات الذبو كبمخية تكهن معجومة. نتيجة:-3
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بجراسة استقخار السشظهمات الذبو كبمخية وأوججنا الذخط  ,بذكل خاص ,في ىحا البحث لقج اىتسيشا
السشظهمات غيخ اللازم لاستقخارىا, تبقى مدائل دراسة استقخار السشظهمات الجورية ذات الأبعاد الأخخى, و 

 الجورية مدائل مفتهحة ججيخة بالاىتسام.
 معاملات ليابونوف لممنظومات الهاممتونية الدورية

, تأتي [1]( معامل ليابهنهفn2( احجاثي معسم تسمك )nوججنا أن السشظهمات الياممتهنية ذات الـ )
 .              [5]عمى شكل أزواج من الأعجاد الحقيقية الستعاكدة 

ات سدار الدؤال الحي يظخح بذكل طبيعي فيسا إذا كان لقيم معاملات ليابهنهف علاقة باستقخار ال
 الجورية,                   

 ليابهنهف الأسية.لحلك قخرنا أن نبحث عن شخوط استقخار ىحه السشظهمات بجلالة معاملات 
نتشاول في بحثشا ىحا دراسة طخيقة حداب معاملات ليابهنهف لمسشظهمات الجورية باستخجام 
السرفهفة الأساسية وبذكل خاص شبو الكبمخية )السشظهمات الياممتهنية الجورية التي تسمك ثلاثة احجاثيات 

  .[6]هيتمعسسة(, ونجرس استقخار ىحه السدارات, مدتخجمين نتائج نظخية فمهك
 معاملات ليابونوف كقيم ذاتية لممصفوفة الأساسية لمتباعد لمنظومة دورية:   -1

 لتكن السشظهمة الجيشاميكية السعخفة بالعلاقة:
(1)                                   ))(()( tXFtX  

nRtXحيث  )(  ولتكن ,niEi ,....,2,1,   متجيات واحجة مدتقمة في فزاء السهضع ولتكن
0X  نقظة كيفية من فزاء مهضع السشظهمة, وليكن)(tX  ىه السدار الحي يبجأ من ىحه الشقظة ) أي

ي )0(0يحقق الذخط الابتجائ XX  بالذكل (, له أجخيشا اضظخاباً في الذخط الابتجائي ليربح
i

E EXX  tX)(عجد مهجب صغيخ بقجرٍ كافٍ, فإنو سيتذعب مدار ججيج  , حيث )0(0 E عن
واستخجام نذخ  (1), ولحداب ىحا التباعج, بالاعتساد عمى tX )(, وسيكهن مقجار التباعج tX)(السدار

 , والاكتفاء في الحج الأول نحرل عمى معادلات تفاضمية من الذكل:0Xحهل الشقظة  Fتايمهر لـ 

....)(.....)(

.....)(....][

0000

0000

0

0






X

dX

dF
XFX

dt

d
X

X
dX

dF
XFXX

dt

d

X

X





 

 نقظة من فزاء مهضع السشظهمة نجج:  0Xولكهن 

.........)( 00

0

 X
dX

dF
X

dt

d

X

 

عجد مهجب صغيخ بقجر كاف, فيكهن الحج الأول  )لكهن وبالاكتفاء بالحج الأول من كل طخف
 نحرل عمى: أعظسي والباقي يشتيي الى الرفخ(

00

0

)( X
dX

dF
X

dt

d

X

  

نقظة كيفية من فزاء السهضع, يسكششا أن نكتب: 0Xوبسا أن 
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(2)                                X
dX

dF
tX

dt

d

X

 ))(( 

 بالعلاقات:  [4]عشجئحٍ تعخف معاملات ليابهنهف الأسية

(3)                                ni
X

tX

t
Xi

i

t
i ......,2,1;

)0(

)(
ln

1
lim

0


 


 

tX)(حيث  i  ىه مقجار التباعج في المحظةt  الحاصل وفق الاتجاهiE  بين السدارين الأصمي
 ىه الشظيم السعخوف في الفزاء الاقميجي. والسزظخب, 

معادلة تفاضمية خظية عادية متجاندة, ومن أجل ىحا الشهع من  n مكهنة من (2)السعادلات التفاضمية 
معخفة بأنيا السرفهفة التي أعسجتيا ىي حمهل مدتقمة خظياً  tS)(ليا  ساسيةالأنظسة تكهن السرفهفة الأ

 , في حالتشا ىحه:[11]لمسشظهمة
(4)                               nXXXtS  ........,,)( 21 

 من الهاضح أن: 

(5)                              )())(( tS
dX

dF
tS

dt

d

X

                     

niحيث   iXلكهن  ,....3,2,1  نجعه السرفهفة (2)حمهل لمسعادلة ,)(tS  بالسرفهفة الأساسية
nISلمتباعج, إذا اختخنا  )0(  .)عشجئحِ تجعى السرفهفة الأساسية الأولية لمتباعج)للاضظخاب 

ن ,2,1,..,6دور السشظهمة, وبفخض  Tليك ii ىي القيم الحاتية لمسرفهفة )(TS عشجئحٍ تعظى
 :[5]معاملات ليابهنهف الأسية بالعلاقات التالية 

 (6                                    )ii
T

 ln
1

 

 أي أن معاملات ليابهنهف لحخكة دورية يسكن أن تحدب بديهلة كمهغاريتم طبيعي لمقيم الحاتية لمسرفهفة 
)(TS  والسقدهم عمىT    . 

القيم الذاتية لكثيرة الحدود المميزة لمصفوفة التباعد الأساسية لمنظومة شبه كبمرية )ذات حل  -2
 دوري(:  

zyxلتكن السشظهمة الجيشاميكية الذبو كبمخية التي احجاثياتيا السعسسة ىي  zyx, ولتكن ,, ppp ىي  ,,
Tالستحهلات الياممتهنية السخافقة ليحه الاحجاثيات بالتختيب, وليكن 

zyx pppzyxtX ],,,,,[)(  ولشفخض ,
 أن السدألو تعخف بالعلاقة التالية:

(7)                                 ))(()( tXFtX  
,2,1,....,6ولتكن   iEi  ,متجيات واحجة مدتقمة في فزاء مهضع السشظهمة الياممتهنية الذبو كبمخية

ىه السدار الحي يبجأ من ىحه الشقظة )أي  tX)(نقظة كيفية من فزاء مهضع السشظهمة, وليكن  0Xولتكن 
)0(0يحقق الذخط الابتجائي XX ولتكن ,))(tS :ىي السرفهفة الأساسية الأولية لمتباعج, في حالتشا ىحه 

(8)                                  621 ........,,)( XXXtS  
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 :1مبرهنة
, عشجئحٍ يكهن لكثيخة Tالسرفهفة الأساسية لمتباعج لسشظهمة شبو كبمخية والتي دورىا  tS)(لتكن 

)()1().1(الذكل  TS)(الحجود السسيدة لـمسرفهفة  2342   a. 
 الاثبات:

,2,1,..,6لشفخض أن   ii  ىي القيم الحاتية لمسرفهفة)(TS ًعشجئحٍ  تكهن ىحه القيم جحورا ,
  السرفهفة, أي يسكششا أن نكتب:لكثيخة الحجود السسيدة ليحه 

  (9               ))).....()(()( 621   a 
وبسا أن ىحه السشظهمات ىي مشظهمات ىاممتهنية فإن معاملات ليابهنهف الأسية تأتي عمى شكل 

, أحج ىحه السعاملات صفخياً [ 6] , وبسا أنيا دورية فيكهن, حدب [5]أزواج من الأعجاد الحقيقية الستعاكدة
شكل زوجين من الأعجاد وبالشتيجة سشحرل عمى زوج صفخي من السعاملات والأربعة الباقية ستكهن عمى 

, وبالتالي ستسمك السرفهفة الأساسية لمتباعج قيستين ذاتيتن واحجيتين والأربعة الباقية الحقيقية الستعاكدة
كهن كل عجد في كل من ىحين الدوجين مقمهباً لمعجد الآخخ ستكهن عمى شكل زوجين من الأعجاد, حيث سي

 في نفذ الدوج, إذاً يسكششا أن نأخح:
(10                                        )165   

 و                        
(11                                 )1

34

1

12 ,


                 
)1(2وبالتالي سيكهن     عامل لـ)(( تكتب بالرهرة التالية: 9, وبالتالي العلاقة ) 

(12              )))()()(.()1()( 4321

2   a 
 لشزع:

 (13)                         ))()()(()( 4321   
 (: 12عشجئحٍ تكتب العلاقة )

(14                                     )))(.()1()( 2   a  
 ( نجج:11وبالاستفادة من العلاقات )

))()()(()(
1

33

1

11


  

 وبالشذخ نحرل عمى:
  1)(.1)()(

1

33

21

11

2 

 

ومشو:

1)(

)()()(

)()(

1

11

2

1
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3

1

13

1

1

1

3131

31

33

231

11

4



















 
 أي أنّ:
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 فيكهن:

1)(

)2()()(
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2

42324131

3

4321

4









 
 الأخيخة تكتب بالذكل: العلاقة

(15                            )1.)( 234   
 حيث:
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 أي أن:

(16                        )








2

)(

42324131
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 ( نجج:14( في )15وبتعهيض )
(I..........)  )1..()1()( 2342   a 

 .وىه السظمهب                                                                      
 الآن لشزع:

 (17                                      )
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)(
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211





b
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 نحرل عمى:

(18                                           )
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 ويكهن:

(19                                       )
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 حيث:
(20                                      ))2(42   

 ومشو يكهن:
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(21                                   )
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الحجود السسيدة لسرفهفة التباعج الأساسية لسشظهمة شبو وبيحا نحرل عمى القيم القيم الحاتية لكثيخة 
        (.كبمخية )ذات حل دوري 

 استقرار الحركة الدورية لممنظومة الشبه كبمرية:   -3
 وججنا من نظخية فمهكهيت أن شخوط استقخار الحخكة ىي:

6,...2,1,1  jj 

 ومشو يكهن:

                         211
1

1
2121

2

1















     

(22                                         )221                       
   

 
 وبالتالي:

(23                             ) 221211  b 
 أي أن:

21 b 
22وبسحاكسة مساثمة نتهصل إلى الذخط   b ,أن شخطي استقخار حخكة دورية ىسا: ومشو ندتشتج 

(24)                                       2

2

2

1





b

b 

  2مبرهنة
)()1().1(لتكن  2342   a  ىي كثيخة الحجود السسيدة

داخل  لسرفهفة التباعج الأساسية لسشظهمة شبو كبمخية ذات حخكة دورية مدتقخة, عشجئحٍ يتهضع العجد 
 .4ونرف قظخىا  2الجائخة التي مخكدىا 

 الإثبات
21 وججنا من الفقخة الأخيخة أن :بسا أن الحخكة دورية مدتقخة,  b 22و b وباستخجام ,

 ( نجج :19العلاقتين )

 

(25                                   )
2)(

2

1

2)(
2

1









 



 University Journal. Basic Sciences Series Tartous 4202( 3( العدد )8الأساسية المجلد ) العلمية العلوممجلة جامعة طرطوس 

 

45 
 

 ومشو:
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 فيكهن:
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شخط استقخار حخكة دورية, معظاة كثيخة الحجود السسيدة لسرفهفة التباعج الأساسية ليحه مسا سبق نجج أن 
 .4ونرف قظخىا  2داخل الجائخة التي مخكدىا  (, ىه أن يتهضع العجد Iالسشظهمة بالعلاقة )

 
 دراسة استقرار الحركة الدورية لمنظومة شبه كبمرية باستخدام معاملات ليابونوف:   -4

  .نيجف في ىحه الفقخة إلى التعبيخ عن استقخار حخكة دورية لسشظهمة ىاممتهنية  بجلالة معاملات ليابهنهف
 لشعسل عمى إيجاد القيم الأربعة الستبقية.وججنا أن ىحه السشظهمات تسمك معاممين ليابهنهف صفخيين, 

21وججنا أن شخطي الاستقخار  ىسا  b22 و b  :وبالتالي يكهن 
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04,04وبالتالي 
2

2

2

1  bb  عشجئحٍ ستكهن القيم الحاتية الأربعة عبارة عن زوجين من الجحور
 العقجية الستخافقة,أي أن:

   4321 ,   
 ومشو يكهن:
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(27)                                         4321 ,   
1(   لجيشا :       11ومن العلاقات )
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ومشو يكهن:                           
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 وبالتالي:
(28)                                             3412 ,   
 ( نجج :28( و )27من ) 

29)                            )021         
 و 

30)                            )043         
 إذاً مسا سبق نجج أن:

31)                            )0654321         
 نتيجة:

  إن جسيع معاملات ليابهنهف لمسدارات الجورية السدتقخة لمسشظهمات الذبو كبمخية تكهن معجومة.
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