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من السعادلات التفاضمية العذهائية الستأخرة من الشهع  رشفلعددية  حمهل
 مع أكثر من عسمية ويشر السحايد

 
 *مهسى عدنان زعرور 

 
 (  17/10/0202تاريخ الشذر  – 11/11/0202 )تاريخ الإيداع 

 
 □ممخّص  □

 
الستأخخة مغ الشػع قجم ىحا البحث صيغة عجدية لإيجاد الحل العجدي لرشف مغ السعادلات التفاضمية العذػائية 

 بعسمية الدمغ مع السدتسختيغ العذػائيتيغ ويشرلعسميتي  في البجاية إجخاء محاكاة السحايج بأكثخ مغ عسمية ويشخ. تع
مارياما لتقخيب الحل العجدي والحرػل عمى عيشة مسثمة لمفزاء الاحتسالي  ومغ ثعّ تصبيق شخيقة أولخ متقصعة زمشياً.

قجّمت تجارب عجدية مػسّعة  كسا .تقارب الريغة العجدية السقتخحة بزعف مغ السختبة الاولىلمحل العجدي، تعّ اثبات 
باستخجام لغة  ريغةاللازمة ليحه الالتشفيحية تع إعجاد البخامج  لتقجيخ مختبة التقارب العجدي لمريغة السقتخحة حيث

خية التي تعّ اثباتيا، وقج ضيخت فعالية شخيقة تػافق الشتائج العجدية مع الشتائج الشطوتبيّغ ، Mathematicaالبخمجة 
 .في السعالجة العجدية ليحا الرشف مغ السعادلات مارياماأولخ 

 .مختبة التقارب العجدي معادلات تفاضمية عذػائية متأخخة مغ الشػع السحايج ، عسمية ويشخ،الكمسات السفتاحية : 
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□ ABSTRACT □ 

 

This research proposed a numerical scheme to find the numerical solution of a 

class of neutral stochastic delay differential equations (NSDDEs) with more than one 

wiener processes, the scheme begins by calculating the two Wiener continuous 

stochastic processes by discrete time process. Then applying  Euler-Maruyama 

method to approximate the solution and to produce a representative sample of the 

probabilistic space of the solution, weak convergence of the proposed scheme was 

proven to be of first order. Extensive  numerical experements  was proposed to 

estimate the convergence order of the proposed scheme. Where, execution programs 

required for the scheme was  prepared using the Mathematica programming 

language. Numerical results validates the theoretical proved findings, and the 

effectiveness of Euler-Maruyama method in numerically treating this kind of 

equations has been shown. 

Keywords:  Neutral Stochastic Delay Differential Equations,  Wiener Process, 

   Convergence Order. 
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 introductionمقدمة : -1

تع ت (أو ..الخالكيسيائية أو البيػلػجية  الحياة )الفيديائية أومغ السعخوف عشج الخياضييغ أن معطع ضػاىخ 
ومعخفة سمػك الحل الطاىخة السجروسة  فيعبأستخجام معادلات تفاضمية عادية أو جدئية وذلظ مغ أجل محاولة  نسحجتيا

ج أو تذػير السسكشة، لكغ وفي بعس الأحيان قج تخزع تمظ الطػاىخ لعسميات ضجي والتفديخات وتقجيع الشتائج الي
عذػائي ويجب أخح ىحا الزجيج بعيغ الأعتبار وذلظ مغ أجل نسحجة الطاىخة بأفزل صيغة وعجم إىسال أي مغ 

كسا أن التأخيخ سسة ىامة مػجػدة في العجيج مغ العسميات والطػاىخ العػامل الخارجية التي قج تؤثخ عمى سمػك الحل، 
يمعب التأخيخ دوراً بارزاً في ترفية التخددات لأمػاج الخاديػ  الفيزياءفي  فسثلاً  في الصبيعة وفي الرشاعات التكشػلػجية،

الاقتراد ، في أيزا لمتأخيخ دور ىام في ديشاميكا الذبكات السشطسة وراثياً  الكيسياء الحيهيةوالأجيدة الالكتخونية، في 
كشسحجة الػقػف الستػازن للإندان الخاضع لمديصخة  البيهلهجيالشسحجة أسعار الأسيع غيخ السدتقخة، وفي السالي 

كحلظ في حخكة الدّكان لشسحجة عسميات  ،العربية وتقمرات العزلات مع تأخيخ زمشي للأجدام الرحيحة والسعتمة
الػلادة والسػت )معجل الشسػ، معجل الػفيات(، في حالة انتذار الأمخاض الػبائية مثل فيخوس الايجز ومخض العرخ 

 ػرونا...الخ.فيخوس ك
في  لجورىا السيع والبارزالسعادلات التفاضمية العذػائية الستأخخة مغ الشػع السحايج  ت أىسيةءومغ ىشا جا

إحجى الػسائل الأساسية لشسحجة عسميات الزجيج في الصبيعة فشجج ليا استخجامات مجالات الحياة الستعجدة وىي تعج 
 .ذات الستغيخات العذػائية الإحرائيةواسعة في نسحجة ومحاكاة الأنطسة 

أي عسمية واحجة ، ضجة بيزاء واحجحج غالباً مايتع إيجاد الحمػل العجدية لسعادلات تفاضمية عذػائية تتأثخ ب
في ىحا البحث محاكاة الحل لسعادلات تفاضمية عذػائية متأخخة مغ الشػع السحايج عشجما تخزع  جرسسش لػيشخ لكغ

لسعخفة  الشتائج والتفديخات السسكشة مشاقذةبشفذ الػقت و  ويشر يعسميتتحجيجا  عذهائيراب طلأكثر من تذهيش أو اض
  .ان العسميتان عشجما تتجاخلان في معادلة واحجةاتأثخ ى

أن لمسعادلة  حل وحيج مغ أجل كل تحجيج لذخوط ابتجائية مشاسبة، في حيغالستأخخة إن لمسعادلة التفاضمية 
ى أنّ زمخة مغ الخصػط البيانية التي شبسععذػائية مدتسخة مع الدمغ، كعسمية  تطيخالتفاضمية الستأخخة العذػائية حمػل 

 .تتسخكد حػل خط بياني متػسط وفق تبايغ معيّغ ىي مايذكّل حل السعادلة العذػائية
  :أهسية البحثImportance of Research 

نطخاً لمتصػرات اليائمة الحاصمة في جسيع السجالات العمسية وتجاخل العمػم فيسا بيشيا يرسع الباحثػن نساذج 
تكسغ أىسية ىحا البحث مغ الشاحية عذػائية لفيع الطػاىخ السختمفة في العالع الحقيقي الحي نعير فيو، ومغ ىشا 

السصخوحة تعج  أكثر من عسمية لهيشرمع ستأخخة مغ الشػع السحايج التصبيقية بأن مدألة السعادلات التفاضمية العذػائية ال
نسػذجاً مشاسباً لمكثيخ مغ الطػاىخ الصبيعية والحقيقية في مجالات الحياة السختمفة التجارية والاقترادية والرشاعية 

كػرونا  –إيبػلا  –يجز كشساذج لمفيخوسات السدتججة مثل الا ،بذكل خاص في التصبيقات العمسية الحجيثةتدتخجم ومؤخخاً 
لسثل ىحه الشساذج يؤدي ونطخاً لعجم وجػد حمػل تحميمية ليحه الشساذج السعقجة والرعبة فإن إيجاد الحمػل العجدية  الخ .

 السدائل الأخخى السذابية. وجسيعإلى تفديخ أو تقجيع الكثيخ مغ السعمػمات اليامة حػل ىحه السدائل 
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 :طرائق البحث ومهاده 
سشقجم في ىحا البحث محاكاة عجدية لشسػذج مغ السعادلات التفاضمية العذػائية الستأخخة مغ الشػع 

تعتسج شخائق البحث في ىحا العسل عمى بعس تقشيات التحميل العجدي، والتحميل لحلظ  عسميتي ويشرالسحايج مع 
كسا يحتاج  العذػائية. يشرو  ميةعسبالستسثمة  الأخخى في الإحراء الخياضي الأساسية الخياضي وبعس السفاىيع

والبخمجة الحاسػبية لسحاكاة الحمػل التي تسثميا الطػاىخ السجروسة  الخػارزمياتالبحث إلى استخجام عمػم 
لكثيخ مغ السدائل العذػائية  مع الأخح بالحدبان أن ىحه الحمػل غيخ متاحة بالصخائق التحميمية التقميجية، عجدياً 

 .وبالأخز السحايجة مشيا
 : دراسات سابقةLiterature Review 

لمسعادلات التفاضمية الستأخخة العذػائية مغ الشػع السحايج حجيثة ندبياً وىي في  العجديةتعج الجراسات 
صخقت إلى معالجة وإيجاد الحمػل العجدية لمسعادلات التفاضمية حيث نجج أن معطع الأبحاث تشػر البجاية 
-1]مثلا والسعادلات التفاضمية العذػائية الستأخخة  [11,20,21]مثلا العذػائية 

وسشخكد بذكل خاص عمى السعادلات التفاضمية العذػائية الستأخخة مغ الشػع  [5,7,8,13,16,17,19,26,28
 السحايج:

التقارب بستػسط السخبعات القػي لصخيقة أولخ مارياما لإيجاد الحمػل مفيػم  3009عام  Maoدرس
الحمػل العجدية  3009وآخخون في عام  Tan. درس [15]العجدية لمسعادلات التفاضمية العذػائية الستأخخة 

لمسعادلات التفاضمية العذػائية الستأخخة مغ الشػع السحايج مع قفدات)خصػات( بػاسػن تحت شخط ليبتذيد 
 .[12]سحميال

تقشية شخائحية بكثيخات حجود مغ الجرجة الخامدة بخسذ  3009وآخخون في عام  Mahmoudقجم 
 Mahmoudقجم  . [18]ايتهالحمػل العجدية لمسعادلات التفاضمية العذػائية وفق صيغة لإيجاد نقاط تجسيع 

 .[22]تقشية عجدية لحل نسػذج مغ السعادلات التفاضمية العذػائية مغ السختبة الثانية 3030وآخخون في عام 
لشساذج  Split-Thetaالاستقخار والتقارب العجدي لصخيقة  3002في عام  Tan andYuanناقر 

ىحه  3003في عام   Li & Hong، وشػر[23]السعادلات التفاضمية العذػائية الستأخخة مغ الشػع السحايج 
 .[10]الصخيقة 

الحمػل العجدية لمسعادلات التفاضمية العذػائية الستأخخة فػق  3003في عام  Zhou and Jinأوجج 
شخائق عجدية لحل نسػذج مغ  3030في عام  Gao and  Hu. شػر[24]الخصية مغ الشػع السحايج 

 3030في عام  Wang and Xu. قجم [6]السعادلات التفاضمية العذػائية الستأخخة مغ الشػع السحايج اللاخصية 
لجراسة الاستقخار والتقارب لشسػذج مغ السعادلات التفاضمية العذػائية الستأخخة مغ الشػع  Averagingشخيقة 
بجراسة معجل التقارب لمسعادلات التفاضمية العذػائية الستأخخة مغ الشػع  3030في عام  Jiقام . [25]السحايج

 .[9]السحايج 
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  مفاهيم وتعريفات أساسية: -2
بأنيا  مغ الشػع السحايج تعخّف السعادلة التفاضمية العذػائية الستأخخة  الأساسية.السفاىيع التعاريف و بعس بنبجأ 

كسا تحػي عمى حج  واحج أو أكثخ مغ الحجود العذػائية والحجود العذػائية مع تأخيخ زمشي تتزسغمعادلة تفاضمية 
ناتج الحل الشيائي عسمية عذػائية أيزاً، والذكل الشسػذجي الأندب لتعخيفيا رياضيا سيكػن ، وليحا تفاضمي متأخّخ

 :ىػ صياغتيا وفق مفيػم إيتػ كالآتي [6,9,10,12,23]بحدب 
(

1) 
{
                                                                

                                                 
  

  ويجعى دالة السعصيات الابتجائية، وتعصي قيسة الحل في الدمغ الستأخخ              :حيث
 .   ، بثابت التأخيخ وىػ مقجار حقيقي مػجب        
( لمسعادلة التفاضمية Drift Coefficient) معامل الإزاحة جالةب              الجالة  تدسى

 العذػائية الستأخخة.
( لمسعادلة التفاضمية Diffusion Coefficient) بسعامل الانتذار              وتجعى الجالة 

 الستأخخة .العذػائية 
فيي عسمية عذػائية تسثّل               ، بيشسا  (Wiener Process)ويشر عسمية :    تدسى

 .(1)حل السعادلة التفاضمية العذػائية 
 الآتي:يسكن أن تأخذ الذكل السعادلة التفاضمية العذهائية الستأخرة من الشهع السحايد مع عسميتي ويشر إن 

(
2) 

{

 (            )   (             )    (             )      

  (             )             

                                                 

 
 

وفيو نفتخض أنّ      الحل العجدي في المحطة      x( وليكغ 3الحل الجقيق لمسعادلة )    Xليكغ 
عغ الحل    ، في حيغ سشعبّخ بـ                  التقخيبات في المحطات الدابقة محدػبة بجقة تامة أي 

 الدابقة، والتي تتخاكع فييا الأخصاء السحميّة لكل الحمػل       {  }العجدي السحدػب بشاءً عمى الحمػل العجدية 
 العجدية الدابقة.

 
 ىي مجسػعة مغ الستغيخات العذػائية عمى فزاء احتسالي معصى   {    }: العسمية العذػائية(1)تعريف

 ، وعشجئحٍ   والسختبصة مع الدمغ              
  قابمة لمقياس ومعخفة عمى الفزاء الاحتسالي            تكػن الجالة    لأجل كل  

           . 
  مدار العيشة أو مدار العسمية           تدسى الجالة             لأجل كل 

 .     الستعمق بالحجثيغ 
بأنيا متغيخ عذػائي  [T,0]القياسية في السجال  Wiener Process[19]عسمية ويشرتعخّف  :(0)تعريف 

 الخرائز التالية :، ويحقق        مدتسخ مع الدمغ، مغ أجل كل      
يداوي   meanتػزيع شبيعي بستػسط      يكػن تػزيع الستغيخ العذػائي   : مغ أجل كل(1خاصة )
 يداوي الػاحج. Varianceالرفخ وتبايغ 
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 باحتسال يداوي الػاحج .       : إن (0خاصة )
يكػن متغيخاً             ، فإن الفخق           مغ أجل كل : (3خاصة )

 ، وىحا يكافئ أن نكتب      عذػائياً مػزعاً شبيعياً بستػسط صفخ  وتبايغ 
            √            

 يخمد لستغيخ عذػائي يخزع لمتػزيع الصبيعي السعياري.       حيث
            ، فإن الفخقيغ                 : مغ أجل كل (2خاصة )

 يكػنان متغيخيغ عذػائييغ مدتقميغ.            و 
 بسدارات مدتسخة.     : يسكغ تسثيل عسمية ويشخ (5خاصة )
  [5]  :(White Noise and Ito Integral)الزجة البيزاء وتكامل إيتػ: (3تعريف )

∫يجعى التكامل مغ الذكل               
 

  
أخح التجدئة ب إيجاد ىحا التكامل ويسكغ إيته بتكامل 

 السشتطسة
 يعصى تكامل ريسان كشياية مغ الذكل:و       لمسجال                       

∫           
    

∑   ̄ 

 

   

 

 

     

 .    ̄      ، و            حيث 
 ىػ الشياية : إيتهوبذكل مذابو فإن تكامل 

  ∫              
    

∑      

 

   

 

 

     

ىي خصػة عسمية ويشخ لمتكامل. والخلاف الأساسي ىػ أن                   حيث
نقصة      ، بيشسا في تكامل ايتػ يكػن السصمػب           يسكغ اختيارىا كأي نقصة مغ السجال   ̄ الشقصة 

 الصخف الأيدخ لمسجال.
بالذكل  ايتهتػجج قابمية تقميجية للاشتقاق ويُعبّخ عغ تكامل  عسميتان عذػائيتان ، فلا     ، fبسا أن 

 التفاضمي كالآتي:
             

 .White Noiseبالزجة البيزاء      ويشرلعسمية       يدسى التفاضل 
تحققان جسيع  ويشرىسا عسميتا     في السعادلة           العسميتان العذػائيتان  ملاحظة :

 التعاريف والخرائز الدابقة الحكخ.
 Local Error[27]الخطأ السهضعي:(: 4تعريف)

 الخصأ السػضعي ىػ متتالية الستغيخات العذػائية
                            

. أي   يقيذ الفخق بيغ الحل الجقيق والحل العجدي )التقخيبي( السحدػب بجقة في الخصػات الدابقة لـ 
 عمى فخض عجم وجػد أخصاء في السجالات الدابقة.          أنّو يسثّل قيسة الخصأ في السجال الجدئي 
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                 الخطأ الذامل:(: 5تعريف)
 الذامل ىػ متتالية الستغيخات العذػائيةالخصأ 

                        
 يقيذ الفخق بيغ الحل الجقيق والحل العجدي )التقخيبي( ذو الاخصاء الستخاكسة عمى كامل مجال الحل.

 Weak convergence[29]:التقارب الزعيف (:6)تعريف
 لصخيقة عجدية بالستخاجحة: pعشج حداب مدارات الحل العجدي ، يعصى معيار التقارب الزعيف مغ السختبة 

0,|)(|max
1




hashCeE p

n
Nn

 
 .  عشج  الخصأ الكمي   ، ثابت حقيقي C، و p>0حيث 

 Strong convergence[29]التقارب القهي :  (:7تعريف)
لصخيقة  pعشج حداب عجة مدارات الحل العجدي، يعصى معيار التقارب القػي  بستػسط السخبعات مغ السختبة 

 عجدية كالآتي:
0,))|(|(max 2/12

1



hashCeE

p

k
Nn

 
 أو بالعلاقة 

0,)|(|max 22

1



hashCeE

p

k
Nn

 
  حيث 
 

 
. 

 Consistent [14] الاتداق (:8تعريف)
بستػسط السخبعات  متدقةإنيا  hبخصػة  n =1,2,…,N،{  }يقال عغ شخيقة عجدية تشتج متتالية الحل العجدي 

 إذا تحققت الستخاجحة الآتية:  pمغ السختبة 
0,))|(|(max 2/12

1



hashCE p

k
Nn

  
 لمتػقع الخياضي. Eويخمد، hثابت مػجب مدتقل عغ شػل الخصػة  Cالخصأ السقتصع السػضعي،   حيث

 الشتائج والسشاقذة : -3
السعادلة التفاضمية العذػائية الستأخخة لسدألة شخيقة أولخ مارياما لإيجاد الحمػل العجدية  يعجدية ى يقةسشقجّم شخ 
مع تيغ السدتسخ  تيغالعذػائي ويشر تيلعسميمحاكاة عجدية حاسػبية ( ولكغ أوّلًا نحتاج لإيجاد 3)مغ الشػع السحايج

 .         الدمغ
 :ويشر تياكاة عسميمح 3-1

 كل مشيا التيو مع الدمغ تيغ السدتسخ            تيغالعذػائي ويشر تيمحاكاة عجدية متقصعة لعسميمغ أجل 
  بخصػة       نأخح تجدئة مشتطسة لمسجال     .حيث         تأخح قيسة عجدية لأجل كل قيسة 

 

 
 

           عشج الدمغ              لقيسة      و سشخمد بـ  ، لأجل عجد صحيح مػجب 

 :تانمحقق تانالآتي تان. وأنّ العلاق1باحتسال           أنّ  ويشرعشجئحٍ لجيشا مغ خرائز عسمية          
                          
                                



 ،زعرور                                     حمهل عددية لرشف من السعادلات التفاضمية العذهائية الستأخرة من الشهع السحايد

000 

 

تػزيع  ئية السدتقمة مثشى مثشى ولكل مشيا امتتاليتان مغ الستغيخات العذػ    {   }   {   } إذ إن 
، يسكششا       متغيخ عذػائي مدتسخلو التػزيع      بأخح ، وبالتالي         √        

بعج  Mathematicaلغة البخمجة في  RandomRealباستخجام العسمية العذػائية     قيسة الحرػل عمى
 مدتقمة لـ   نحرل عمى قيع ججيجة    √السعياري ومغ ثعّ بزخبو بالسقجار  جيج تابع التػزيع الصبيعيتح

 كسا في السقصع البخمجي الآتي:        
dW=Sqrt[dt]*RandomReal[NormalDistribution[0,1]] 

dV=Sqrt[dt]*RandomReal[NormalDistribution[0,1]] 
محجدة تتعمق بـ          ومغ أجل كل تصبيق لمدصخ البخمجي الدابق نحرل عمى قيسة 

عيشة          ، وبأخح مجسػعة مغ القيع تشتج عسمية معايشة والعيشة   إحجى قيع الستغيخ العذػائي    
 عشجئح          √        ليا تػزيع شبيعي      عذػائية حجسيا 

                                          
وىسا             الاحتساليبالحجث  تانمتعمق               تانالشاتج ويشر تاوعسمي

 . (2)لحل السعادلة  واحج مدار مداران لعسميتا ويشخ مغ أجميسا يشتج
 كالآتي:مثلًا،      أجل عسمية ويشخ   مغ إيتهوعميو يسكغ حداب قيسة تقخيبية لتكامل 

∫              
   

 

 

∑           

 

   

  ∑           

 

   

   

 .(2)في السعادلة          يةالعذػائود سيسكششا مغ إيجاد تقخيب لمحجبيحه الصخيقة و 
 مع عسميتي ويشر من الشهع السحايدالستأخرة الحمهل العددية لمسعادلة التفاضمية العذهائية   3-2

. (3)السعادلة التفاضمية العذػائية الستأخخة مغ الشػع السحايجإلى  [9] أولخ مارياما شخيقةسشقػم بتصبيق 
مع  (0)مغ الشػع السحايج السعادلة التفاضمية العذػائية الستأخخةمدألة شبقت لحل  يقةونذيخ إلى أن ىحه الصخ 

 .واحجة وليذ أكثخ مغ عسمية ويشرعسمية 
 :(Euler-Maruyama Method)مارياما-طريقة أولر

 كالآتي:       ندتخجم تجدئة مشتطسة لسجال الحل 
   {                        } 

عجد  mشػل الخصػة، وبفخض أنو يػجج          ، و                    حيث  
 صحيح مػجب بحيث يكػن 

 
وسشفخض أن الصخيقة العجدية تشتج متتالية الحل العجدي  تقخيباً.    

، وبعج الحرػل                              كسحاكاة لمحل الجقيق                      
ة ويشخ عشجئحٍ يسكغ تقخيب السؤثخ التفاضمي لعسمي يغوبالتالي يتحجد مدار                      عمى 

 باستخجام السؤثّخ الفخقي الآتي:
                     

مغ أجل القيع الستقصعة   و   و   وحداب الجوال     بتعػيس ىحا التقخيب في السعادلة 
مغ نػع  (2)لمسعادلةعجدي الحل الالتكخارية لإيجاد  مارياما-صيغة أولرنحرل عمى  لمحل        
 ، كالآتي:     
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(
3) 

                        
                                                         

                      
             

 

 .سابقة الحكخ ويشر تيعسميل محاكاة حاسػبيةالستقصعة بإجخاء  قيعالوتحدب 
 التقارب العددي: 3-3

سعادلات اللحل  تصبيقياعشج القػي ب وتحجيج مختبة التقار  ،أولخ مارياماالزعيف لصخيقة  م بجراسة التقاربػ نق
 لحل بعس الأنساط مغ السحكػرةالعجدية  يقةالصخ تع تصبيق . (3)التفاضمية العذػائية الستأخخة مغ الشػع السحايج

 : واحجة فقط ويشروالستعمقة بعسمية  الخالية مغ الحج السحايجالآتية  الحالات الخاصة في التفاضمية العذػائية السعادلات
 السعادلات التفاضمية العذػائية الستأخخة SDDE :[19] والتي يغيب فييا الحج السحايج  

(
4) 

{
                                                        
                                                 

  

  السعادلات التفاضمية العذػائيةSDE :[18] والتي يغيب فييا كل حج متأخخ  
{
                                          
             

                                 

 :[14]يحققان شخط ليبتذد (5)-(4يغ )ذجػ في الشس G, Fدالتا الازاحة والانتذار حيث 
                                          
                                               

 
                   

  
 ثػابت ليبتذد مػجبة . Ki, Li ،i=1,2 لأجل 
 :    (1) مبرهشة

 متقارب بقػة مغ السختبة  NSDDE   لمسعادلة ( 3)مارياما -الحل العجدي بصخيقة أولخ

 
لأجل  أي تتحقق 

 :العلاقة الآتية   غيخ مختبط بـصػل الخصػة  C1ثابت كيفي 
   
     

      
           

 :[14](2)مبرهشة 
أي تتحقق لأجل   متقارب بزعف مغ السختبة  NSDDE   ( لمسعادلة 3مارياما )-الحل العجدي بصخيقة أولخ

 :العلاقة الآتية   غيخ مختبط بـصػل الخصػة  C2ثابت كيفي 
   
     

                
 : (3)مبرهشة 

تصبيقيا عمى السعادلة التفاضمية العذػائية الستأخخة مغ الشػع عشجما يتع  (3) مارياما-الحل العجدي بصخيقة أولخ
 :أي تتحقق العلاقة الآتية 0متقارب بزعف مغ السختبة (  2) بعسميتي ويشر السحايج

   
     

                
 .   صػل الخصػة بـ مختبطغيخ  C3ثابت كيفي  لأجل

 برهان:ال
 مارياما بالذكل -( يسكغ كتابتو بصخيقة أولخ2إن الحل العجدي لمسعادلة )
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         (                                    ) 
 حيث :

 (                                    )

                                                 
                   

 ومشو 
               (                                             ) 

 ولشعخف التابع 
     (                                             )

  (                                    )   
                         (                )    (                )     

  (                )     

                                                        
                    

 
=                                                  

                                        
 مػجػدة وفق نطخية القيسة الػسصى كالآتي:                    حيث 

   
         

  
|
  

     
         

  
|
    

 

   
         

  
|
  

    
         

  
|
  

 

   
         

  
|
  

     
         

  
|
    

 

|  |وليا قيسة عطسى محمياً          وىحه السذتقات مػجػدة ومحجودة لأنّ  ىي قيسة     
 ثابت شخط ليبتذد السحمّي لمتػابع عشج ىحا السجال.

 :     نقجّر الخصأ الذامل كفخق بيغ الحل الجقيق و الحل العجدي عشج
                                                
                            

 [ (                                             )

  (                                    )] 
            

                                          
 وبالتالي
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(     ) حيث    (     )   . 

نحرل  ، وتصبيق متخاجحة السثمث       ومشو بأخح القيسة السصمقة وبحدب شخط ليبتذد السحمّي فإنو تػجج 
 عمى الآتي:

           
                                                      

، ونقجم البخىان   لسجالات شػليا      ندتخجم الاستقخاء الخياضي لإثبات مختبة التقارب وذلظ بتجدئة السجال 
 عمى مخحمتيغ.

 و         ، أنّ         مغ أجل            السخحمة الأولى: نبجأ بالسجال الابتجائي
لأن الحل معصى بجقة وفق الذخط الابتجائي، وعمى ىحا        ، عشجئحٍ يكػن             

 السجال تتحقق العلاقة الآتية:
           

                     
 وبشاءً عمى ذلظ نجج:

         
     

         
                      

              
    

 (          ) 
     

         
                                         

        
  

           
                                           

        

 
        

     

          
               

      
  

  
    

               
  

  
           

  

  
             

 .  عمى السجال 0نجج أن مختبة التقارب الزعيف ىي  وىشا
 عمى السجال الجدئي 0السخحمة الثانية: نفتخض أن مختبة التقارب الزعيف ىي 

               
 أي تتحقق العلاقة:

           
    

 ولشبخىغ أن ذلظ أيزاً محقق عمى السجال
                    : 

                مغ أجل     نبجأ مغ العلاقة 
           

                                     
 وبالتالي نجج:   ىػ الخصأ عمى السجال الجدئي      ويكػن 

           
                             

    
        

                      
                       

 تتحقق العلاقة:    وبشفذ العسميات الخياضية السشفحة عمى الإثبات مغ أجل السجال  
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 وبيحا يتع البخىان ويتحقق لجيشا الآتي:      بالتالي فالعلاقة محققة عمى كامل 
   
     

         
       

 
عشجما يتع تصبيقيا عمى  أولخ مارياما ةحل العجدي بصخيقلم القهي  تقاربالنسمظ نتائج عغ مختبة  لا

ولكغّ وبسلاحطة أن إضافة الحج ( 2) السعادلة عمى السعادلة التفاضمية العذػائية الستأخخة مغ الشػع السحايج
فإن ػبة في حميا عستديج مغ تعقيج السدألة والر الثانية لهيشركسا أن أضافة العسمية السحايج يغيخ نػع السعادلة 

مختبة التقارب العجدي  بتقجيخعغ ىحا سشقػم  ولكغ عػضاً  .تحميمية ججيجة لمتقارب لجراسةتحتاج  الصخيقة السقجمة
 . القػي ليحه الصخيقة

 :العددي تقدير مرتبة التقارب 2-3
  سشقػم بالاستعاضة عشو بحل عجدي      نطخاً لعجم تػفّخ الحل الجقيق 

نحرل عميو باستخجام      
   ، وبعجئح نقػم بإيجاد الحمػل العجدية        خصػة زمشية صغيخة 

      
        

باستخجام خصػات    
,2,1,...,5مختمفة  ihi ثع نحدب قيع الفخوق ،  

 
 |   

     
    

|
 ويشرالسػافقة لسدارات   

  }، ومغ ثعّ نجخي معايشة (    )  (    ) 
 
}
     

مدار لمحل عجد العيشات وكل      حيث  
بو، وبالتالي  يغاصخ     ويشر تيعسميلمدتقميغ  يغمدار مغ أجل  (3)يشتج عغ حل السعادلة عيشة مغ ال

  لـ  التهقع الرياضيعشجئحٍ بإيجاد  في كل تجخبة. لمحلمداراً مختمفاً  M العيشة ىي عبارة عغ
عمى العيشة   

 الآتية:  الخطأ بستهسط السربعاتنحرل عمى علاقة 
 (  

 
)   (|   

     
    

|
 
) 

. وعشج القيام بيحه العسمية نحرل عمى متتالية                والحي يدتخجم كسقجّر لمسقجار 
  )    حيث  {         }        تقجيخات لقيع الأخصاء 

 
ىػ تقجيخ الخصأ السػافق لمخصػة   (

فإن ذلظ يكتب بحدب التعخيف   وبفخض أن الصخيقة العجدية متقاربة بستػسط السخبعات مغ السختبة  .  
 كالآتي: 

                        
 [11]فإنشا ندتخجم   ومغ أجل تقجيخ قيسة 

     
 

 

               

               
            , 

 لمصخيقة السدتخجمة.  التقارب العددي القهي وبأخح متػسط القيع الشاتجة يشتج تقجيخ مختبة 
   ، فإنشا سشأخح الحل العجدي التقارب الزعيفبالشدبة لتقجيخ مختبة 

         
 ويشرالسػافق لسدار    

   }) ، ونقػم بإيجاد تػقّع الحل العجدي التقخيبي (    ) 
     }

     
وبشفذ الصخيقة نػجج تػقع بجيل  (

  }) الحل العجدي الجقيق 
       }

     
 ، فيكػن تقجيخ التقارب الزعيف معصى كالآتي:(

   | ({   
     }

     
)   ({  

       }
     

)|  
ة ومغ أجل تقجيخ مختب {         }        لشحرل عمى متتالية تقجيخات لقيع الأخصاء 

 التقارب الزعيف فإنشا سشدتخجم
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 لمصخيقة السدتخجمة. التقارب العددي الزعيفوبأخح متػسط القيع الشاتجة يشتج تقجيخ مختبة 

 
 
 العددية الاختبارات 5-3

لحل مدألتي اختبار إحجاىسا خصية  يقةأولخ مارياما سشصبق ىحه الصخ  يقةالفاعمية والجقة العجدية لصخ لاختبار 
تع استخجام لغة البخمجة و  والثانية غيخ خصية مغ نفذ نسط السدألة السصخوحة ثع تقجيخ مختبة التقارب لكل مشيع.

Mathematica  في ولأجل ذلظ  رويش تيعسميلالسقتخحة بالإضافة إلى محاكاة  الصخيقةلإعجاد البخامج اللازمة لتشفيح
الحل العددي كل مشها تطمب مداران لعسمية مداراً مختمفاً مغ مدارات        تع إجخاء معايشة مغ  الاختبارات

 .ويشر
 : الآتيةلشأخذ السدألة الخطية  (:0) مدألة

{

 (            )  (             )   (             )      

                 
                 

 

 وقيع الػسصاء ،    تأخيخ باستخجام  [2 ,0]عمى السجال نحل السدألة 
       ،      ،      ،      ،   ،        

              مغ أجل وذلظ 
الجدول  في ونجرج .تيغالعذػائي ويشر تيلعسميمحاكاة عجدية إنذاء  بعج ،أولخ مارياما يقةصخ ب 1السدألةنحل 

2,1,2,....,5 صخيقة باستخجام الخصػاتلممختبة التقارب و نتائج مقارنات الأخصاء السصمقة  (1) 2   ih i

i،  وذلظ
 عسمية واحدةوتصبيقيا مخة أخخة عشج وجػد           عسميتين لهيشرعشج تصبيقيا لحل السدألة السعصاة  بػجػد 

 .102hباستخجام خصػة  [0,2]في السجال            ويشخ  تي( محاكاة عسمي1نخسع في الذكل)     
{  } حلًا مغ الحمػل العجدية  30( عخض 2نبيغ في الذكل)

     
 بصخيقة      مع تػقع العيشة الكاممة   

( الخسػم البيانية للأخصاء السصمقة 3ونلاحظ أن ىحه الحمػل متقاربة نحػ تػقعيا . يطيخ الذكل) مارياما-أولر
      و     مغ خلال حداب الفخق بالقيسة السصمقة بيغ    بصخيقة أولخ مارياما مغ أجل عجة خصػات مختمفة 

 أصغخ كمسا تزاءل الخصأ وىحا يذيخ إلى تقارب الحل العجدي   ونلاحظ أنو كمسا كانت الخصػة 
 باستخدام خطهات مختمفة لمطريقةومرتبة التقارب الزعيفة والقهية مقة (:مقارنات الأخطاء السط1الجدول)

  شػل الخصػة 

مارياما -شخيقة أولخ
التقارب الزعيف مع 

      عسمية لػيشخ

مارياما -شخيقة أولخ
 التقارب القػي 

      مع عسمية لػيشخ

 مارياما-شخيقة أولخ
 التقارب الزعيف 
 مع عسميتيغ لػيشخ 

          

 مارياما -شخيقة أولخ
 التقارب القػي 

 مع عسميتيغ لػيشخ
          

    0.0821662                               
    0.0374395                               
    0.0197087                               
    0.0091719                              



 ،زعرور                                     حمهل عددية لرشف من السعادلات التفاضمية العذهائية الستأخرة من الشهع السحايد

009 

 

    0.00229722                                 
                         1.2901 مختبة التقارب

 
               ويشر من أجل تي(: محاكاة عسمي1الذكل)

 

 
 

 .              من أجلمارياما مع عسميتين لهيشر -(:الحل العددي بطريقة أولر0الذكل )
 

 
 
 
 
 
 
 

••••••••••
•••••••••••••••••••••
••••••••••
•••
••••••
•••••••••••••
••••
••••
••••••••
•••••••••••
••••••••
••
••••••••••••••••••••
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A Sample of solutions Xi with expected Solution E X
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2,1,2,....,5مارياما مع عسميتين لهيشر من أجل خطهات مختمفة -(: الخطأ السطمق لطريقة أولر3الذكل )  2   ih i

i 
 

 
 

  :الآتيةخطية الغير لشأخذ السدألة  (:0)مدألة

{
 
 

 
  (     

 

 
      )  (             )   (    (    )         )      

                  

                  

 

       ،     ،     ،     ،      ،        ، وقيع الػسصاء    بتأخيخ 
              مغ أجل       وذلظ عمى السجال 

 ويشر لعسميتي، بالإضافة إلى إنذاء محاكاة عجدية صخيقة أولخ ماريامابغيخ الخصية  0السدألةنحل  
نتائج مقارنات الأخصاء السصمقة ومختبة التقارب لمصخيقة باستخجام الخصػات  (0الجدول )العذػائيتيغ. ونجرج في 

5,....,2,1,2 2   ih i

i وتصبيقيا           عسميتين لهيشر، وذلظ عشج تصبيقيا لحل السدألة السعصاة  بػجػد
 [0,2]في السجال            ( محاكاة عسميتي ويشخ 9نخسع في الذكل)      عسمية واحدةمخة أخخة عشج وجػد 

 .102hباستخجام خصػة 
{  } حلًا مغ الحمػل العجدية  30( عخض 5نبيغ في الذكل)

     
 بصخيقة      مع تػقع العيشة الكاممة   



 ،زعرور                                     حمهل عددية لرشف من السعادلات التفاضمية العذهائية الستأخرة من الشهع السحايد

002 

 

( الخسػم البيانية للأخصاء 9ونلاحظ أن ىحه الحمػل متقاربة نحػ تػقعيا . يطيخ الذكل) مارياما-أولر
    مغ خلال حداب الفخق بالقيسة السصمقة بيغ    السصمقة بصخيقة أولخ مارياما مغ أجل عجة خصػات مختمفة 

 أصغخ كمسا تزاءل الخصأ وىحا يذيخ إلى تقارب الحل العجدي.   ونلاحظ أنو كمسا كانت الخصػة       و 
 القهية ومرتبة التقارب لمطريقة باستخدام خطهات مختمفةالزعيفة و (: مقارنات الأخطاء السطمقة 2الجدول)

  شػل الخصػة 

مارياما -شخيقة أولخ
التقارب الزعيف مع 

      عسمية لػيشخ

مارياما -شخيقة أولخ
 التقارب القػي 

      مع عسمية لػيشخ

 مارياما-شخيقة أولخ
 التقارب الزعيف

 لػيشخمع عسميتيغ 
          

 مارياما-شخيقة أولخ
 التقارب القػي 

 مع عسميتيغ لػيشخ
          

    0.0268714 0.0196201                    
    0.0130855 0.00907603                     
    0.0064525 0.00342141                       
    0.00305682 0.000552364                       
    0.00135106 0.0000976332                        

               0.59593 1.07848 مختبة التقارب
 

               محاكاة عسميتي ويشر من أجل(: 2ذكل )ال
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

0.5 1.0 1.5 2.0
t

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2
x

A Sample of solutions Xi with expected Solution E X
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               من أجل(: الحل العددي بطريقة أولر مارياما مع عسميتين لهيشر 5الذكل )

 
 
 

               من أجل (: دالة الخطأ لطريقة أولر مارياما من أجل عدة خطهات مختمفة6الذكل )
 

 
 الاستشتاجات والتهصيات:

عسميتي مع  بإيجاد الحمػل العجدية لشسػذج مغ السعادلات التفاضمية العذػائية الستأخخة مغ الشػع السحايج قسشا 
ولتبيان الفاعمية شخيقة أولخ مارياما  يعجدية ى يقةباستخجام شخ وذلظ في الحالتيغ الخصية وغيخ الخصية ( 3) ويشر

بالحالة الأولى أخصاء ىحه الصخيقة إجخاء اختبارات عجدية ومقارنات بيغ ثع ، لياتقجيخ مختبة التقارب والجقة العجدية قسشا ب
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 ،زعرور                                     حمهل عددية لرشف من السعادلات التفاضمية العذهائية الستأخرة من الشهع السحايد

000 

 

يتع تصبيقيا لحل مدألتيغ إحجاىسا خصية والأخخى عشجما ع عسميتي ويشخ مع عسمية واحجة لػيشخ وبالحالة الثانية م
 : الآتيةتذيخ الجراسة إلى الشتائج  .السصخوحة غيخ خصية مغ نفذ نسط السدألة

السعادلات التفاضمية العذػائية الستأخخة مغ الشػع مارياما السصبقة عمى نسػذج -شخيقة أولخ :1نتيجة
 .1بزعف مغ السختبة  ةمتقارب( 3) مع عسميتي ويشخ السحايج

السعادلات التفاضمية العذػائية الستأخخة مغ الشػع مارياما السصبقة عمى نسػذج -شخيقة أولخ :0نتيجة
 متقاربة بقػة مغ السختبة ( 3السحايج مع عسميتي ويشخ )

 
 . 

 كسا نػصي بالآتي:
 السعادلات التفاضمية العذػائية  تصػيخ شخائق وتقشيات عجدية لسحاكاة الحل لشساذج مغ

 الستأخخة مغ الشػع السحايج تتزسغ أكثخ مغ عسمية ويشخ.
  تصػيخ شخائق وتقشيات عجدية لسحاكاة الحل لجسل مغ السعادلات التفاضمية العذػائية

 الستأخخة مغ الشػع السحايج.
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