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معادلة الحمول العددية لمحاكاة ذبكة متداخمة لبالفروق المنتهية يقة طر 

نفعالللا  في الحالة المدتويةجهاد لاغناتذاك لإ  
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 □ممخّص  □

 
 معادلاتجيادات السختمفة باستخجام للا السخنةالأوساط  جابةستإلى نسحجة اىشالغ حاجة ي عمػ السخونة الجيشاميكية ف

في  التقميجيةالتؽازن سعادلات ل كشسؽذجٍ رياضيٍ بجيلالتشدؽرية  معادلة إغشاتذاك  بخزت وفي ىحا الرجد .بالاجياد فقط
صياغة عجدية لإيجاد  اقتخاحفي ىحا البحث  ليحه السدألة تػ الجقيقةوبدبب عجم تؽافخ الحمؽل  السخونة الجيشاميكية.

غة االسؽحجة خرائص السخونة. ىحه الريو  ثشائية البعج حمؽل عجدية تقخيبية لسعادلة إغشاتذاك في الأوساط الستجاندة
 ظيختالتي و لسذكمة رقعة الذطخنج  م حلّاا ؽم الذبكة الستجاخمة الحي قجّ مفيالفخوق السشتيية و  تقخيباتعمى  معتسجة
 .غشاتذاكلسعادلة إ دية في الحمؽل العج كتباعج
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□ ABSTRACT □ 

 
In Elastodynamics, there is a need  to model the response of Elastic Media to 

different stresses using pure stress equations. In this regard, Ignaczak equation has 

emerged as a mathematical model replacing the standard balance equations in 

Elastodynamics. Because an Exact Solution for this problem is not available. A 

numerical scheme has been proposed in this research to find approximate numerical 

solutions to the Ignaczak equation in two dimentional homogeneous isotropic media. 

The proposed scheme is based on Finite differeneces approximations and Staggered 

grid consept which provided a solution to the cheackerboard problem that appeared 

as a divergence in numerical solutions to Ignaczak equation 

KeyWords: Elastodynamics, Ignaczak equation, Finite Differences Approximation, 

Staggered Grid, Elastic Waves. 
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 :مقدمة
قة بيؼ متّجو الإزاحة وتشدؽر في عمػ السخونة الجيشاميكي، تبشى معادلات الحخكة لمجدػ الرمب باستخجام العلا

في كل نقطة مؼ نقاط الجدػ. محاولات كثيخة جخت لإيجاد تؽصيف رياضي مكافئ معتسج كمّياا عمى   [8] جيادالا
 تشدؽر الاجياد ومختبط مباشخة بالقؽى السطبّقة عمى الجدػ.

ة في ىحا الرجد، وأدّت إلى ىي أولى السحاولات الشاجح  [5,6,7]جياد ة للاغشاتذاك التشدؽريكانت معادلات إ 
، وتعقيجاا. وكسا كان الحال مع معادلات السخونة نساط شجّ مختمفة أكثخ عسؽميةا كانية وصف استجابة الجدػ الرمب لأإم

كثيخ مؼ مدائل السخونة الابتجائية الستعمّقة بو لسدائل القيسة الحجّية  دقيقةالجيشاميكية للإزاحة، فإنّو يرعب إيجاد حمؽل 
 بية ليحه السدائل.ومؼ ىشا تأتي اىسية تطؽيخ صياغات عجدية لإيجاد حمؽل عجدية تقخيقية، التطبي

الحل  لإيجاد  [1,2,9] مع مفيؽم الذبكة الستجاخمة[4] نيجف في ىحا البحث إلى تطبيق طخيقة الفخوق السشتيية 
 غشاتذاك التشدؽرية.نقاط الجدػ انطلاقاا مؼ معادلات إ جياد في كل نقطة مؼ العجدي التقخيبي لتشدؽر الا

 :ف البحثهد
تقجيػ نفعال و ولى للاجياد في الحالة السدتؽية الأللا إغشاتذاكإلى دراسة الحمؽل العجدية لسدألة  ييجف البحث

 باستخجام طخيقة الفخوق السشتيية. السشاسبة لمتقخيب لسؽجة السخونةالريغ العجدية 
 طرائق البحث و مواده: 

 السيكانيغال التحميل العجدي و بذكل خاص في مجية، و راص الخياضيات التطبيقتحت اخت يشجرج ىحا البحث
 يؽظفيا في إيجاد حمؽل تقخيبية لمسعادلات التفاضمية الجدئيةقشيات التحميل العجدي الأساسية و ذ يعتسج عمى ت، إالخياضي

ومؼ أجل متطمبات ىحا البحث نقجم معادلة إغشاتذاك في . العؽاىخ السيكانيكية السدتخجمة بذكل رئيدي في نسحجة
 السخونة الجيشاميكية.

 عادلة إغناتذاك في المرونة الديناميكية:م
الؽاقعة عمى  ((   )   (   )   (   )  )  زاحة تحجيج الاعادةا يطمَب  السخونة الجيشاميكية عمػ في

(        )  نقاط وسط مادّي  في السخونة ، انطلاقاا مؼ معادلة التؽازن        في لحعة زمشية    
 :السعطاة كالآتيو  الجيشاميكية
 

(1) 
         ̈  

 مؼ جية أخخى.   والقؽى السطبقة   مؼ جية، والإجياد   زاحةىحه السعادلة تخبط بيؼ تدارع الا نلاحظ أن
      بتطبيق مؤثّخ التجرّج الستشاظخ 

 

 
(      )  

 

 
 نجج: (         ) 

    (   (     ))        ̈   ̈ 
 :[6,7] العكدية وباستخجام العلاقات التأسيديةتشدؽر الانفعال،   حيث 

    (   (   ))     ̈         
وتجعى معادلة زاحة. ؽي عمى الاتحت ولا القؽى السطبّقة،و  (   ) جياد الاتشدؽر وىي معادلة تخبط بيؼ 

 جل جدػ متجانذ مؽحّج خرائص السخونة كالآتي:غشاتذاك وتعطى مؼ أإ 
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(2) 

    (   )  
 

  
[ ̈   

 

     
(  ( ̈))   ]          

 [6] : وتكتب بالذكل التشدؽري 

( (    )  )
 

 

  
(  ̈   

 

     
  ̈     *   (   )    

باستخجام  السخنة نفعالاتولى للاالأ ةفي الحالة السدتؽيبتجائية الاو  تعطى مدألة إغشاتذاك الحجّيةو 
 بالذكل:         

(
7) ( (    )  )

 
 

  
(  ̈   

 

     
  ̈     *   (   )     

 :مع الذخوط الحجّية والابتجائية
 

(7) 
 (   )   ( )                
 (   )   (   )               

 

الحي يرف محرمة القؽى  حجّ السرجر (   )  ثؽابت متعمقة بطبيعة الؽسط و      حيثو 
 Seismic Moment)  (   )   الدلدالي العدم تشدؽر  ويسكؼ استخجام، غيخ الدطحية السؤثخةالخارجية 

Tensor)  يعبخ عؼ اضطخاب في تشدؽر يسكؼ أن الحي و  زمشية. في كل لحعة (   )    الحي يزاف إلى
. وفي ىحه الجراسة سشدتخجم حج مرجر نفجاراتالانييارات او ذكل مفاجئ كسا في الاحجث بي الإجياد قج

 معخّف كالآتي: تشدؽري نقطي

   (   )  {
     (    )    (     )      
                                                    

 

ويدسى حج مرجر  .   في لحعةذروتيا  تبمغ  وتخددىا   يعطي نبزة غؽصية سعتيا  وىحا الحجّ 
وبيحا ، (     )جة يحوىؽ يسمغ قيسة غيخ صفخية في نقطة و  (explosive point Source)انفجاري نقطي 

ليحه السدألة عمى  دقيقةوتججر الإشارة إلى أنو لػ تتؽافخ حمؽل  ية الابتجائية.غشاتذاك الحجّ إ يكتسل وصف مدألة 
 .ىحا البحث إعجادحج عمسشا حتى لحعة 

 م الفروق المنتهية:اصياغة عددية لمعادلة إغناتذاك باستخد
( ) إنّ فكخة إيجاد الحل العجدي لمسدألة  قيػ تقخيبة عجديةتتمخص في إيجاد  ( ) 

 ̅
  
   

مؼ أجل ذلغ عميشا تقطيع مشطقة . (        )يحا الحل عشج نقاط متقطعة ل (        )    
ذلغ دمؼ و مع مخور ال الحل عمييا  مى شبكة ثشائية البعج تتغيخ قيػالسجال الدمشي لشحرل عئية البعج و العسل ثشا

لى مجسؽعة مؼ الشقاط  بحيث تكؽن السدافة إشاءا عمى ذلغ نقدػ مشطقة العسل متقطعة، وبعمى نقاط زمشية 
 :ذلغ بالذكلالأفقي أم الذاقؽلي و عمى السحؽر  أكانت بيشيا ثابتة سؽاءا 

(3
) 

      
 {(     )  (           )                   } 

   ثابتيؼ صحيحيؼ و          حيث 
   

  
       

   

  
تسثلان الخطؽة     

(    )عمى نقاط شبكة التقطيع وعجدىا ، عشجئح نحرل السكانية ىحا التقطيع يتػ في ، و (    ) 
 :بالذكللحعات زمشية متقطعة 
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(4) 

   {                   
 

 
 }  

 الدمشية. ىؽ الخطؽة    : حيث

 
 
 

 :كتب ىحه السعادلات بالذكل الرخيحلتدييل بشاء التقخيب سؽف نالآن 

 
(5) 

(( (    )  )
)
   

    (
                          

                          
*
   

 
 

 
(

 (             )                            

                            (             )
)

   

 
 

 
(

          
            

            

          

,(

   

   

   

   

, 

 

 :و بسا أنّ 

 
(6) 

 

  
(  ̈   

 

     
  ̈     *

   

    

(

 
 
 
 
 
 

 

  
(  

 

     
*    

 

  
(

 

     
*

 
 

  
  

  
 

  
 

 

  
( 

 

     
*   

 

  
(  

 

     
*
)

 
 
 
 
 
 

(

   

   

   

   

, 

 

تكتب جسمة عشجئحٍ الثالث، ؼ الثاني و ديالثالث والعسؽ ؼ الثاني و والتكافؤ بيؼ الدطخي،        بسا أن 
 :السكافئ بالذكل السعادلات الدابقة

(
7)      ̈         

   

   

(𝑥𝑗  𝑦𝑖) 

𝑥𝑗 

𝑦𝑖 

𝑦 

𝑥 

𝑡 

𝑡𝑛 𝑡𝑛+  

 انشبكت انمكانيت خلال نحظاث زمنيت مختهفت  :1انشكم 
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(

 
 
 
 
 

 

(  
 

     
)  

  
  

  

  (     )

 
 

  
 

 
  

  (     )
 

(  
 

     
) 

  
 
)

 
 
 
 
 

   (

       
   

 

       

 

   

 
       

,    

  نكتب ىحه السعادلات بالذكل الرخيح:
(

8)  ̈           

 
 :أن حيث

 
(9) 

       

(

 
 
 
 

  (   )

(    ) 
    

  (     )

(    ) 
   

   

      
   

 

 
   

 

 
(       )

 

 
   

   

      
   

  (     )

(    ) 
   

  (   )

(    ) 
   )

 
 
 
 

 

  (
   

   

   

+ 

 

 

( تكؽن محققة عمى نقاط 8) شبغي إيجاد صياغة متقطعة لمسعادلةالتقخيبي يشجئحٍ لإيجاد ىحا الحل ع
 :[4]  السشتيية بتقخيباتيا السلائسة مؼ مؤثخات الفخوق   (9)الذبكة. نبجأ باستبجال السؤثخات التفاضمية

(
10)       (        )  

 ̅
  
   ( + ) 

   ̅
  
     

  ̅
  
   (   ) 

  
   

 
(

11)       (        )  
 ̅
  
  ( + )( + ) 

  ̅
  
  ( + )(   ) 

  ̅
  
  (   )( + ) 

  ̅
  
  (   )(   ) 

    
 

 
(

12)       (        )  
 ̅
  
  ( + )  

   ̅
  
     

  ̅
  
  (   )  

  
   

يسكؼ تقخيب السذتق الدمشي مؼ السختبة الثانية عمى الذبكة الدمشية باستخجام مؤثخ الفخوق السخكدي و 
 :الآتي

(
13)  ̈  (        )  

 ̅
  
     

   ̅
  
    (   )

  ̅
  
    (   )

 
   ̅

  
    (  )

    



 University Journal. Basic Sciences Series Tartous 4202( 1( انعذد )8الأساسيت انمجهذ ) انعهميت انعهىومجهت جامعت طرطىس 

 

37 

 

 
(  )مؤثخات الفخوق    :معخفة مؼ أجل (  ) 

                     
 وتحجد الذخوط الحجية ببداطة وفق:

(
14) 

 ̅
  
     

    (       )     (       )                          (     )        
   

 ̅
  
     

    (        )     (        ) (     )               
 

 وبالتالي تشتج الريغة الستقطعة الآتية:

(
15) 

  ̅ 
     

    ̅ 
    (   )

   ̅ 
    (   )

 
 

  
   

  (   )

(    ) 
(  ̅ 

   ( + ) 
    ̅ 

     
   ̅ 

   (   ) 
)

 
 

    

  (     )

(    ) 
(  ̅ 

  ( + )( + ) 
   ̅ 

  ( + )(   ) 

   ̅ 
  (   )( + ) 

   ̅ 
  (   )(   ) 

)

 
 

  
  

   

      
(  ̅ 

  ( + )  
    ̅ 

     
   ̅ 

  (   )  
) 

 

 
(16) 

  ̅ 
     

    ̅ 
    (   )

   ̅ 
    (   )

 
  

     
(  ̅ 

  ( + )( + ) 
   ̅ 

  ( + )(   ) 

   ̅ 
  (   )( + ) 

   ̅ 
  (   )(   ) 

)

 
  

 
(
  ̅ 

   ( + ) 
    ̅ 

     
   ̅ 

   (   ) 

  
  

 
  ̅ 

  ( + )  
    ̅ 

     
   ̅ 

  (   )  

  
  +

 
  

     
(  ̅ 

  ( + )( + ) 
   ̅ 

  ( + )(   ) 

   ̅ 
  (   )( + ) 

   ̅ 
  (   )(   ) 

) 

 

 
(17) 

  ̅ 
     

    ̅ 
    (   )

   ̅ 
    (   )

 
 

  
   

   

      
(  ̅ 

   ( + ) 
    ̅ 

     
   ̅ 

   (   ) 
)

 
 

    

  (     )

(    ) 
(  ̅ 

  ( + )( + ) 
   ̅ 

  ( + )(   ) 

   ̅ 
  (   )( + ) 

   ̅ 
  (   )(   ) 

)

 
 

  
  

  (   )

(    ) 
(  ̅ 

  ( + )  
    ̅ 

     
   ̅ 

  (   )  
) 

 

 في كل لحعة زمشية كالآتي : في حيؼ يتػ إدخال حج السرجر التشدؽري  
 ̅
  
   

  ̅
  
     

    (        ) 
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( ظيؽر مايذبو رقعة الذطخنج وىي في الحقيقة قيػ متباعجة لمحل نحؽ 2نلاحظ مؼ خلال الذكل)
 CheckerBoardاللانياية عمى نقاط الذبكة ومتعاكدة بالإشارة، ىحه السذكمة معخوفة سابقاا وتدسى 

Problem   خد لأخطاء التجويخ ناجػ عؼ التشاظخ في مطّ . وتتسثل بتخاكػ مشتعػ و [2]مذكمة رقعة الذطخنج
 مؽاقع القيػ السدتخجمة مؼ قبل مؤثخات الفخوق السشتيية. 

                         جل الثؽابتمؼ أ (17)-(15) التقخيب العجديبتطبيق  :2مثال 

 ل:بالذكعمى الحل العجدي السؽضّح  نحرل                   وباعتبار     

 . 1انمعطاة في انمثال    انحم انعذدي نمسأنت إغناتشاك الابتذائيت انحذّيت  (:2م)انشك

 وظهىر مشكهت رقعت انشطرنج 

1 50 100 150 200 251

1

50

100

150

200

251

1 50 100 150 200 251

1

50

100

150

200

251

1 50 100 150 200 251

1

50

100

150

200

251

1 50 100 150 200 251

1

50

100

150

200

251

1 50 100 150 200 251

1

50

100

150

200

251

1 50 100 150 200 251

1

50

100

150

200

251

1 50 100 150 200 251

1

50

100

150

200

251

1 50 100 150 200 251

1

50

100

150

200

251



 University Journal. Basic Sciences Series Tartous 4202( 1( انعذد )8الأساسيت انمجهذ ) انعهميت انعهىومجهت جامعت طرطىس 

 

78 

 

م مفيؽم  يزاا بذخح أ [9]لحل ىحه السذكمة. قام حسدة محمد  M. ALDANA [2]مؼ قبل  الذبكة المتداخمةقُجِّ
 م ىحه الطخيقة في الفقخة اللاحقة.وسؽف نقجّ  واستخجام ىحه الطخيقة

 :ومفهوم الذبكة المتداخمة م الفروق المنتهيةاصياغة عددية لمعادلة إغناتذاك باستخد
 :انطلاقاا مؼ السعادلة

(
8)  ̈           

 :حيث أن

       

(

 
 
 
 

  (   )

(    ) 
    

  (     )

(    ) 
   

   

      
   

 

 
   

 

 
(       )

 

 
   

   

      
   

  (     )

(    ) 
   

  (   )

(    ) 
   )

 
 
 
 

   (
   

   

   

+  

 

ببشاء شبكة خاصة لكل متحؽّل أو تجديء الستحؽلات إلى شبكتيؼ أو  [1,2,9]تتمخص فكخة الذبكة الستجاخمة 
والثانية مداحة         ، الأولى تحسل قيػ الستحؽلات مكانيّتيؼتعخيف شبكتيؼ أكثخ متجاخمتيؼ، وفي حالتشا سشقؽم ب

) تجاىيؼ، أي وفق الذعاعنرف خطؽة في الا
  

 
 
  

 
 .   وتحسل قيػ الستحؽّل  (

مؼ شبكتيؼ، الاولى )الأصمية( السذار إلى نقاطيا بسثمثات،  السؤلفة( الذبكة الستجاخمة الشاتجة،3يؽضّح الذكل )
نلاحظ أنّو في كلّ نقطة مؼ نقاط الذبكة السداحة سشتسكّؼ مؼ تقخيب  والذبكة الثانية السداحة السذار إلى نقاطيا بجوائخ.

، ولتقخيب ق والذاقؽلعمى نفذ الأف باستخجام نقاط مجاورة مؼ نفذ الذبكة              قيػ السذتقات السكانية 
ندتخجم الشقاط الأربعة السحيطة مؼ الذبكة الأساسية والتي ستفي بالغخض. وبشفذ               السذتق السختمط 

الطخيقة فإنّو في كل نقطة مؼ نقاط الذبكة الأساسية سشتسكّؼ مؼ تقخيب السذتقات 
، وسشدتخجم رة مؼ نفذ الذبكة عمى نفذ الأفق والذاقؽلباستخجام نقاط مجاو                             

 لستحؽل الذبكة السداحة.       الشقاط الأربعة السحيطة مؼ الذبكة السداحة لتقخيب قيسة السذتق السختمط 
 لا ضخورة لاستخجام أي إزاحة زمشية في حالتشا. [9]خلافاا لمريغة العجدية السقجمة في مخجع 
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 ( : نقاط توزع الذبكة المتداخمة والمتحولات المعرفة عميها 2الذكل )
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 بيشسا يتػ إدخال حج السرجر التشدؽري كالآتي:
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   * 

(  )يق الريغة العجدية بسشقؽم بتط :1مثال  ، وبشفذ 8، عمى السدألة السطخوحة في السثال (  ) 
 :وباعتبار                               جل مؼ أ (1)ثال الثؽابت الخاصة بالس

مدألة الحي يسثل حل    لتشدؽر الإجياد  ̅  التقخيبي لشحرل عمى الحل العجدي .                  
   ̅    ̅    ̅   مخكبات الحل العجدي( 7(،)7(،)7(. تبيؼ الأشكال )8إغشاتذاك السطخوحة في السثال)

 ونلاحظ تقارب الحل العجدي وغياب مذكمة رقعة الذطخنج
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 oxوالتي تسثل الإجياد الطؽلي وفق السحؽر     ( أن قيػ الحل العجدي لمسخكبة 7نلاحظ مؼ الذكل )

 [9]وذلغ يتؽافق مع الشتائج السبيشة في السخجع في الؽسط السادي وتختج عؼ الحجود  ضغط تشتذخ كسؽجةو 
  فسؽجة الإزاحة تتخافق مع مؽجة إجياد وانفعال تشتذخ في الؽسط السادي.

انتنسىريت الابتذائيت انحذيت  انمعطاة في  نهحم انعذدي نمسأنت إغناتشاك 𝑺𝟏𝟏انمركبت  (:4م)انشك

 .2انمثال 
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التي و  القصجياد التي تسثل او     قيػ الحل العجدي لمسخكبة  يبيؼ( 7الذكل ) أيزاا وبذكل مذابو أننلاحظ 
 .الحجود في الؽسط السادي وتختج عؼ قصتشتذخ كسؽجة 

 

غناتشاك انتنسىريت الابتذائيت انحذيت  انمعطاة في إنهحم انعذدي نمسأنت  𝑺𝟏𝟐(: انمركبت 5انشكم)

 .2انمثال 
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و  oyوالتي تسثل الإجياد الطؽلي وفق السحؽر     (  قيػ الحل العجدي لمسخكبة 7كسا يعيخ الذكل )
 التي تشتذخ كسؽجة ضغط في الؽسط السادي.

 
 
 

غناتشاك انتنسىريت الابتذائيت انحذيت  انمعطاة في إنهحم انعذدي نمسأنت  𝑺𝟐𝟐: انمركبت (6)انشكم

 .2انمثال 
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 : النتائج و التوصيات
 نفعالاد في الحالة السدتؽية الأولى للاللإجيتسكشّا مؼ إيجاد صياغة عجدية متقطعة لسعادلة إغشاتذاك التشدؽرية 

مذكمة رقعة ظيؽر تباعج الحل العجدي و الحي قجّم حلّاا ل الستجاخمةمفيؽم الذبكة طخيقة الفخوق السشتيية و باستخجام 
مدتطيمة تعخّض صفيحة عؼ الشاتج  جيادحداب تشدؽر الافي السقتخحة العجدية  تػ استخجام الرياغة الذطخنج.

عمى شكل مؽجة اجياد تػ عخض الحل العجدي لسخكبات تشدؽر الإجياد الحي يشتذخ  .لسرجر ضغط انفجاري )نقطي(
 ضغط ومؽجة اجياد قص عبخ الؽسط السادي السجروس.

 :نؽصي بـ 
 .شخوط حجية مختمطةغيخ مشتعسة و لسعادلة إغشاتذاك عمى مشاطق تقجيػ صياغة عجدية  -8
 في السخونة الحخارية.  تطؽيخ الرياغة العجدية ليذسل معادلة إغشاتذاك -2
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