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فزاءات(  -nHالجيؾديدية بيؽ الفزاءات شبو الكيلخية )نجرس في ىحا البحث التظبيقات التؾافقية 

nn HHf :  321التي تحقق ffff   31حيث, ff  تظبيقات تؾافقية و
2f  تظبيق جيؾديدي ، نثبت

تظبيق تؾافقي ىؾ أن يكؾن fفي ىحا البحث أن الذخط اللازم والكافي ليكؾن 
2f تظبيق جيؾديدي ثؼ نثبت أنو

 فزاء سؾي . -nHفزاء سؾي فإن  -nHفزاء و  -nHإذا وجج تظبيق تؾافقي جيؾديدي بيؽ أي 
 الفزاء الدؾي.–فزاء شبو كيليخ  –تظبيق تؾافقي جيؾديدي  –تظبيق جيؾديدي  –تظبيق تؾافقي كمسات مفتاحية :
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□ ABSTRACT □ 

 

In this paper we study conformally geodesic mappings between pseudo kahlerian 

manifolds ( nH  - spaces)( h

iFgM ,, ) and mappings nn HHf :  satisfying 321 ffff    

where 31, ff  are conformal mappings and 
2f is a geodesic mapping . Firstly we prove that 

f is  a conformally geodesic mapping if and only if 2f is geodesic mapping , then we 

prove that if f  is a conformal  mapping between any  nH  - space and  nH  -plane space, 

then nH  is plane space.         

Key Words:conformal  mapping, geodesic mapping , conformally geodesic mappings , 

pseudo kahlerian spaces, plane space. 
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 مقدمة
ثؼ درست ,H.Weyle[9]   T.Thomas[8]يعتبخ أول مؽ بجأ العسل في التؾافقية واليشجسة الاسقاطية 

 .[ 10,11,13]بيحه السؾاضيع ونحكخ مشيا  ةالعجيج مؽ الأبحاث الستعلق
نجعؾ تخكيب التظبيقات التؾافقية مع التظبيقات الجيؾديدية بالتظبيقات التؾافقية الجيؾديدية ، حيث درس 

 Hinterleitner[3],Hinterleitner,Mikes[4]مثل ىحه التظبيقات كل مؽ 
,Mikes,Vanzurova,Hinterleitner[6],H-Chuda,J-Mikes[14] and M-Sheha [15]  

 -nHسة التظبيقات التؾافقية الجيؾديدية بيؽ الفزاءات شبو الكيلخية )دراسشتابع في ىحا البحث 
nnفزاءات( حيث نثبت أولًا أن الذخط اللازم والكافي ليكؾن  HHf : ( 321حيث ffff  تظبيق )

تؾافقي ىؾ أن يكؾن 
2f ا وجج تظبيق تؾافقي جيؾديدي بيؽ أي ذتظبيق جيؾديدي ، ثؼ نثبت أنو إnH- فزاء

 فزاء سؾي. - nHفزاء سؾي فإن  nHو 
فزاء( ثؼّ سشعخض بعض خرائص التظبيقات  - nHشبو فزاء كيلخ)فزا ريسان و يةً سشعخف ابج

 التؾافقية و الجيؾديدية وأخيخاً نعسل على التظبيقات التؾافقية الجيؾديدية بيؽ الفزاءات شبو الكيلخية.
تعريف  1  12,2  

 فزاء ريسان )مشظؾي ريسان ( :
مشدؾب إلى نغام إحجاثي  nفزاء ريسان ىؾ مشظؾٍ تفاضلي بعجه  nxx ، معخف عليو تشدؾر  1,...,

 xg ij    مؽ الشؾع








2

متشاعخ  0 
jiij gg   ونغامي  0det ijgيدسى التشدؾر الستخي للفزاء ،nV 

 .nV، أو تشدؾر القياس على الفزاء 
وباعتبار  أن   0det ijg  فإنّو تؾجج للسرفؾفة 

ijg  مرفؾفة عكدية في كل نقظة مؽnV ،
نخمد ليا بالخمد  ijg  وتحقق شخط التشاعخ 

jiij gg  : و الذخط 
j

i

j

i gg 
  

jحيث أنّ 

i .دلتا كخونيكخ 
تعريف  2:( شبو فزاء كيلخnH - )[16,1,17]فزاء: 

وتخكيب أفيشي مؽ الشؾع  ijgمعخّف عليو تشدؾر متخي  nVىؾ فزاء ريسان 








1

يحقق الخؾاص 1

 الآتية: 

     2;)

0)

0)

0)

,,,









mnmFRd

FFFc

FFb

FFa

h

ig

hijijhjhi

ihhi

i

h 



                                

 1

 

 

حيث: 



 ijhhjij

hi
jhi FF

x

F
F 




,  السذتق السؾافق التغيخ للتشدؾرh

iF. 
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 خرائص التطبيقات الجيوديزية و التوافقيةبعض 
تعريف  3 : [12,5,6]التظبيق الجيؾديدي: 
nnليكؽ  VV nnفزائي ريسان ، ندسي التساثل التفاضلي  , VVf :  تظبيقاً جيؾديدياً إذا كانت صؾرة أي

 .fوفق  nVىي مشحؽ جيؾديدي في  nVمشحؽ جيؾديدي في 
 مبرهشة 1 [5,7]: 

nnالذخط اللازم والكافي كي يؾجج تظبيق جيؾديدي بيؽ فزائي ريسان  VV ىؾ أن تتحقق العلاقة الآتية مؽ  ,
أجل أي تظبيق إحجاثي  nxx ,...,1 X 

             xxxx i

h

jj

h

i

h

ij

h

ij                                2   

حيث    xx h

ij

h

ij  nnرمؾز كخيدتؾفل في الفزائيؽ  , VV على التختيب ،  ,


 iii
x





  متجو تجرج

 ،h

i .دلتا كخونيكخ 
مبرهشة  2 [17]: 

nnالذخط اللازم والكافي لؾجؾد تظبيق جيؾديدي بيؽ الفزائيؽ  HH ىؾ أن يؾجج حل للجسلة الآتية بالشدبة  ,
للتشدؾريؽ 

ij

h

i gF  : 0iوالستجو  ,

        0)

2)

///

,





hijijhjhi

ikjjkiijkkij

FFFb

gggga 

                              
 3

 
 

تعريف  4 :[16,11]التظبيق التؾافقي: : 
nnبيؽ مشظؾيي ريسان  fندسي التساثل التفاضلي  VV تظبيقاً تؾافقياً إذا حافظ على قياس الدوايا بيؽ أي  ,

 أي إذا تحققت العلاقة : nVوصؾرتيسا في الفزاء  nVمشحشييؽ أملديؽ مؽ الفزاء 

             ijij
geg 2                                                4 

ijijحيث 
gg nnمخكبات التشدؾر الستخي للفزائيؽ  , VV على التختيب و  , x  دالة غيخ معجومة فيnV 
مبرهشة  3 [14,16]: 

nnكي يؾجج تظبيق تؾافقي بيؽ فزائي ريسان الذخط اللازم والكافي  VV  ىؾ أن تتحقق العلاقة الآتية :,

                                   ij

hh

ij

h

ji

h

ij

h

ij gxxxx                            5   
حيث  ii  . 

تظبيق تؾافقي تشدؾر فيليا التؾافقي )تشدؾر التقؾس التؾافقي( السعخّف يعخّف في فزاءات ريسان الستؾاجج بيشيسا 
 بالعلاقة:

      ij

h

kik

h

jij

h

kik

h

j

h

ijk

h

ijk gLgLLLRC                               6   
hحيث 

ijkR  تشدؾر ريسان كخيدتؾفل في الفزاءnV . 
hونعلؼ أنّ تشدؾر فيليا 

ijkC ثابت في التظبيقات التؾافقية بيؽ فزاءات ريسان مؽ أجل 2n ّأي أن:  
h

i j k

h

i j k CC                                               7 
مبرهشة  4 [16]: 

nnالذخط اللازم والكافي ليكؾن التساثل التفاضلي  HHf : : تؾافقيّاً إذا وفقط إذا تحققت الذخوط الآتية 
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     jhihijijh
hijijhjhi

ijji

gggFFFb

gFgFa











222)

0)

,,, 



                   
 8 

مبرهشة  5 [17]: 
فزاء آخخ الحي بجوره  -  nHفزاء سؾي و أي-nHإذا وجج تظبيق جيؾديدي غيخ مبتحل بيؽ أي 

 يكؾن فزاء سؾي.
نتيجة  1::عكذ السبخىشة الدابقة صحيحة أيزاً( أي أنّو( 

فزاء  -nHفزاء سؾي فإنّ  -nHفزاء وأي  -nH أيإذا وجج تظبيق جيؾديدي غيخ مبتحل بيؽ  
 بجوره يكؾن سؾيّاً.

 
مبرهشة  6 [16]: 

 سؾيّاً.فزاء بجوره يكؾن  -nHفزاء سؾي فإنّ  -nHفزاء و  -nHؾافقي بيؽ تإذا وجج تظبيق 
تعريف  5: 

nnنقؾل عؽ التظبيق  HHf : 321نّو تظبيق تؾافقي جيؾديدي حيثأ ffff  
 إذا كان : 

nn HHf
1

1 :   . تظبيق تؾافقي 

nn HHf
21

2 :  .تظبيق جيؾديدي 

nn HHf 
2

3  تظبيق تؾافقي. :

nHحيث 
1

nHو  
2

 خيةات شبو كيلفزاء nHو  nHو 
فزاء و  - nHنؾجج في السبخىشة الآتية الذخط اللازم و الكافي لؾجؾد تظبيق تؾافقي جيؾديدي بيؽ 

nH - . فزاء 
مبرهشة  7: 

nnإذا كان التظبيق  HHf :  . ًتؾافقياً جيؾديدياً فإنّو يكؾن تؾافقيّا 
 البخىان :
 التعخيفتظبيق )تساثل تفاضلي ( ناتج عؽ تخكيب ثلاث تظبيقات معخفة كسا ورد في  fبفخض  5 

 و لشثبت أنو تؾافقي، 

nnبفخض  HHf
1

1 :   تظبيق تؾافقي عشجئحٍ تتحقق فيnH  العلاقة b8: 

jhihijijhhjiihjjihhijijhjhi ggggggFFF
111

)(

1

)(

1

)(

1

,

1

,

1

,

1

222  

 حيث :  





ij

hh

ji

h

ijjhi FFFF 
111

,

1

 
 : إضافة إلى ذلػ تتحقق العلاقة
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 9                              ij

hh

ij

h

ji

h

ij

h

ij g 
1

  

nnالآن بفخض  HHf
21

2 :   تظبيق جيؾديدي عشجئحٍ تتحقق في
1

nH : العلاقة  الآتية 

0
2

/

2

/

2

/  hijijhjhi FFF  

حيث 
2

/ jhiF    السذتق مؾافق التغيخ في الفزاء
1

nH 
 وكحلػ تتحقق :

1112

i

h

ij

h

i

h

ij

h

ij   
 العلاقة الأخيخة تكتب استشاداً إلى السذتق في ىحا الفزاء :

0
1212212122121222

/

2

/

2

/  





















 jhiihjijhhijjihjhiijhhjihijhijijhjhi FFFFFFFFFFFF

نعؾض عؽ 
1
h

ij  مؽ العلاقة 9: فشجج 

    ijijjiijhhjhjjhhjihijhijijhjhi gFgFFFFF 





 
2222

/

2

/

2

/

    hihiihhijjijiijjihjhi gFgFF 





 
222

 

    0
222

 jhjhhjjhiihihhiihjijh gFgFF 





  
 بتختيب الحجود نجج :  

jihijhjhiihjhjijhihjihijijhjhi FgFFFgFFFFFF  





22222222

,

2

,

2

, 

 hijihjhijijhhjijihijh FFgFFFgFF  





2222222

jhihijjihihj gFFFgF 



 

2222

 
  

 ومشو نحرل على :



























 jihhiijhhjhijjihijijhjhi FFFFFFFFF 

2222222

,

2

,

2

, 222222

 
و 

بسا أنّ 
2

F فزاء لل الأفيشي  تخكيبالnH  ّ0فإن
22

 jhhj FF 

nnوبسا أنّ  HHf 
2

3 تظبيقاً تؾافقياً فإنّ  :
2

hihi FeF   

hihiومشو  FeF 
2

 :وبالتالي  
 

jhiihjhijjihijhhji gFgFgFgFgFgF 
















 
222222


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ihjijhjhi

hijijhjhi gggFFF  222,,, 
iiوبفخض     :نعؾض في العلاقة الأخيخة نجج 

 10                     ihjijhjhi
hijijhjhi gggFFF  222,,,  

 □                                                            تظبيقاً تؾافقيّاً .. fومشو نجج أنّ 
سشبخىؽ الآن عكذ السبخىشة  7.. 

مبرهشة 8 : 
nnإذا كان  HHf :  321حيث ffff    ًيحقق العلاقةتظبيقاً تؾافقيّا 10   و التظبيقان

31, ff  2تؾافقيان عشجئحٍ التظبيقf.جيؾديدي 
 : الإثبات

تظبيق تؾافقي يحقق العلاقة  fلشفخض أن  10  31وأن, ff تؾافقيان عشجئحٍ تتحقق العلاقات 

    11                              hihi FeF
22

 

   12                                 hihi FeF 
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 ثابت غيخ معجوم فإنّ  وبسا أنّ 
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 □                                             تظبيق جيؾديدي ..  2fومشو التظبيق 

مبرهشة 9 : 
nnإذا وجج تظبيق تؾافقي جيؾديدي  HHf :  حيثnH  ّفزاء سؾي فإنnH بجوره فزاء

 سؾي.
 البخىان:
321لجيشا  ffff حيث nn HHf 

2

3 فزاء سؾي واعتساداً على  nHوتؾافقي  تظبيق :
السبخىشة 6  يكؾن

2

nH  ّفزاء سؾي، وبسا أنnn HHf
21

2 :   تظبيق جيؾديدي واعتساداً على الشتيجة 1

يكؾن 
1

nH  ،وبشفذ الأسلؾب  لجيشا فزاء سؾيnn HHf
1

1 :   تظبيق تؾافقي واعتساداً على السبخىشة 6 
  □                                                                فزاء سؾي .nHيكؾن 
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