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□ ABSTRACT □ 

 

 

In this research, we have studied the direct problem of approximation theory of 

complex functions from Morrey spaces , defined on Dini-

smooth curve , using partial sums of the Faber-Laurent series. To estimate the difference 

between the function and its approximation, we used the modulus of smoothness of the 

order r, which was defined by Aykol et al. in 2019. Moreover, we have obtained 

approximation of functions of Morrey-Smirnov spaces defined on a simply connected 

domain G in the complex plane bounded by a curve   belonging to the class of Dini 

smooth curves by the partial sums of the Faber series. 

Keywords: Approximation Theory, Morrey spaces, Modulus of smoothness, Dini-smooth 

curves, Faber polynomials, Faber-Laurent series. 
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 مقدمة:
شغخية بذكل ال ىحه اىتست وقج الجالي،سؾضؾعات الخئيدية لمتحميل تشجرج نغخية التقخيب ضسؽ إحجى ال

عيخت   .فخوق بديظة مديظخ عمييا يديل التعامل معيا ضسؽ جوال رياضيةلرعبة بستبجال الجوال ارئيدي با
الجوال القابمة للاشتقاق في جؾار نقظة ما والتي يسكؽ بحدب نغخية تايمؾر  أجل في البجاية مؽنغخية التقخيب 

 وال السدتسخةتقخيب الجفي دراسة  1411 عام Chebyshevقام الجالة.إلى ىحه  قؾى تتقاربنذخىا في متدمدمة 
إلى تقخيب الجوال  Mergelyanالباحث تؾصل  1511في عام  .بكثيخات حجود عمى مجال مغمق ومحجود

في الآونة الأخيخة اىتؼ العجيج مؽ  .بكثيخات حجود والسدتسخة عمى محيظيا Gالعقجية التحميمية في مشظقة ما 
 و Israfilovدرس   9114في عام ف ،ب الجوال في بعض الفزاءات الجالية الذييخةالباحثيؽ في تقخي

Tozmanممذ بالسجاميع ومحاطة بسشحؽٍ ديشي أ عمى مشظقة بديظة التخابط ةالسعخفدوال فزاء مؾري  تقخيب
 عمى مشحشي ةدوال فزاء مؾري السعخفالعسل بتقخيب  محمد عمي وآخخون الجكتؾر تابع  .الجدئية لستدمدمة فابيخ

عمى مشظقة ثشائية التخابط ومحاطة بسشحشييؽ  ةوتقخيب دوال فزاء مؾري السعخف في 9112عام ديشي أممذ 
 سسيخنؾف تقخيب دوال فزاء في 9191 عام Javarov . كسا درس الباحث 9114أممديؽ عام 
ىحا العسل  9191وتابع الجكتؾر أحسج كشج عام  .غيخ السعخفة عمى مشحؽٍ ديشي أممذس الستمؾري ذي الأ

ومحاطة بسشحشييؽ  عمى مشظقة ثشائية التخابط ةذي الأس الستغيخ السعخف مؾري  سسيخنؾف تقخيب دوال فزاءب
لتقجيخ  rمؽ السختبة ججيج معامل ممؾسة في ون وآخخ  Aykol عخف 2019. في عامبجوال كدخيةأممديؽ 

بسا فيو  يدعى إلى الرفخصغيخ  سعاملىحا الأن  ودرسؾا أىؼ خؾاصو وتؾصمؾا إلى الفخق بيؽ دالة وتقخيبيا
عمى السجال تقخيب دوال فزاء مؾري السعخفة عمى دائخة الؾاحجة أو وبشاءً عميو تسكشؾا مؽ دراسة  الكفاية

في السخجع  مؽ معامل السمؾسة الحي تؼ تعخيفو بالاستفادة قسشا في ىحا العسل .بكثيخات حجود مثمثية 
في دراسة تقخيب دوال فزاء مؾري السعخفة عمى مشحؽٍ ديشي _ أممذ بالسجاميع الجدئية لستدمدمة فابيخ  

محاطة بديظة التخابط و  عمى مشظقة ةعخفدوال فزاء مؾري سسيخنؾف الس لؾرنت وتؾصمشا أيزاً إلى تقخيب
 أممذ. بسشحشي ديشي ــــ

  وأىدافو: البحث أىسية
 مؽ خلال إيجاد دوال كدخية قخيبة مشيا بجرجة كافيةجية، تقخيب الجوال العق فيالبحث  ىحا أىسية تكسؽ

 فزاء دوال تقخيب يالسدألة السباشخة ف دراسة في البحث ليحا الخئيدي اليجف يتجمى ولحلػ ،واستبجاليا بيا
 .لؾرنت ــــفابيخ لستدمدلات يةالجدئ   بالسجاميع متعمقة كدخية بجوال أممذديشي  السعخفة عمى مشحشيٍ  مؾري 

 
 :ومهادهطرائق البحث 

 والتحميل العقجي الجالي التحميل ضسؽ خاص وبذكل، الشغخية الخياضيات اختراص ضسؽ البحث يقع
 نغخية أدبياتو  ،العقجي التحميل مفاىيؼ عمى رئيدي بذكل تعتسج الستبعة فالظخق  لحلػ ،تقخيب الجوال ونغخية
 .الجوال العقجية تقخيب

 :مداعدة ومبرىشات أساسية ومفاىيم تعاريف
 أممس – ديشي يمشحش:تعريف
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 الآتي:أممذ إذا تحقق الذخط -حشي ديشيإنو مش  السشحشيعؽ يقال 

 
 .وكان    الاستسخارية لمجالة معامل  حيث

 :بحيث يتحقق أممذ فإنو يؾجج ثؾابت -ديشي ومؽ السعمؾم أنو إذا كان 

 
  التحهيل السحافظ:تعريف
 Gتحؾيلٌ محافظٌ لمسشظقة  إنَّو يُقال عؽ  تقابلًا، مشظقتيؽ في السدتؾي العقجي و  'Gو Gلتكؽ 

) قظباً  باستثشاء نقظة واحجة عمى الأكثخ تكؾن فييا قظباً بديظاً    Gتحميمي في السشظقة   كان  إذا   'Gفي السشظقة
 . مؽ السختبة الأولى( لمجالة

 فغاً متبايشاً لمسشظقة تحؾيلًا محا مؽ السعمؾم أنَّو إذا كانG  في السشظقةG' 
 .Gفي السشظقة  'Gتحؾيلًا محافظ متبايؽ لمسشظقة  كان

 ريسان في التحهيلات السحافظة:مبرىشة مداعدة
متسستيا تحؾي أكثخ مؽ نقظة عشجئحٍ يؾجج تحؾيل محافظ  مشظقة بديظة التخابط في السدتؾي العقجي  Gلتكؽ 

 .إلى قخص الؾاحجة  Gيشقل السشظقة  متبايؽ 
  إنَّ التحؾيل السحافظ الؾارد في السبخىشة السداعجة ليذ وحيجاً. ولكي يكؾن وحيجاً يجب أن يحقق مؽ

 الذخطيؽ الآتييؽ: أجل نقظة كيفية 

 
 الآتية:من السبرىشة السداعدة نحرل عمى الشتيجة 

  :نتيجة
 تخضشفولوو  العقجي السدتؾي  في الظؾل محجود جؾردان مشحشيليكؽ

إلى خارج قخص الؾاحجة  السشظقة يشقل يؾجج تحؾيل محافظ متبايؽ وحيج عشجئحٍ  أنَّ 
 ويحقق:

، 
        خارج قخص الؾاحجة إلى Gالسشظقة شقل ي    يؾجج تحؾيل محافظ متبايؽ وحيجكسا 

 : حققيو 
      ، 

  (space Lebesgue)ليبيغ  دوال فزاء  ]9[ تعريف
 يُعخف حقيقياً. عجداً    وليكؽالعقجي السدتؾي  في الظؾل محجود جؾردان مشحشيليكؽ
قابمة لمسكاممة عمى  التي يكؾن مؽ أجميا  العقجية الجوالكل  مجسؾعة بأنوفزاء ليبيغ

 الآتي: الذخط تحققأي   السشحشي 
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 الآتي: بالذكل الشغيؼ عميو عخف إذا باناخ فزاء يذكلليبيغ فزاء إنَّ 

   
 )Smirnov space(فزاء دوال سسيرنهف  ]10[ (2تعريف )

 صؾرة أسخة الجوائخ ولتكؽ  مشظقة بديظة التخابط في السدتؾي العقجي  لتكؽ 
. يُخمد إلى السشظقة  وفق تحؾيل محافظ يشقل قخص الؾاحجة   

 ، والتي تحقق الذخط الآتي:التحميمية في السشظقة  لأسخة جسيع الجوال  بـ 
  

 بالعلاقة: ،  يُعخف فزاء دوال سسيخنؾف 

 
د بالشغيؼ  إن   .فزاء باناخ، إذا زو 

 قخص الؾاحجة في السدتؾي العقجي، فإنَّ فزاء سسيخنؾف  في الحالة الخاصة، التي يكؾن فييا 
 .يؤول إلى فزاء ىاردي  

  (space Morrey) مهري  دوال فزاء  ]9[ تعريف
 عؽ يقالوو الظؾل محجود جؾردان مشحشيليكؽ

 ثابت وجج إذامؾري  دوال فزاء إلى تشتسي إنياالسشحشي عمى لمسكاممة القابمةالجالة
 الآتية: الستخاجحةالسشحشي مؽ كيفية نقظة مخكده B قخص أي أجل مؽ تتحقق بحيثمؾجب

 
 .لقياس ليبيغ لمسجسؾعة يخمد حيث  

 الآتي: بالذكل الشغيؼ عميو عخف إذا باناخ فزاء يذكل مؾري  دوال فزاء أن السعمؾم مؽ

 
  .قظخىا ونرفالسشحشي مؽ نقظة مخكدىا التيالأقخاص كل عمى مأخؾذحيث

 مؾري  دوال فزاء فإنَّ  الؾاحجة، دائخة ىؾالسشحشي فييا يكؾن  التي الخاصة، الحالة في
 الذخط تحقق والتيدائخة الؾاحجة  عمى لمسكاممة القابمةالجوال مجسؾعة كل بأنويسكؽ تعخيفو 

 الآتي:

 
 .السجال لظؾلويخمدالسجال مؽالجدئية السجالات كل عمى مأخؾذحيث

 ملاحغات :
 .ليبيغ فزاء مع يتظابق مؾري  فزاء فإنعشجما
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 .أساسياً  السحجودة الجوال فزاء مع يتظابق مؾري  فزاء فإنعشجما
 أي، p قيؼ أجل مؽ عكداً  ومتجاخمةؼقي أجل مؽ طخداً  متجاخمة مؾري  فزاءات إن
 .                                     فإن:  كان إذا 
 .                                        فإن:كان إذا 

 الآتية:مؽ السلاحغات الدابقة نتؾصل إلى العلاقة 

 
 (Smirnov space-Morrey)  سسيرنهف-فزاء دوال مهري   (6تعريف )

 محجود الظؾل وليكؽ مشظقة محجودة وبديظة التخابط في السدتؾي العقجي محاطة بسشحشي جؾردان  لتكؽ 
 بالعلاقة: سسيخنؾف -يُعخف فزاء مؾري . و   

 
سسيخنؾف بذكل فزاء باناخ إذا عخف عميو الشغيؼ بالذكل -مؾري  دوالإن فزاء

 
يؤول إلى فزاء سسيخنؾف   فإن فزاء مؾري سسيخنؾف  حالة الخاصة التي يكؾن فييا في ال

 :فإن . ومؽ أجل  
    
 :بعض الرمهز والسرظمحات السدتخدمة في ىذا البحث 

 السدتؾي العقجي إلى . يقدؼ السشحشيمشحشي جؾردان محجود الظؾل في السدتؾي العقجيليكؽ
سشفتخض، دون السداس . والأخخى غيخ محجودةمحجودة حجاىسامشظقتيؽ إ

. لجائخة الؾاحجة في السدتؾي العقجي أي  لشخمد بـ الجراسة، أنبعسؾمية 
 كسا سشخمد أي،  Dشخمد لقخص الؾاحجة السفتؾح في السدتؾي العقجي بالخمد ل

  لمسشظقة الؾاقعة خارج دائخة الؾاحجة أي، 
 إلى خارج قخص الؾاحجة  السشظقة لمجالة التي تشقل بذكل محافظ  بـــشخمد ل

 . لمجالة العكدية لمجالةخمد بـبالو حققوت

  إلى خارج قخص  تشقل بذكل محافظ السشظقة لمجالة التي   بــ شخمدل

 .لمجالة العكدية لمجالةولشخمد بـ ، وتحقق الذخط الؾاحجة
  polynomials (Faber(فابير حدود كثير ]12[:تعريف

 الذكل: لو اللانياية جؾار فيلمجالة تلؾرن مشذؾر شفخض أنل

 
 يكؾن لجيشا: kمؽ أجل أي عجد طبيعي 
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 ويخمد لو بالخمد kالجرجة  مؽ حجود فابيخ كثيخ  يُدسى
 مشذؾر مؽ الدالبةغيخ  القؾى  ذات الحجود مجسؾع ؾى k الجرجة مؽفابيخ حجود كثيخ أن أي

 اللانياية. جؾار فيلمجالة تلؾران
 الآتي: بالذكل الرفخ بجؾار لؾرنت متدمدمدة فينذخنا إذا نفديا بالظخيقة

 
 لجيشا: يكؾن  k طبيعي عجد أي أجل مؽ فإنو

 
 .kالجرجة مؽ كثيخ حجود فابيخ بقؾى  

  :إن كثيخات حجود فابيخ يسكؽ تعخيفيا بالعلاقات الآتية
                                          :              فإن  مؽ أجل

 
                                                فإن:    مؽ أجل 

 
  الآتي: اً بالذكلتكاممي تسثيلاً  كسا أن كثيخات حجود فابيخ تقبل

 

. 
 :  تعريف

 نعخف.  حيثأممذ و –مشحشي ديشي ليكؽ 
 الآتيتيؽ: بالعلاقتيؽعمى دائخة الؾاحجة  الجالتيؽ

 
 

 :يكؾن لجيشا وفإن مؽ العلاقة  بالاستفادة
  

  ) s Integral’ingular CauchyS )تكامل كهشي الذاذ ( 9تعريف )
يعخف تكامل كؾشي  و مشحشي جؾردن محجود الظؾل في السدتؾي العقجي  ليكؽ 

 بالعلاقة: الذاذ لمجالة 
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 دسى مؤثخ كؾشي الذاذ.يُ  السعخف وفق   إن السؤثخ 
 .مؾري  دوال فزاء في محجوداً  يكؾن  الذاذ كؾشي مؤثخ أنَّ  الآتية السداعجة السبخىشة تبيؽ

  حيثفزاء دوال مؾري  ليكؽ و  أممذ ــ ديشي مشحشي ليكؽ (:0مداعدة ) مبرىشة
 يؾجج ،أي اً محجودو  اً يكؾن مؾجؾد  الذاذ كؾشي مؤثخفإن .  و

 الآتية: العلاقة تحقق بحيثثابت

 
   يمشحشي جؾردن محجود الظؾل في السدتؾي العقج  ليكؽ  :(3) مداعدة مبرىشة

 الآتيتيؽ:السعخفتيؽ بالعلاقتيؽ  تكؾن الجالتان عشجئح

 

 
 لاقاتع مؽ  tوتحقق مؽ أجل أي ويكؾن أيزاً  التختيب عمى و     في انتتحميمي

  الآتية: سؾخؾتدكي

 

 
  أن: نجج (11) و (19) العلاقتيؽ مؽبالإستفادة  و

 
 )(Modulus of smoothness in Morrey spacesفزاءمهري  في السمهسة معامل تعريف
    السمؾسة معامل يعخف أجل مؽو  العقجي السدتؾي  في الؾاحجة دائخةلتكؽ

 الآتية: العلاقة وفق لمجالةالسختبة مؽ

 
 حيث 

 
 :الآتيةإن معامل السمهسة يحقق الخهاص 

 محققة: الآتية الستخاجحة تكؾن  بحيث c مؾجب ثابت يؾجج

 
 فإن:أجل مؽ

 
 إي، لى الرفخإتدعى  hإلى الرفخ عشجما  ىؾ معامل جيج لتقجيخ الفخق فيؾ يدعى إن معامل السمؾسة
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  لجيشا:يكؾن  nمؽ أجل اي عجد طبيعي 

  
 لجيشا:يكؾن   ي عجد حقيقي مؾجبمؽ أجل أ

 
 فإن: مؽ العلاقتيؽ الأخيختيؽ نجج أنو أياً يكؽ  بالاستفادة

 
 وتحقق D الؾاحجة قخص في تحميمية دالة g لتكؽ :مداعدة مبرىشة

  حيثأن  
 لستدمدمة n الجرجة مؽ الجدئي السجسؾعوليكؽ ، 

  محققاً: الآتي التقجيخ يكؾن  بحيثمؾجب ثابت يؾجج r طبيعي عجد أجل مؽ عشجئحٍ  g لمجالة انلؾر  ماك
                 

 والسشاقذة: الشتائج
 يكؾن  السبخىشة السداعجة بالاستفادة مؽ  عشجئحٍ   دالة تشتسي لفزاء دوال مؾري   كؽلت

 :لجيشا

 
 نذخ كل مؽ الجالتيؽيكفي  الأمخ الحي يعشي أنو لشذخ الجالة

  لجيشا:يكؾن  مؽ أجل كل 

 
  أن:نجج   بإجخاء التحؾيل

 
  فإن:     ولسا كان

 
                                أن:نجج     وبؾضع

 
 :فإن    الآن عشجما
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  أن:نجج   بإجخاء التحؾيل

 
  فإن:   ولسا كان  

 
 أن:نجج    بتعؾيض

 
 لجيشا:يكؾن  بالتعؾيض بالعلاقة 

 
 نحرل عمى الجالة الكدخية:بأخح السجسؾع الجدئي مؽ متدمدمة فابيخ لؾرنت لمجالة 

 
 حيث ،دوال مؾري  فزاء مؽ دالة أممذ، – ديشي مشحشيليكؽ :مبرىشة

بحيث تتحقق  حجود يسكؽ تقخيبيا بكثيخ عشجئحٍ الجالة  
 الستخاجحة الآتية:

 
 تدعى إلى اللانياية. nيدعى إلى الرفخ عشجما  حيث 

: يعشي الحيخ الأمأن يشتجمؽ عشجئحليكؽ البرىان:           أن 
 لجيشا: يكؾن  السداعجة السبخىشة مؽ بالاستفادةو  

 
 أن: عمى نحرل (16) العلاقة فيبإجخاء التحؾيل  العلاقة مؽ بالاستفادة

 
:نجج  في السخجع  وبأسمؾب مساثل لسا ورد في السبخىشة   أنَّ

 
: نجج و العلاقتيؽ مؽ وبالاستفادة العلاقة مؽ  أنَّ
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 أن: نجج العلاقة لظخفي الشغيؼ وبأخح

 
           

 لجيشا: يكؾن  السداعجة السبخىشة في الذاذ كؾشي مؤثخ محجودية مؽ وبالاستفادة

 
: نجج الأخيخة لمستخاجحة الأيسؽ الظخف عمىالتحؾيل وبإجخاء  أنَّ

 
 عمى: نحرل السداعجة السبخىشة مؽ وبالاستفادة

 
  الستخاجحة:نحرل عمى   وبؾضع 

 
 . لة بالسجاميع الجدئية لستدمدمة فابيخ لمجا الجالة تقخيبوبحلػ نكؾن قج تؾصمشا إلى 

  ، حيثدالة مؽ فزاء دوال مؾري  أممذ، –مشحشي ديشي ليكؽ (:0) مبرىشة
بحيث  يسكؽ تقخيبيا بكثيخ حجود عشجئحٍ الجالة    

 تتحقق الستخاجحة الآتية:

 
 تدعى إلى اللانياية. nيدعى إلى الرفخ عشجما  حيث 

  أنَّ  يعشي الحي الأمخ أن يشتج (4) مؽ عشجئحليكؽ البرىان:
 لجيشا: يكؾن  الاستفادة مؽ السبخىشة السداعجة وب
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 أن: عمى نحرل (91) العلاقة فيبإجخاء التحؾيل  (3) العلاقة مؽ بالاستفادة

 
: في السخجع  وبأسمؾب مساثل لسا ورد في السبخىشة   نجج أنَّ

 
: نجج (99و)  العلاقتيؽ مؽ وبالاستفادة  العلاقة مؽ  أنَّ

 

 
 أن: نجج الأخيخة العلاقة لظخفي الشغيؼ وبأخح

 
             

 لجيشا: يكؾن  السداعجة السبخىشة في الذاذ كؾشي تكامل محجودية مؽ وبالاستفادة

 
: نجج الأخيخة لمستخاجحة الأيسؽ الظخف عمى التحؾيل وبإجخاء  أنَّ

 
 ووبؾضع السداعجة السبخىشة مؽ وبالاستفادة

 عمى: نحرل 

 
 . لة بالسجاميع الجدئية لستدمدمة فابيخ لمجا وبحلػ نكؾن قج تؾصمشا إلى تقخيب الجالة

، ، حيثدوال مؾري  فزاء مؽ دالة و أممداً  ــــ ديشي مشحشيليكؽ :(3مبرىشة )
 بجالة كدخية   يسكؽ تقخيب الجالة جئحٍ عش

 :محققاً بحيث يكؾن التقجيخ الآتي    
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 بؾضع البرىان:

 
: نجج  و  السبخىشتيؽ مؽ العلاقةم باستخجا  أنَّ

 

 

 
 حيث 

مؽ فزاء دوال مؾري السعخفة عمى مشحشي ديشي ـــ أممذ  وبحلػ نكؾن قج تؾصمشا إلى تقخيب أي دالة 
 بالسجاميع الجدئية لستدمدمة فابيخ ــــــ لؾرنت.

تكؽ ول أممذـــ بسشحشي ديشي  مشظقة بديظة التخابط في السدتؾي العقجي محاطة  لتكؽ: مبرىشة
عشجئحٍ يسكؽ تقخيب   حيث   دالة مؽ فزاء دوال سسيخنؾف مؾري  

 التقجيخ الآتي محقق: بحيث يكؾن  دئية لستدمدمة فابيخ لمجالة بالسجاميع الج الجالة 

 
يكؾن  فإنو أياً كانت  تحميمية في السشظقة  ن الجالةفإ  بسا أن البرىان:

 لجيشا:

 
 أن:نجج  ستفادة مؽ السبخىشة وبالا  

 
وبحلػ نكؾن قج تؾصمشا إلى تقخيب دوال فزاء سسيخنؾف مؾري السعخفة عمى مشظقة بديظة التخابط في 

 السدتؾي العقجي والسحاطة بسشحشي ديشي ــــ أممذ بالسجاميع الجدئية لستدمدمة فابيخ.
 والتهصيات: الاستشتاجات

بالسجاميع السعخفة عمى مشحشي ديشي ــ أممذ  مؾري  فزاء دوال خيبتق إلى السقال ىحا في تؾصمشا 
ذلػ تؾصمشا إلى تقخيب دوال  مىوعلاوة ع rالجدئية لستدمدمة فابيخ لؾرنت باستخجام معامل ممؾسة مؽ السختبة 

أممذ  –بسشحشي ديشي  العقجي ومحاطةفي السدتؾي  فزاء مؾري سيسخنؾف السعخف عمى مشظقة بديظة التخابط
السؾزونة عمى مشظقة بديظة  نؾصي بستابعة ىحا العسل بجراسة تقخيب دوال فزاء مؾري كسا  يخات حجودبكث

 .التخابط بكثيخات حجود
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